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𝜇-ДЕФОРМОВАНI РIВНЯННЯ
ГРАВIТАЦIЙНОГО ПОЛЯ АЙНШТАЙНА
IЗ ЗАЛЕЖНОЮ ВIД 𝜇 ЕФЕКТИВНОЮ
КОСМОЛОГIЧНОЮ СТАЛОЮУДК 539

Застосовуючи адаптований пiдхiд Верлiнде до узагальнених термодинамiчних функцiй
𝜇-деформованого аналога моделi бозе-газу, ми отримали 𝜇-деформованi рiвняння Айн-
штайна. Показана основна роль параметра деформацiї, що забезпечує можливiсть ва-
рiювати значення космологiчної сталої. Завдяки цьому запропоновано цiкаве тракту-
вання проблеми космологiчної сталої (КС) у рамках 𝜇-деформацiйного пiдходу. А саме:
розглядаючи виведену 𝜇-деформовану КС як ефективну та вiдповiдно змiнюючи пара-
метр 𝜇, ми отримали можливiсть радикально зменшити КС, з тим щоб наблизити
її до реалiстичного значення. Також обговорюється зв’язок iз темною матерiєю.
Ключ о в i с л о в а: ентропiйна сила, гравiтацiя, 𝜇-модель бозе-газу, ефективна космоло-
гiчна стала, темна матерiя.

1. Вступ
Рiзноманiтнi деформованi алгебри дають цiнне ро-
зумiння широкого кола проблем у багатьох га-
лузях фiзики. Серед рiзних типiв деформацiї,
якi найзручнiше та найчiткiше характеризуються
структурною функцiєю деформацiї (див., напри-
клад, [1]), iснують дуже популярнi та добре вивче-
нi деформованi алгебри експоненцiального типу,
такi як 𝑞-осцилятори [2–4] або 𝑝, 𝑞-осцилятори [5].
На вiдмiну вiд них, 𝜇-деформацiя, вперше введе-
на Яннусiсом [6], належить до зовсiм iншого класу
неканонiчних алгебр Гайзенберга, а саме до класу
рацiональних деформацiй. Це передбачає iснуван-
ня дуже рiзних властивостей, i нефiбоначчiвська
природа [7] є однiєю з них. Це розширення вiдкри-
ло новi перспективи для дослiдження квантових
систем з модифiкованими алгебраїчними структу-
рами, пропонуючи потенцiйнi застосування в та-
ких галузях, як фiзика високих енергiй, квантова
гравiтацiя та фiзика карликових галактик.
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Концепцiя 𝜇-деформацiї розроблялась у кiлькох
аспектах та застосовувалася до рiзних фiзичних
проблем. Наприклад, було встановлено квазiфiбо-
наччiвську природу нелiнiйного 𝜇-деформованого
осцилятора для запропонованих розширень або гi-
бридних випадкiв (𝜇; 𝑝, 𝑞) [7], побудовано застосу-
вання до деформованих версiй нерелятивiстської
моделi бозе-газу [8, 10, 11], та отримано точки пе-
ретину з функцiями кореляцiї iмпульсу 𝑟-частинок
у 𝜇-моделi бозе-газу [8, 9]. Були введенi пов’язанi,
близькi деформацiї, та показано, що вони здатнi
враховувати композитнiсть та взаємодiю части-
нок [12]. Вiдповiдний варiант деформацiї був успi-
шно застосований для опису ентропiї заплутаностi
у композитних (квазi)бозонних системах [13, 14].
Варто також вiдзначити температурну залежнiсть
вiрiальних коефiцiєнтiв та перетини кореляцiйних
функцiй в моделi (𝜇, 𝑞)-бозе-газу [15,16], конденсат
𝜇-бозе-газу як ефективну модель темної матерiї га-
лактичних гало [17, 18], та профiль щiльностi гало
карликових галактик або галактик з низькою по-
верхневою яскравiстю та їх кривi обертання [19].

Одним з вiдомих пiдходiв до квантової гравi-
тацiї є теорiя iндукованої гравiтацiї. Як вiдомо,
вона розгалужується на квантово-польовий пiдхiд
Сахарова [22, 23] та емерджентну (термостатисти-
чну, ентропiйну) теорiю. У загальному контекстi
квантової гравiтацiї, Верлiнде сформулював тео-
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рiю iндукованої гравiтацiї, в якiй гравiтацiя розу-
мiється як емерджентне явище, що виникає вна-
слiдок ентропiйних сил [24]. Його пiдхiд ґрунтує-
ться на статистичнiй механiцi та включає гологра-
фiчний принцип, як це було спочатку запропоно-
вано ’т Хофтом [25], але вiн вiдрiзняється вiд тер-
мостатистичної перспективи Падманабхана щодо
гравiтацiї [26].

Схема Верлiнде постулює, що гравiтацiйна ди-
намiка, описана або теорiєю Ньютона, або загаль-
ною теорiєю вiдносностi, не є фундаментальною
взаємодiєю, а виникає як ефективний макроско-
пiчний опис базової статистичної системи. Ця си-
стема регулюється класичною статистикою та го-
лографiчним принципом, де термодинамiчнi вели-
чини, такi як ентропiя, вiдiграють ключову роль у
виникненнi геометрiї простору-часу та гравiтацiй-
них сил. З цiєї точки зору, ентропiйну силу можна
iнтерпретувати як прояв основних мiкроскопiчних
ступенiв свободи, закодованих у статистичних вла-
стивостях системи [24].

Крiм того, у пiдходi Верлiнде припускається, що
сам простiр-час може бути iндукованим явищем,
що походить вiд колективної поведiнки мiкроско-
пiчних ступенiв свободи, подiбно до того, як термо-
динамiчнi величини виникають з мiкроскопiчних
станiв матерiї. Цей погляд має глибокi наслiдки
для розумiння квантової гравiтацiї, забезпечую-
чи потенцiйний мiсток мiж термодинамiчним опи-
сом простору-часу та квантово-механiчним описом
фундаментальних взаємодiй. Голографiчний прин-
цип ще бiльше посилює цей зв’язок, припускаючи,
що ступенi свободи (бiти iнформацiї), якi опису-
ють гравiтацiйну систему, закодованi на межi ниж-
чої вимiрностi, подiбно до вiдповiдностi AdS/CFT
у теорiї струн [54,55]. Таким чином, пiдхiд Верлiн-
де вiдкриває новi шляхи для дослiдження взаємо-
зв’язку мiж гравiтацiєю, термодинамiкою та кван-
товою механiкою.

Окрiм класичної статистики, деформованi ана-
логи квантової статистики можуть бути застосо-
ванi в контекстi iндукованої гравiтацiї [32,33]. Вiд-
повiднi фiзичнi системи (наприклад, квантовi чор-
нi дiри) будуть описуватися деформованими тер-
мостатичними функцiями; отже, застосовуючи до
них пiдхiд Верлiнде, можна отримати деформо-
ванi аналоги рiвнянь поля Айнштайна. Прийнят-
тя однопараметричної квантової групи 𝑆𝑈𝑞(2) мо-
делi взаємодiючого бозонного газу Убрiако при-

водить до вiдповiдних 𝑞-деформованих рiвнянь
гравiтацiйного поля Айнштайна [27], використа-
ння (𝑝, 𝑞)-деформованої моделi фермi-газу iнду-
кує (𝑝, 𝑞)-деформованi рiвняння поля Айнштайна
[28, 29], а для 𝑞-деформованої моделi фермiонного
газу Вiшванатана–Партхасаратi–Джаганнатана–
Чайчiана виникають 𝑞-деформованi рiвняння поля
Айнштайна [30]. Аналогiчно, для 𝑞-деформованої
моделi фермiонного газу у двовимiрному просто-
рi виникає ще один тип 𝑞-деформованих рiвнянь
гравiтацiйного поля Айнштайна [31].

Деформованi рiвняння Айнштайна для моделей
𝑞-деформованого бозонного та 𝑞-фермiонного га-
зiв у границi високих температур дослiджували-
ся в роботi [34]. Нарештi, в роботi [37] було отри-
мано двi версiї модифiкованих рiвнянь Айнштай-
на на основi GUP-скоригованої температури Ун-
ру та пiдходу Верлiнде. Пiдхiд Верлiнде зiткнув-
ся з неоднозначними вiдображеннями та деякою
критикою; див., наприклад, роботи [38–45]. З iн-
шого боку, iснує широкий спектр модифiкованих
ентропiйних гравiтацiй, що включає некомутатив-
нiсть, ангравiтацiю як конформно-iнварiантнi по-
ля, асимптотично безпечну гравiтацiю, поправку
енергiї Дебая, поверхневу ентропiйну гравiтацiю
тощо [45–49, 53].

Стаття органiзована таким чином. У роздiлi 2.1
наведено короткий огляд 𝜇-бозе-термодинамiки.
У роздiлi 2.2, виводиться 𝜇-деформований аналог
рiвняння Айнштайна, дотримуючись логiки ада-
птованого пiдходу Верлiнде та спираючись на 𝜇-
деформовану модель бозе-газу. Вiдмiтимо, що в
рамках розробленої версiї ентропiйної гравiтацiї
може бути отримане 𝜇-деформоване рiвняння Фрi-
дмана та дослiджене його застосування до космо-
логiї. У роздiлi 3 детально аналiзуються наслiд-
ки для отриманого ефективного (залежного вiд 𝜇)
розширення космологiчної сталої. Робота завершу-
ється прикiнцевими зауваженнями.

2. 𝜇-деформованi рiвняння
Айнштайна з використанням
адаптованого пiдходу Верлiнде

2.1. Термостатика 𝜇-моделi газу Бозе

Почнемо з нагадування деяких фактiв, необхiдних
для подальшого розгляду [10, 11]. У стандартнiй
моделi бозе-газу загальна кiлькiсть частинок 𝒩
виражається як похiдна логарифма великої стати-
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стичної суми 𝒵,

𝒩 = 𝑧
𝑑

𝑑𝑧
ln𝒵. (1)

Тут активнiсть 𝑧 як функцiя хiмiчного потенцiа-
лу 𝜇̃ задається формулою 𝑧 = 𝑒𝛽𝜇̃, де 𝛽 = 1

𝑘B𝑇 –
обернена безрозмiрна температура, а 𝑘B – стала
Больцмана. Велика канонiчна статистична сума 𝒵
визначається за допомогою такого виразу:

ln𝒵 = −
∑︁
𝑖

ln(1− 𝑧𝑒−𝛽𝜖𝑖), (2)

де

𝜖𝑖 =
|p|2

2𝑚
=

𝑝2𝑖
2𝑚

. (3)

Надалi обмежимося тривимiрним простором. Для
формулювання термодинамiчної основи для 𝜇-
аналога моделi бозе-газу, стандартний вираз для
загальної кiлькостi частинок 𝒩 повинен врахову-
вати 𝜇-залежнiсть. А саме, модифiковане визначе-
ння загальної кiлькостi частинок дається форму-
лою
𝒩 (𝜇) = 𝑧𝒟(𝜇)

𝑧 ln𝒵 = −𝑧𝒟(𝜇)
𝑧

∑︁
𝑖

ln
(︀
1− 𝑧𝑒−𝛽𝜖𝑖

)︀
, (4)

де ми використовуємо 𝜇-похiдну

𝒟(𝜇)
𝑥 𝑓(𝑥) =

1∫︁
0

𝑓 ′
𝑥(𝑡

𝜇𝑥) 𝑑𝑡, 𝑓 ′
𝑥(𝑡

𝜇𝑥) =
𝑑𝑓(𝑡𝜇𝑥)

𝑑𝑥
, (5)

яка дiє на мономи таким чином:

𝒟(𝜇)
𝑥 𝑥𝑛 = [𝑛]𝜇𝑥

𝑛−1, (6)

де
[𝑛]𝜇 ≡ 𝑛

1 + 𝜇𝑛
, 0 ≤ 𝜇 ≤ 1. (7)

Потiм 𝜇-деформований оператор 𝒟(𝜇) застосову-
ється до логарифма великої канонiчної статисти-
чної суми в рiвняннi (2), i модифiкована загальна
кiлькiсть частинок дорiвнює

𝒩 (𝜇) = 𝑧
∑︁
𝑖

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝛽𝜖𝑖𝑛
[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛−1 =

=
∑︁
𝑖

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

(︀
𝑒−𝛽𝜖𝑖

)︀𝑛
𝑧𝑛. (8)

Для збiжностi ряду має виконуватися така умова
для добутку 𝑒−𝛽𝜖𝑖𝑧:

lim
𝑛→∞

∑︁
𝑖

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

(︀
𝑒−𝛽𝜖𝑖

)︀𝑛
𝑧𝑛< ∞ ⇒

⇒ 0 ≤ |𝑧𝑒−𝛽𝜖𝑖 | < 1. (9)
Вiдокремимо внесок члена (𝑝𝑖 = 0, 𝑖 = 0) вiд решти
суми. Це дає

𝒩 (𝜇) =
∑︁
𝑖

′ ∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

(︀
𝑒−𝛽𝜖𝑖

)︀𝑛
𝑧𝑛 +

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛. (10)

Як добре вiдомо, для великого об’єму 𝑉 та вели-
кої кiлькостi частинок 𝒩 спектр одночастинкових
станiв стає майже неперервним. Через це ми замi-
нюємо пiдсумовування в рiвняннi (8) на iнтеграл
по 3-вимiрному iмпульсному простору,∑︁
𝑖

→ 𝑉

(2𝜋~)3

∫︁
𝑑3𝑘. (11)

Тодi отримуємо

𝒩 (𝜇) =
𝑉

𝜆3
𝑇

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛5/2

𝑧𝑛 +𝒩 (𝜇)
0 , 𝒩 (𝜇)

0 ≡
∞∑︁

𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛.

(12)
Тут теплова довжина хвилi 𝜆𝑇 визначається через
масу частинки 𝑚 та температуру 𝑇 (яку розгляда-
ють як термодинамiчну температуру),

𝜆𝑇 =

√︃
2𝜋~2
𝑚𝑘B𝑇

. (13)

Стандартна функцiя Бозе–Айнштайна задається
рядом

𝑔ℓ(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛ℓ
. (14)

Як узагальнення останнього, вводиться 𝜇-
полiлогарифм, а саме

𝑔
(𝜇)
ℓ (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛ℓ+1

𝑧𝑛. (15)

Тодi рiвняння (10) перетворюється на

𝒩 (𝜇) =
𝑉

𝜆3
𝑇

𝑔
(𝜇)
3/2(𝑧) + 𝑔

(𝜇)
0 (𝑧), (16)

де

𝑔
(𝜇)
3/2(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛5/2

𝑧𝑛, 𝑔
(𝜇)
0 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛. (17)

Вираз для 𝜇-деформованого ln𝒵(𝜇) отримується
шляхом застосування оберненої похiдної Ейлера,
а саме

ln𝒵(𝜇) =

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂−1

𝒩 (𝜇). (18)
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Пiсля вставки 𝒩 (𝜇) маємо(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂−1
(︃
𝑉

𝜆3
𝑇

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛5/2

𝑧𝑛 +

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

𝑧𝑛

)︃
=

=
𝑉

𝜆3
𝑇

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛5/2

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂−1

𝑧𝑛 +

∞∑︁
𝑛=1

[𝑛]𝜇
𝑛

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧

)︂−1

𝑧𝑛, (19)

тож отримуємо ln𝒵(𝜇) у виглядi

ln𝒵(𝜇) =
𝑉

𝜆3
𝑇

𝑔
(𝜇)
5/2 + 𝑔

(𝜇)
1 . (20)

Внутрiшня енергiя 𝒰 (𝜇) визначається за допомо-
гою спiввiдношення

𝒰 (𝜇) = −
(︂
𝜕

𝜕𝛽
ln𝒵(𝜇)

)︂
𝑧,𝑉

. (21)

Використовуючи звичайну 𝛽-похiдну, ми отриму-
ємо такий вираз для 𝜇-деформованої внутрiшньої
енергiї:

− 𝜕

𝜕𝛽

(︂
𝑉

𝜆3
𝑇

𝑔
(𝜇)
5/2 + 𝑔

(𝜇)
1

)︂
𝑧,𝑉

⇒ 𝒰 (𝜇) = −𝜇̃𝒩 (𝜇). (22)

Тодi рiвняння стану має вигляд

(𝑃𝑉 )𝜇
𝑘B𝑇

= ln𝒵(𝜇) =
𝑉

𝜆3
𝑇

𝑔
(𝜇)
5/2(𝑧) + 𝑔

(𝜇)
1 (𝑧). (23)

Вiльна енергiя Гельмгольца моделi має вигляд

ℋ(𝜇) = 𝜇̃𝒩 (𝜇) − (𝑃𝑉 )𝜇. (24)

Вираз для 𝜇-деформованої ентропiї можна отри-
мати зi спiввiдношення 𝒮(𝜇) = 1

𝑇U

(︀
𝒰 (𝜇) −ℋ(𝜇)

)︀
, де

𝑇U розглядається як температура Унру [55], що
дає

𝒮(𝜇) =
1

𝑇U

(︂
−2𝜇̃

𝑉

𝜆3
𝑇

𝑔
(𝜇)
3/2(𝑧)− 2𝜇̃𝑔

(𝜇)
0 (𝑧) + 𝐸

𝑉

𝜆3
𝑇

×

× 𝑔
(𝜇)
5/2(𝑧) + 𝐸𝑔

(𝜇)
1 (𝑧)

)︂
. (25)

У 𝜇-деформованому розширеннi iндукованої гра-
вiтацiї Верлiнде ми iдентифiкуємо 𝐸 = 𝑘B𝑇 , а не
1
2𝑘B𝑇 , припускаючи, що кожен 𝜇-бозон кодує два
фундаментальнi бiти iнформацiї. Фiзично 𝜇-бозо-
ни можна розглядати як композитнi бозе-подiбнi
частинки, побудованi з корельованих або заплута-
них пар елементарних складових (фермi- [12–16]
або бозе-типу). Отже, кожен 𝜇-бозон несе вдвiчi

бiльшу енергiю, нiж один бiт у стандартному рiв-
номiрному розподiлi енергiї, що приводить до пов-
ної енергiї 𝐸 = 𝑁𝑘B𝑇 та зберiгає термодинамi-
чну узгодженiсть, коли 𝜇-деформацiя змiнює спiв-
вiдношення ентропiя-енергiя разом з виникаючим
гравiтацiйним зв’язком. Явно переписуючи вираз
для теплової довжини хвилi та хiмiчного потенцi-
алу через 𝐸 = 𝑘B𝑇 ,

𝜆3
𝑇 =

(︂
2𝜋~2

𝑚𝐸

)︂3/2
,

𝜇̃

𝐸
= ln 𝑧, (26)

отримуємо загальний вираз для 𝜇-деформованої
ентропiї як функцiї 𝐸:

𝒮(𝜇) =
1

𝑇𝑈

(︂
−2𝑉

(︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁3/2

𝑔
(𝜇)
3/2(𝑧)𝐸

5/2 ln 𝑧 − 2𝐸×

× 𝑔
(𝜇)
0 (𝑧) ln 𝑧 + 𝑉

(︁ 𝑚

2𝜋~2
)︁3/2

𝑔
(𝜇)
5/2(𝑧)𝐸

5/2 + 𝐸𝑔
(𝜇)
1 (𝑧)

)︂
.

(27)

Вiн має принципове значення для подальшого
розгляду.

2.2. Виведення 𝜇-деформованих
рiвнянь Айнштайна з використанням
пiдходу Верлiнде

В рамках адаптованого пiдходу Верлiнде до ентро-
пiчної гравiтацiї система наближається до стати-
стичної рiвноваги, якщо ентропiчна сила, що ви-
никає внаслiдок змiн ентропiї, збалансовується си-
лами, що сприяють збiльшенню ентропiї. Вiдповiд-
но, формулювання передбачає, що саму гравiтацiю
можна розумiти як iндуковану силу, що виникає
внаслiдок ентропiйної динамiки базових мiкроско-
пiчних ступенiв свободи, а не як фундаментальну
взаємодiю. У рiвновазi загальна ентропiя 𝒮 систе-
ми досягає екстремального значення i залишається
сталою. Це є прямим наслiдком другого закону
термодинамiки, який стверджує, що ентропiя має
тенденцiю зростати, доки не буде досягнуто макси-
муму за заданих обмежень. Надалi вважатимемо,
що ентропiя 𝒮(𝜇)(𝐸, 𝑥𝜈) задовольняє умову

𝑑

𝑑𝑥𝜈
𝒮(𝜇)(𝐸, 𝑥𝜈) = 0. (28)

З точки зору Верлiнде, рiвновага системи є не ли-
ше умовою балансу сил, а й вiдображенням глиб-
шої термодинамiчної природи гравiтацiї,

𝜕𝒮(𝜇)

𝜕𝐸

𝜕𝐸

𝜕𝑥𝜈
+

𝜕𝒮(𝜇)

𝜕𝑥𝜈
= 0, (29)
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де компоненти

𝜕𝐸

𝜕𝑥𝜈
= −ℱ𝜈 ,

𝜕𝒮
𝜕𝑥𝜈

= ∇𝜈𝒮 (30)

представляють градiєнт енергiї та ентропiйну силу
вiдповiдно.

Для похiдної 𝒮(𝜇) маємо

𝜕𝒮(𝜇)

𝜕𝐸
=

1

𝑇𝑈

(︂
5𝑉

2
𝑔
(𝜇)
5/2(𝑧)

(︂
𝑚𝐸

2𝜋~2

)︂3/2
− 5𝑉 𝑔

(𝜇)
3/2(𝑧)×

×
(︂
𝑚𝐸

2𝜋~2

)︂3/2
ln 𝑧 + 𝑔

(𝜇)
1 (𝑧)− 2𝑔

(𝜇)
0 (𝑧) ln 𝑧

)︂
. (31)

Для спрощення скористаємося позначеннями

𝐺1(𝜇; 𝑧) =
5

2

𝑉

𝜆3
𝑇

(︁
𝑔
(𝜇)
5/2(𝑧)− 2 ln 𝑧𝑔

(𝜇)
3/2(𝑧)

)︁
, (32)

𝐺2(𝜇; 𝑧) = 𝑔
(𝜇)
1 (𝑧)− 2𝑔

(𝜇)
0 (𝑧) ln 𝑧. (33)

Тодi формула для похiдної набуває вигляду

𝜕𝒮(𝜇)

𝜕𝐸
=

1

𝑇U

(︁
𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧)

)︁
. (34)

Пiдставляючи формули (34) та (30) у рiвнян-
ня (29), отримуємо спiввiдношення

(𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧))ℱ𝜈 = 𝑇U∇𝜈𝒮. (35)

Тут ентропiйна сила ℱ𝜈 = −𝑚𝑒𝜙∇𝜈𝜙, де

𝜙 =
1

2
log(−𝜉𝜈𝜉𝜈) (36)

є ЗТВ узагальненням потенцiалу Ньютона. Змiна
ентропiї через голографiчний екран, що виникає
внаслiдок змiщення частинки (бiта) на одну тепло-
ву довжину хвилi 𝜆𝑇 вздовж деякого нормального
до екрана напрямку n, що визначається компонен-
тами 𝑛𝜈(𝜈 = 0, 1, 2, 3), має вигляд

∇𝜈𝒮 = −2𝜋
𝑚

~
𝑛𝜈 . (37)

У рамках моделi iндукованої гравiтацiї Верлiнде
виведення рiвнянь гравiтацiйного поля Айнштай-
на формулюється в термодинамiчних термiнах з
використанням голографiчного принципу, ефекту
Унру та поверхневої ентропiї Бекенштейна; всi з
них можна природним чином iнтерпретувати в

рамках вiдповiдностi AdS/CFT. Отже, спостерiга-
ча, що прискорюється, можна розглядати як сут-
тєво пов’язаного з основою iндукованої гравiтацiї,
оскiльки температура Унру, що сприймається та-
ким спостерiгачем, являє собою макроскопiчний
прояв тих самих базових мiкроскопiчних ступе-
нiв свободи, колективна динамiка яких породжує
iндуковане гравiтацiйне поле. Тодi, прирiвнюючи
термодинамiчну температуру до температури Ун-
ру, ми отримуємо спiввiдношення, яке мiстить 𝜇-
деформовану температуру у виглядi

𝑇U = (𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧))𝑒
𝜙∇𝜈𝜙

~
2𝜋

𝑛𝜈 . (38)

Якщо екран розташований на замкнутiй поверхнi
𝒮 при “постiйному червоному змiщеннi”, масу Ко-
мара можна записати таким чином:

ℳ =
1

2

∫︁
𝒮

𝑇U𝑑𝒩 . (39)

Згiдно з iдеєю Бекенштейна [32], нескiнченно малу
змiну кiлькостi бiтiв можна записати у виглядi

𝑑𝒩 =
𝑑𝒜
𝐺~

. (40)

Використовуючи рiвняння (40) та (38) у рiвняннi
(39), отримуємо загальну масу

ℳ =
1

4𝜋𝐺

∫︁
𝒮

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)𝑒
𝜙∇𝜈𝜙𝑛𝜈 𝑑𝒜, (41)

де

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧) ≡ 𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧). (42)

Далi, з теореми Стокса, рiвняння Кiллiнга та спiв-
вiдношення ∇𝜈∇𝜈𝜉𝜇 = −ℛ𝜇

𝜈 𝜉
𝜈 , ми отримуємо ба-

жану повну масу, залежну вiд 𝜇, у формi

ℳ =
1

4𝜋𝐺

∫︁
𝑉

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)𝑛
𝜈𝜉𝜇 ℛ𝜇𝜈 𝑑𝑉. (43)

З iншого боку, iснує альтернативний вираз для ма-
си Комара через тензор енергiї-iмпульсу,

ℳ = 2

∫︁
𝑉

(︂
𝒯𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝒯 +

Λ

8𝜋𝐺
𝑔𝜇𝜈

)︂
𝑛𝜈𝜉𝜇 𝑑𝑉. (44)

У цiй схемi 𝜇-деформована маса вiдноситься до
термодинамiчної енергiї 𝜇-бозе-газу, розподiлено-
го по голографiчному об’єму. Маса Комара, нав-
паки, є 𝜇-деформованою iндукованою гравiтацiй-
ною величиною, що вiдображає ефекти деформацiї
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вiд базової термодинамiчної системи через вiдпо-
вiднiсть AdS/CFT. Тодi з рiвнянь (44) та (43), ми
робимо висновок про те, що

2

∫︁
𝑉

(︂
𝒯𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝒯 +

Λ

8𝜋𝐺
𝑔𝜇𝜈

)︂
𝑛𝜈𝜉𝜇 𝑑𝑉 =

=
𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)

4𝜋𝐺

∫︁
𝑉

ℛ𝜇𝜈𝑛
𝜈𝜉𝜇 𝑑𝑉. (45)

Звiдси ми отримуємо 𝜇-деформованi рiвняння
Айнштайна, якi описують 𝜇-iндуковану гравiта-
цiю, що дiє на деформованi поля матерiї,

2

(︂
𝒯𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝒯 +

Λ

8𝜋𝐺
𝑔𝜇𝜈

)︂
=

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)

4𝜋𝐺
ℛ𝜇𝜈 . (46)

Нарештi, беручи слiд рiвняння (46), ми приходи-
мо до бажаного 𝜇-деформованого рiвняння Айн-
штайна

ℛ𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈ℛ+

Λ

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)
𝑔𝜇𝜈 =

8𝜋𝐺

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧)
𝒯𝜇𝜈 . (47)

Як видно, у цьому рiвняннi з’явилася модифiко-
вана (або ефективна Λeff ≡ Λ

𝒢𝑉 (𝜇;𝑧) ) космологiчна
стала (EКС), а також модифiкована гравiтацiйна
стала.

У деформованому (𝜇 > 0) i недеформованому
(𝜇 = 0) випадках, ЕКС разом з гравiтацiйною ста-
лою (ГC) у результуючих 𝜇-деформованих рiвня-
ннях Айнштайна залежать вiд змiнної леткостi 𝑧
базової iндукуючої системи. Природним шляхом
позбутися 𝑧 є фiксацiя 𝑧, наприклад, 𝑧 = 1 або де-
яке значення, дуже близьке до 1. Це означає, що
ми матимемо справу з бозе-подiбним конденсатом.
Тепер ключовим моментом є те, що випадок 𝜇 = 0
(тобто стандартного бозе-газу) при фiксованому
𝑧 = 1 приводить до зникнення CC та ГC, що яв-
но нефiзично. Таким чином, стандартний бозе-газ
не може служити базовою (або iндукуючою) систе-
мою, тодi як (𝜇-)деформоване розширення матиме
принципове значення, як це буде видно з подаль-
шого розгляду.

3. Аналiз ефективної космологiчної сталої

Тут ми вивчатимемо поведiнку ефективної космо-
логiчної сталої та побудуємо iлюстративнi гра-
фiки для величини 𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧) ≡ 𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧).

Функцiї 𝐺1(𝜇; 𝑧) та 𝐺2(𝜇; 𝑧), визначенi рiвнян-
нями (32) та (33), мiстять повiльно збiжнi 𝜇-
полiлогарифмiчнi ряди (див., наприклад, [11]
стосовно їх визначення та деяких застосувань)
𝑔
(𝜇)
𝑠 (𝑧) =

∑︀∞
𝑛=1(1 + 𝜇𝑛)−1 𝑧𝑛

𝑛𝑠 , де 𝑠 = 0, 1, 3
2 та 5

2 . З
огляду на нетривiальнiсть обчислень ряду 𝑔

(𝜇)
𝑠 (𝑧)

при 𝑧 близьких до 1 та малих 𝜇, ми застосува-
ли наближення сум Рiмана до вiдповiдних членiв
у 𝐺2(𝜇; 𝑧), див. нижче, а також формулу Ейлера–
Маклорена [60] при розглядi 𝐺1(𝜇; 𝑧). Крiм того,
ми використовуємо розклад полiлогарифма Li𝑠(𝑧)
в ряд по (ln 𝑧)𝑛,

Li𝑠(𝑧) = Γ(1− 𝑠)

(︂
ln

1

𝑧

)︂𝑠−1

+

∞∑︁
𝑛=0

𝜁(𝑠− 𝑛)
(ln 𝑧)𝑛

𝑛!
,

𝑠 ̸= 1, 2, 3, ..., | ln 𝑧| < 2𝜋, 𝑛 = 1, 2, ...,

(48)

а також його аналог при цiлочисельному значеннi
𝑠; див., наприклад, [58] або [60, 61].

3.1. Функцiя 𝐺1(𝜇; 𝑧)

Введемо допомiжне позначення Ξ𝑇 ≡ 𝑉
𝜆3
𝑇

. Перехо-
дячи вiд активностi 𝑧 = 𝑒𝛽𝜇̃ до нової редукованої
змiнної
𝜆 = 𝜆(𝑧, 𝜇) = − 1

𝜇
ln 𝑧 ≈ 1− 𝑧

𝜇
, (49)

для 𝑧 близьких до 1 ми отримуємо бажане набли-
ження “малих 𝜇 ”,

𝐺1(𝜇; 𝑧) =
5

2
Ξ𝑇

{︂
𝜁

(︂
5

2

)︂
+ 𝜁

(︂
3

2

)︂
(𝜆− 1)𝜇−

− 2
√
𝜋

[︂(︂
4

3
𝜆− 1

)︂
𝜆

1
2 + (2𝜆− 1) Merfc(

√
𝜆)

]︂
𝜇

3
2 −

− 1

2
𝜁

(︂
1

2

)︂
(3𝜆− 2)𝜆𝜇2 +

1

3!
𝜁

(︂
−1

2

)︂
(5𝜆− 3)𝜆2𝜇3

}︂
+

+𝜆
′
𝑂
(︀
𝜇2𝜆′2)︀, (50)

де 𝜇 → 0, 𝜆 ≪ 2𝜋
𝜇 , 𝜆′ ≡ 𝜆+ 1, 𝜁(𝑥) – дзета-функцiя

Рiмана, а вiдношення Мiллса Merfc(𝑥) для допов-
нювальної функцiї помилок

erfc(𝑥) ≡ 1− erf(𝑥) ≡ 2√
𝜋

∞∫︁
𝑥

𝑒−𝑡2𝑑𝑡 (51)

визначається виразом [60, 61]

Merfc(𝑥) =

∫︀∞
𝑥

𝑒−𝑡2𝑑𝑡

𝑒−𝑥2 ≡
√
𝜋

2
𝑒𝑥

2

erfc(𝑥), (52)
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Вихiдна змiнна активностi 𝑧 обчислюється за фор-
мулою

𝑧 = 𝑧(𝜆, 𝜇) = 𝑒−𝜇𝜆. (53)

Щоб дослiдити поведiнку доданка 𝐺1(𝜇; 𝑧) та су-
ми 𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧), ми покладаємо Ξ𝑇 = 1, якщо не зазна-
чено протилежне. Для зручностi та як пiдтвердже-
ння неперервної чи розбiжної поведiнки при 𝑧 → 1,
ми також наводимо явнi вирази для 𝐺1,2(𝜇; 𝑧) при
𝜇 = 0 через 𝜆̃ ≡ − ln(𝑧), | ln 𝑧| < 2𝜋:

𝐺1(0; 𝑧) =
5

2

(︂
𝜁

(︂
5

2

)︂
+ 𝜁

(︂
3

2

)︂
𝜆̃− 8

3

√
𝜋 𝜆̃3/2 − 1

2
𝜆̃2 ×

×
∞∑︁
𝑟=0

(−1)

[︀
𝑟+1
2

]︀
𝜁
(︀
𝑟 + 1/2

)︀
𝑟 + 1/2

(2𝑟 + 3)!!

(𝑟 + 2)!

(︂
− 𝜆̃

4𝜋

)︂𝑟)︂
, (54)

де [ 𝑟+1
2 ] позначає найбiльше цiле число, що не пе-

ревищує 𝑟+1
2 , а 𝑛!! = 𝑛(𝑛 − 2)(𝑛 − 4) · ... – подвiй-

ний факторiал. Зауважимо, що, як видно з формул
(50) та (54), поблизу 𝑧 = 1, де функцiя 𝐺2(0; 𝑧)
логарифмiчно розходиться, вплив вiд 𝐺1(𝜇; 𝑧) ≈
≈ 𝐺1(0; 1) = 5

2𝜁(
5
2 ) при малих 𝜇 є скiнченним

(пропорцiйним Ξ𝑇 ). Точнiсть наближеної формули
(50) та розкладу (54) у порiвняннi з числовими об-
численнями безпосередньо з визначень продемон-
стрована на рис. 1, 𝑎.

3.2. Функцiя 𝐺2(𝜇; 𝑧)

Зауважимо, що саме функцiя 𝐺2 робить набагато
бiльший внесок у суму, якщо 1−𝛿 < 𝑧 < 1 та 𝜇 → 0.
Щоб вивести аналогiчну наближену формулу для
𝐺2, ми спочатку застосовуємо наближення цiлочи-
сельного 𝜇−1 (що є доцiльним через малiсть 𝜇), яке
має вигляд

𝑔
(𝜇)
0 (𝑧) = 𝜇−1𝑒𝜆(𝑧,𝜇)

(︃
Li1(𝑧)−

𝑀∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛

)︃
−𝑂(1), (55)

𝑔
(𝜇)
1 (𝑧) = Li1(𝑧)− 𝜇 𝑔

(𝜇)
0 (𝑧), (56)

для довiльного неперервного 0 < 𝜇 < 1, з цiлою ча-
стиною 𝑀 ≡ [𝜇−1] оберненого до нього. Тодi, щоб
явно (але наближено) обчислити суму

∑︀𝑀
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛 , ми
застосуємо квадратурну формулу прямокутникiв,
а саме

𝑀∑︁
𝑛=1

1− 𝑧𝑛

𝑛
=

(𝑀+1/2)𝜇∫︁
𝜇/2

1− 𝑒−𝜆𝑥

𝑥
𝑑𝑥 − 𝑂𝜆(𝜇

2) =

a

b

c
Рис. 1. Залежностi 𝐺1(𝑧) (𝑎). Суцiльнi кривi 1 та 3 пока-
зують результат числових розрахункiв на основi пiдсумо-
вування визначальних 𝑧𝑛-рядiв для 𝜇 = 0, 05 та 0 вiдпо-
вiдно. Штрихова крива 2 та пунктирна крива 4 отриманi
за допомогою 𝜇3-апроксимацiї (50) та розкладу в ряд (54)
по (ln 𝑧)𝑛 для 𝜇 = 0,05 та 0 вiдповiдно. Залежнiсть рiзницi
𝐺2 − ln 1

𝜇
вiд −𝜆 =

ln(𝑧)
𝜇

(𝑏). Розходження мiж апрокси-
мацiєю та числовою оцiнкою для 𝐺2 (𝑐). Пунктирна крива
вiдповiдає лiнiйному по 𝜇 наближенню, див. (59) та примi-
тку 1, тодi як суцiльна крива обчислюється за допомогою
ряду пiдсумовування. В обох випадках 𝜇 = 0,001
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= Ein

(︂
𝜆+

1

2
𝜇𝜆

)︂
−Ein

(︂
1

2
𝜇𝜆

)︂
−2𝑂

(︂
𝜇+

𝜇2𝜆3

72

)︂
(57)

з модифiкованою iнтегральною показниковою
функцiєю [59, 60]

Ein(𝑥) =

𝑥∫︁
0

1− 𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡. (58)

Пiсля деяких перетворень отримуємо 1

𝐺2(𝜇; 𝑧) = ln

(︂
1

𝜇

)︂
+
[︀
(2𝜆− 1) 𝑒𝜆 𝐸1(𝜆)− ln(𝜆)

]︀
+

+ 𝑒𝜆+2

(︂
𝑂(𝜇) +

[︂
12 +

(︂
𝛿𝑧

𝜇

)︂2]︂
𝑂(𝛿𝑧)

)︂
, (59)

де 𝜇 → +0, 𝛿𝑧 ≡ 1− 𝑧 → +0,

𝜆 ≡ 𝜆(𝑧, 𝜇) =
| ln 𝑧|
𝜇

=
𝛿𝑧

𝜇

(︂
1 +

𝛿𝑧

2
+ ...

)︂
, (60)

а 𝐸1(𝜆) – iнтегральна показникова функцiя [59,60]

𝐸1(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡, | arg(𝑥)| < 𝜋. (61)

Оскiльки для надзвичайно малих (але додатних)
значень 𝜇 функцiї 𝐺1(𝜇; 𝑧) ≈ const, то коли 𝑧
близьке до 1, переважна поведiнка суми 𝐺1(𝜇; 𝑧)+
+𝐺2(𝜇; 𝑧) визначається першими значущими чле-
нами 𝐺2. Вiдповiдна залежнiсть вiд 𝜆 показана
на рис. 1, 𝑏. Справедливiсть апроксимацiї (59) в
околi 𝑧 = 1 продемонстрована на рис. 1, 𝑐.

Умову екстремуму для 𝜆,

(1 + 2𝜆)𝐸1(𝜆) = 2𝑒−𝜆 (62)

можна розв’язувати аналiтично або чисельно. Пер-
ший метод використовує вiдомий розклад 𝐸1(𝜆) у
степеневий ряд (див., наприклад, [59])

𝐸1(𝜆) = −𝛾 − ln(𝜆)−
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛𝜆𝑛

𝑛𝑛!
, (63)

1 Бiльш детальнi розрахунки на основi обернено-цiлочи-
сельного представлення для 𝜇 дає формулу з лiнiйною за
𝜇 поправкою: 𝐺2(𝜇; 𝑧) = ln 1

𝜇
+
[︀
(2𝜆−1) 𝑒𝜆 𝐸1(𝜆)−ln(𝜆)

]︀
−

− 1
2
(𝜆− 1)𝜇+ 𝑒𝜆𝑂(𝜇2𝜆′4).

по малому 𝜆, де 𝛾 = 0,577215... – стала Ейлера, i
для 𝑛 ≤ 2 приводить до квадратного рiвняння

7,25𝜆2 −
(︀
1 + 4 ln 2− 2𝛾

)︀
𝜆+

(︀
1 + 𝛾 − 2 ln 2

)︀
= 0

з 𝜆 ≈ 0,2597... . Другий метод забезпечує точнiший
розв’язок 𝜆 = 𝜆(0) = 0,2589..., знайдений за до-
помогою пакета Wolfram Mathematica. Вiдповiдна
активнiсть дорiвнює 𝑧0 ≈ 1 − 0,26𝜇, а вiдповiдне
максимальне значення 𝐺2(𝜇; 𝑧) безпосередньо ви-
пливає з формули (59):

𝐺̄2 = ln

(︂
1

𝜇

)︂
+ lim

𝜇→0

[︂
𝐺2

(︁
𝜇, 𝑧(𝜆(0), 𝜇)

)︁
− ln

(︂
1

𝜇

)︂]︂
=

= 0,7159 ...+ ln

(︂
1

𝜇

)︂
. (64)

Зауваження. З визначення (49) параметра 𝜆 =
= 𝜆(𝑧, 𝜇) та вiдомого визначення активностi 𝑧 =
= 𝑒𝛽𝜇̃ ми безпосередньо отримуємо зв’язок мiж
хiмiчним потенцiалом 𝜇̃ та параметром дефор-
мацiї 𝜇:

𝜇̃ ≡ 𝛽−1 ln 𝑧 = −𝜇
𝜆(𝑧, 𝜇)

𝛽
. (65)

Отже, у даному випадку, коли 𝐺2(𝜇; 𝑧) бiльше вiд
𝐺1(𝜇; 𝑧) поблизу 𝑧 = 1, ми оцiнюємо хiмiчний
потенцiал у точцi максимуму суми 𝐺1 + 𝐺2, де
𝜆(𝑧0, 𝜇) ≡ 𝜆(0), за формулою

𝜇̃0 = −𝜆(0)𝜇𝑘B𝑇 ≈ −0,26𝜇× 𝑘B𝑇, (66)

при цьому 𝜇 має достатньо мале значення.
Явний вираз для 𝐺2(𝜇; 𝑧) при 𝜇 = 0 та | ln 𝑧| < 2𝜋

має вигляд

𝐺2(0; 𝑧) = − ln |ln 𝑧|+ 2− 1

2
𝜆̃+

1

6
𝜆̃2 1𝐹1(2; 4;−𝜆̃)

1𝐹1(1; 2;−𝜆̃)
−

−
∞∑︁

𝑚=2

𝐵𝑚
𝜆̃𝑚

𝑚𝑚!
, 𝜆̃ ≡ − ln(𝑧). (67)

Тут 1𝐹1(...) — гiпергеометрична функцiя Куммера,
а 𝐵𝑚 — числа Бернуллi; див., наприклад, [59] для
їх визначення.

3.3. Сума 𝐺1 + 𝐺2

при 𝑧 близькому до одиницi

Вiдмiтимо певну “унiверсальнiсть” у залежностi
суми 𝐺1(𝜇; 𝑧) + 𝐺2(𝜇; 𝑧) вiд 𝑧: в околi 𝑧 = 1 при
малих 𝜇 вона проявляється саме через комбiнова-
ну змiнну 𝜆(𝑧, 𝜇), як видно з виразiв (50) та (59).
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Використовуючи цей факт та наведенi вище на-
ближення для 𝐺1(𝜇; 𝑧) та 𝐺2(𝜇; 𝑧), ми встановимо
такий факт.

Твердження. Вузький, випуклий догори ма-
ксимум 𝒢𝑉 (𝜇) iснує при як завгодно малих 𝜇,
0 < 𝜇 < 𝛿, i неперервно прямує до нескiнченностi
(+∞), коли 𝜇 прямує до нуля, 𝜇 → +0. Водночас
вiдповiдна активнiсть, що визначається як

𝑧0 ≃ 1− 𝜇𝜆(0) ≈ 1− 𝜇

4
, (68)

неперервно прямує злiва до одиницi (𝛿𝑧0 ≡ 1−
− 𝑧0 ≃ 𝜇

4 → +0). Висота максимуму при малих
𝜇 задається з похибкою “порядку 𝜇” за формулою

𝒢𝑉 (𝜇) ≈ 0,7159...+
5

2
𝜁

(︂
5

2

)︂
Ξ𝑇 + ln

(︂
1

𝜇

)︂
(69)

та логарифмiчно зростає зi збiльшенням 1
𝜇 .

Наслiдок. Взявши вираз для космологiчної ста-
лої, що входить до 𝜇-деформованого рiвняння
Айнштайна (47), у виглядi

Λ𝜇 = Λeff(𝜇; 𝑧) =
1

𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧)
𝑙−2
P , (70)

де 𝑙P – планкiвська довжина, знаходимо вiдповiдне
значення 𝜇 = 𝜇* параметра деформацiї, яке вiдпо-
вiдає вiдомому на цей час значенню космологiчної
сталої

Λex = 3

(︂
𝐻0

𝑐

)︂2
ΩΛ = 1,466 · 10−52𝑚−2 =

= 3,827 · 10−123⏟  ⏞  
Λ

(P)
ex

𝑙−2
P , (71)

де iндекс “ex” означає “спостережуваний”. З огляду
на надзвичайну малiсть Λ

(P)
ex , ми очiкуємо досяг-

ти належного значення (71) ефективної космоло-
гiчної сталої (70) у точцi мiнiмуму на кривiй Λ𝜇(𝑧).
Отже, щоб отримати це “правильне” значення для
Λ𝜇, ми покладемо

Λ𝜇(𝑧0) =
1

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧0)
𝑙−2
P = Λ(P)

ex 𝑙−2
P .

що еквiвалентно, див. (69), рiвностi

𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧0) ≈ 0,72 +
5

2
𝜁

(︂
5

2

)︂
+ ln

(︂
1

𝜇

)︂
𝜇=𝜇*

=
1

Λ
(P)
ex

.(72)

Це дає вiдповiдне значення параметра деформа-
цiї 𝜇*, яке забезпечує iснування наведеного вище
значення (71) в екстремумi,

𝜇* ≈ 𝑒−1/Λ(P)
ex +0,72+5/2 𝜁(5/2) ∼ 𝑒−2,61·10122. (73)

Фактично, екстремум при 𝑧 = 𝑧0 настiльки близь-
кий до точки 𝑧 = 1 на кривiй 𝜇 = 𝜇*, що несут-
тєво, яке значення активностi береться з iнтерва-
лу [𝑧0, 1], що приводить до майже рiвних значень
Λeff(𝜇; 𝑧) ≈ Λex з дуже високою точнiстю 2. Актив-
нiсть 𝑧0 для цього екстремуму випливає з вира-
зу (59):

𝑧0 = 𝑒−𝜇𝜆(0)

≈ 1− 𝜆(0)𝜇, (74)

що для кривої апроксимацiї (𝜇 = 𝜇*) дає чисельно

1− 𝑧0 ≈ 𝜆(0) · 𝜇* ∼ exp
(︀
−2,61 · 10122

)︀
. (75)

Вiдповiдний хiмiчний потенцiал 𝜇̃ випливає з фор-
мули (66):

𝜇̃0 = −𝜆(0)𝜇 ·𝑘B𝑇
⃒⃒
𝜇=𝜇*∼ − exp

(︀
−2,61 · 10122

)︀
·𝑘B𝑇.

(76)
Крiм того, з (75) та (76) ми бачимо, що

1− 𝑧0 ≈ − 𝜇̃0

𝑘B𝑇
. (77)

Зауваження. Оцiнимо вiдношення 𝐺2(𝜇;𝑧)
𝐺1(𝜇;𝑧)

для
значення параметра деформацiї 𝜇 = 𝜇* у деякому
𝜀𝜇-околi максимуму. Тобто, маємо (𝜆(0) − 𝜀)𝜇* <
< 1− 𝑧 < (𝜆(0) + 𝜀)𝜇*. Крiм того, припустимо, що
𝜀 < 1/8. Тодi, роблячи типовi оцiнки, отримуємо

𝐺1(𝜇
*; 𝑧) =

=
5

2

{︂
𝜁

(︂
5

2

)︂
−𝜁

(︂
3

2

)︂
(1−𝜆(0)+𝜀)𝑂(𝜇*)+2𝜋𝑂(𝜇*3/2)

}︂
,

𝐺2(𝜇
*; 𝑧) = 𝐺2(𝜇

*; 𝑧0)± 18𝑂(𝜀) + 12𝑒3𝑂(𝜇*),

2 Використовуючи рiвняння (50) та (59), зауважимо, що
величина 𝒢𝑉 (𝜇*; 𝑧), обчислена при 𝑧 = 1, менша,
нiж 𝒢𝑉 (𝜇*; 𝑧0) ∼ 10122 в екстремумi лише на величину
Δ𝒢𝑉 (𝜇*) ≈ 0, 7159...− 𝛾 ≈ 0,14 ≪ 10122. Отже, завдя-
ки (70), ефективна космологiчна стала залишається май-
же незмiнною.
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Рис. 2. Поведiнка суми 𝐺1(𝜇; 𝑧) + 𝐺2(𝜇; 𝑧) у всьому дiа-
пазонi параметра 𝑧 (суцiльнi кривi 1–4 ) та вiдповiднi на-
ближення малого 𝜇, що базується на виразах (50) та (59)
(пунктирнi кривi 5–7 ) для рiзних 𝜇: 𝜇 = 0 (крива 1 ); 0,001
(кривi 2 та 5 ); 0,01 (кривi 3 та 6 ) та 0,1 (кривi 4 та 7 )

де 𝜁
(︀
3
2

)︀
= 2,61238 ..., 𝜁

(︀
5
2

)︀
= 1,34149... . Оцiнюючи

їх вiдношення в заданому околi,

𝐺2(𝜇
*; 𝑧)

𝐺1(𝜇*; 𝑧)
=

2

5
𝜁−1

(︂
5

2

)︂{︂
𝐺̄2 ± 18𝑂(𝜀) + 𝜁

(︂
3

2

)︂
×

× 2.05×

𝑂(𝜇*1/2)⏞  ⏟  
𝐺̄2𝑒

−𝐺̄2𝑂(1)

}︂
≈ 2

5
𝜁−1

(︂
5

2

)︂
𝐺̄2 ±

± 8𝑂(𝜀) = 7.79× 10121 ± 1 ≫ 1, (78)

ми пiдтверджуємо 3 згадану можливiсть знехтува-
ти 𝐺1(𝜇; 𝑧) при Ξ𝑇 ∼ 1.

Продемонструємо наш розгляд 𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧) за до-
помогою кiлькох iлюстративних графiкiв, особли-
во для надзвичайно малих 𝜇. Типовi залежностi
𝐺1(𝜇; 𝑧)+𝐺2(𝜇; 𝑧) вiд 𝑧 для кiлькох значень 𝜇 пока-
занi на рис. 2. Крiм того, для порiвняння наведено
поведiнку наближення малого 𝜇 за межами областi
його справедливостi (тобто далеко вiд |ln 𝑧| ≪ 1).
Хiд залежностей у рамцi на рис. 2, тобто при зна-
чно менших 𝜇, коли 𝑧 наближається до одиницi,
продемонстровано на рис. 3, 𝑎 та 3, 𝑏 у збiльшено-
му масштабi.

Таким чином, справжнiй деформований випа-
док з 𝜇 > 0, на вiдмiну вiд випадку 𝜇 = 0 (чистий
бозе-газ), може привести до реалiстичного значе-
ння КC завдяки наявностi (надзвичайно малого)

3 Строго кажучи, нам також потрiбно порiвняти i приро-
сти. Прирiст 𝐺2(𝜇; 𝑧) в 𝜇-околi 𝑧 = 1 має порядок 1, тодi
як 𝐺1(𝜇; 𝑧) ≈ const з точнiстю 𝑂(𝜇). Отже, це не повинно
викликати помiтного зсуву 𝑧0.

a

b
Рис. 3. Залежностi суми 𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧) вiд 𝛿𝑧 ≡ 𝑧 − 1

нормованi на найбiльше значення 𝜇4 = 10−120 поблизу
𝑧 = 1 (𝑎). Залежностi 𝐺1(𝜇; 𝑧) +𝐺2(𝜇; 𝑧) вiд 𝛿𝑧, змiщенi на
|ln (𝜇0)| ≈ 2,30 · 109, для надзвичайно малого 𝜇-масштабу,
заданого величиною 𝜇0 = 10−109 , однак, з фокусом на поло-
женнi екстремуму (𝑏). Цей рисунок схематично вiдповiдає
рамцi на панелi (𝑎)
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мiнiмуму КC при певному значеннi 𝑧0 дуже близь-
кому до 1, або завдяки його скiнченному ненульо-
вому (дуже близькому до мiнiмуму) значенню, ко-
ли ми точно покладаємо 𝑧 = 1.

4. Обговорення та висновки

У цiй статтi ми вивели 𝜇-деформоване розшире-
ння рiвнянь поля Айнштайна (гравiтацiйного) та
детально дослiдили залежнiсть його члена, який
включає ефективну (тобто 𝜇-залежну) космологi-
чну сталу як функцiю параметра деформацiї 𝜇 та
леткостi 𝑧. Фактично, ми показали, що, змiнюю-
чи параметр деформацiї 𝜇 до надзвичайно малих
значень, можна знайти вiдповiдне значення 𝜇*, яке
дозволяє досягти “реалiстичного значення” макси-
муму функцiї 𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧) ≡ 𝐺1(𝑧, 𝜇) + 𝐺2(𝑧, 𝜇), що
(через свою обернену функцiю) забезпечує необхi-
дне спостережуване значення Λ/𝒢𝑉 (𝜇

*; 𝑧0) ≈ 3,8×
× 10−123𝑙−2

P ефективної космологiчної констан-
ти Λ/𝒢𝑉 (𝜇; 𝑧). Слiд пiдкреслити деякi важливi
моменти.

Перш за все, ми наголошуємо на самому фактi
iснування екстремуму ЕКС в рамках пiдходу, за-
снованого на 𝜇-деформованiй моделi бозе-газу, для
реалiзацiї iндукованої гравiтацiї. Це явно вiдрiзня-
ється вiд використання звичайної (недеформова-
ної) моделi бозе-газу. Дiйсно, в останнiй немає екс-
тремуму у вiдповiднiй комбiнацiї Λ/𝒢𝑉 (0; 𝑧0) зви-
чайних полiлогарифмiв з 𝜇 = 0, коли 𝑧 → 1, i тому
немає способу отримати вiдмiнне вiд нуля значен-
ня КС.

По-друге, аналiзуючи поведiнку ЕКС, ми без
особливих обґрунтувань прийняли значення вiд-
ношення 𝑉/𝜆3

𝑇 = 1. Це значення є добре вiдомим
маркером, що вказує на iснування справдi кванто-
вих ефектiв [62], а також стосується бозе-подiбного
конденсату. Розглянувши це питання детальнiше,
ми несподiвано приходимо до двох рiзних можли-
вих ситуацiй (та iнтерпретацiї) системи, яка ле-
жить в основi iндукованої (ентропiйної) гравiтацiї.
Цi два випадки iндукуючої системи вiдповiдають
принципово рiзним масштабам, а саме (A) масшта-
бу (розмiру) карликових галактик та (Б) масштабу
спостережуваного Всесвiту.

(A) У цьому випадку спiввiдношення 𝑉/𝜆3
𝑇 має

порядок одиницi через те, що як масштаб карли-
кових галактик, так i тепловий масштаб довжин
хвиль частинок темної матерiї становлять кiлька
кiлопарсек (див., наприклад, [19]), якщо прийня-

ти 𝜇-деформовану модель нечiткої темної мате-
рiї (ТМ), з масою надлегких частинок ТМ (бозе-
подiбного конденсату) 𝑚 = 10−22 еВ.

(Б) У цьому випадку спiввiдношення 𝑉/𝜆3
𝑇 має

порядок одиницi через те, що як масштаб спосте-
режуваного Всесвiту, так i тепловий масштаб дов-
жин хвиль мають порядок ∼2,8 · 107 кпк, якщо
частинки, що утворюють [64] бозе-подiбний кон-
денсат ТМ, вважати “масивними гравiтонами” (ло-
гiчно назвати це прегравiтонами з огляду на їх
роль у генеруваннi iндукованої гравiтацiї) з ма-
сою 𝑚 = 10−36–10−33 еВ; див. [63]. Зауважимо,
що в контекстi ТМ карликових галактик бозе-
конденсат масивних гравiтонiв розглядався в ро-
ботi [64]. У нашому розглядi ми маємо справу з
конденсатом масивних прегравiтонiв, тобто роз-
глядаємо їх як систему, яка iндукує реальну гравi-
тацiю разом з ефективною космологiчною сталою.
У зв’язку з цiєю картиною iндукування КC вар-
то також згадати роботу Р. Гараттiнi та М. Фай-
зала [64], в яких показано, що поява космологi-
чної сталої жорстко пов’язана саме з деформацiєю
узагальненого принципу невизначеностi, що сто-
їть за деформованим рiвнянням Вiлера–ДеВiтта;
див. [65].

Реальна фiзична природа параметра 𝜇 у 𝜇-
деформованiй iндукуючiй системi, як i темної ма-
терiї, невiдома. Однак значення або сенс її викори-
стання можна виправдати, бо деформацiя дозво-
ляє враховувати (можливу) складнiсть частинок
та/або їх взаємодiї; це – природна причина мати
справу з квантовою системою, яка сильно вiдхи-
ляється вiд iдеального бозе-газу. Ця причина до-
сить схожа на використання деформованої моделi
бозе-газу в iншому контекстi: для (успiшного) мо-
делювання властивостей квантових кореляцiй пiо-
нiв, що виникають у зiткненнях важких iонiв на
RHIC; див. посилання [16], а також абзац пiсля
рiвняння (25. Однак, явний фiзичний змiст 𝜇 в
обох випадках надлегкої темної матерiї (як бозе-
подiбного конденсату) – галактичному та випадку
спостережуваного Всесвiту – може вiдрiзнятися,
оскiльки частинки (та їх складовi) дiйсно вiдрiзня-
ються: надлегкi “бозони” проти “прегравiтонiв”.

Пiдкреслимо, що наш пiдхiд до “пояснення” пи-
тання спостережуваної цiнностi КC ґрунтується
на двох стовпах: деформацiї та (макроскопiчнiй)
квантовостi базової або iндукуючої системи. Вар-
то також зазначити таке: те, що питання щодо КC
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у нашому розглядi виявляється пов’язаним з кон-
цепцiєю ТМ, досить схоже на спiльний розгляд ТМ
та темної енергiї, що з’являється в iнших контекс-
тах у деяких статтях; див., наприклад, [66, 67].

Як завершальне зауваження зазначимо, що ана-
лiз 𝜇-деформованих рiвнянь Фрiдмана, якi випли-
вають з 𝜇-деформованих рiвнянь Айнштайна, ви-
ведених та дослiджених тут, буде опублiковано в
окремiй статтi.

Автори висловлюють подяку рецензентам за
цiннi коментарi та зауваження, якi допомогли
покращити рукопис. Це дослiдження було профi-
нансовано Нацiональною академiєю наук України
за її прiоритетним проєктом №0122U000888 та
пiдтримано грантом Фонду Саймонса №1290587.
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Переклад на українську мову О. Войтенка

O.P.Mykhailiv, Yu.A.Mishchenko, O.M.Gavrilik

THE 𝜇-DEFORMED EINSTEIN
FIELD EQUATIONS WITH 𝜇-DEPENDENT
EFFECTIVE COSMOLOGICAL CONSTANT

In this paper, we derive the 𝜇-deformed Einstein field equa-

tions from the generalized thermodynamic functions of the 𝜇-

deformed analog of Bose gas model, applying the (adapted)

Verlinde’s approach. The basic role of deformation parameter

is shown: it provides the possibility to vary the value of the

cosmological constant. Due to this, we suggest an interesting

treatment of the cosmological constant (CC) problem within

the framework of 𝜇-deformation. Namely, viewing the derived

𝜇-deformed CC as an effective one and varying the parameter

𝜇 appropriately, we gain the possibility to drastically reduce

the CC, so as to get, for it, the realistic value. The relation to

dark matter is of importance.

Ke yw o r d s: 𝜇-calculus, entropic force, gravity, 𝜇-Bose gas
model, effective cosmological constant, dark matter.
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