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МАГНIТНЕ ПОЛЕ У ВАКУУМI КВАНТОВОЇ
СПIНОРНОЇ МАТЕРIЇ, IНДУКОВАНЕ КОСМIЧНОЮ
СТРУНОЮ У ТРИВИМIРНОМУ ПРОСТОРIУДК 539

Розглянуто лiнiйний магнiтний топологiчний дефект (космiчна струна), який моделю-
ється як трубка, що несе магнiтний потiк та є непроникною для зовнiшньої спiнорної
матерiї. Поле матерiї квантується з урахуванням наявностi трубки, загальнi граничнi
умови на якiй забезпечують як непроникнiсть трубки, так i самоспряженiсть гамiль-
тонiана Дiрака. Обчислено iндукований вакуумний магнiтний потiк вздовж трубки
в (3 + 1)-вимiрному просторi-часi та показано, що вимога скiнченностi iндукованого
вакуумного магнiтного потоку дозволяє тiльки одну граничну умову: граничну умо-
ву MIT-моделi кваркового мiшка. Проаналiзовано залежнiсть ефекту вiд поперечного
розмiру трубки та потоку всерединi трубки.
К люч о в i с л о в а: поляризацiя вакууму, лiнiйний топологiчний дефект, космiчна стру-
на, ефект Ааронова–Бома.

1. Вступ

Рiзнi розширення Стандартної космологiчної мо-
делi передбачають появу топологiчних дефектiв
пiд час теплової еволюцiї раннього Всесвiту; див.,
наприклад, роботи [1–6]. Зокрема, послiдовнi фа-
зовi переходи, пов’язанi зi спонтанним порушен-
ням симетрiї, могли привести до утворення ко-
смiчних струн, монополiв, доменних стiнок i текс-
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тур, залежно вiд моделi порушення симетрiї. У цiй
статтi ми зосередимося на лiнiйних топологiчних
дефектах, також вiдомих як космiчнi струни, якi
можуть iснувати й сьогоднi; див., наприклад, огля-
ди [7,8]. Такi об’єкти можуть проявляти себе через
рiзнi астрофiзичнi явища, такi як генерацiя гравi-
тацiйних хвиль [9], гамма-спалахiв [10] та космi-
чних променiв надвисоких енергiй [11].

Всерединi космiчної струни конфiгурацiя поля
фази з непорушеною симетрiєю має енергiю та ха-
рактеризується масою на одиницю довжини стру-
ни (або натягом струни) 𝜇 ∼ 𝜂2, де 𝜂 – енергети-
чна шкала порушення симетрiї (𝜂 ∼ 𝑚H, де 𝑚H –
це маса поля Хiггса). Енергiя (маса), зосереджена
в ядрi топологiчного дефекту, робить його джере-
лом гравiтацiї. В результатi, зовнiшнiй простiр-час
набуває конiчної геометрiї з кутом дефiциту 8𝜋𝐺𝜇:
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квадрат елемента довжини у зовнiшнiй областi ко-
смiчної струни дорiвнює

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + (1− 4𝐺𝜇)2𝑟2𝑑𝜙2 + 𝑑𝑧2, (1)

де 𝐺 – гравiтацiйна стала Ньютона, а цилiндри-
чнi координати вибранi так, щоб вiсь симетрiї бу-
ла орiєнтовна вздовж струни. Модельно-незалежнi
обмеження на натяг космiчної струни вiд гравiта-
цiйного лiнзування становлять 𝐺𝜇 . 10−6 [12, 13].
Бiльш сильнi обмеження випливають з аналiзу ре-
лiктового випромiнювання [14] та гравiтацiйних
хвиль [15]. Таким чином, iснуючi спостережуванi
обмеження виключають з розгляду лише тi космi-
чнi струни, якi могли утворитися на надзвичайно
високих енергетичних масштабах, трохи нижчих
за масштаб Теорiй Великого Об’єднання.

В абелевiй моделi Хiггса [16] космiчнi струни
формуються пiд час спонтанного порушення калi-
брувальної симетрiї. Пов’язане з цим калiбруваль-
не поле породжує “магнiтне” поле, яке обмежене
ядром струни. У ранньому Всесвiтi це поле не обо-
в’язково має бути знайомим електромагнiтним по-
лем; натомiсть воно може вiдповiдати додатковiй
калiбрувальнiй групi 𝑈𝑋(1) поза Стандартною мо-
деллю. Слiд зазначити, що такi струни набувають
додаткової глобальної характеристики – квантова-
ного магнiтного потоку

Φ =

∫︁
core

𝑑𝜎 𝜕 ×A =

∮︁
𝑑x ·A =

2𝜋𝑛

𝑒H
, (2)

де 𝑛 ∈ Z – цiле число (кiлькiсть обмоток), а па-
раметр 𝑒H – стала зв’язку мiж скалярним (Хiгг-
сiвським) конденсатом, який утворює струну при
спонтанному порушеннi симетрiї, та калiбруваль-
ним полем 𝑈𝑋(1).

Для квантованого поля матерiї поза космiчною
струною, що взаємодiє з калiбрувальним полем
групи 𝑈𝑋(1) через сталу зв’язку 𝑒, розв’язки
для поля визначатимуться параметром 𝑒Φ/(2𝜋) =
= 𝑛𝑒/𝑒H, який також може приймати нецiлi значе-
ння. Ми використовуватимемо цей важливий па-
раметр й надалi. Якщо, окрiм заряду по групi
𝑈𝑋(1), поля матерiї також несуть заряд вiдносно
електромагнiтної групи 𝑈EM(1), то результуючий
iндукований струм електрично заряджених части-
нок у вакуумi генерує звичайне магнiтне поле нав-
коло космiчної струни, вплив якого, в принципi,
можна було б дослiдити шляхом спостереження.

Вивчення ефектiв поляризацiї вакууму спiнор-
ного поля за наявностi лiнiйних топологiчних де-
фектiв розпочалося в 1990-х роках. Першi до-
слiдження були проведенi в наближеннi нульово-
го поперечного розмiру таких об’єктiв [17–22]. У
подальших дослiдженнях дослiджувалися вакуум-
нi ефекти з урахуванням внутрiшньої структу-
ри космiчної струни в певних теоретичних моде-
лях [23–27].

У цiй статтi ми припускаємо, що внутрiшня
структура космiчної струни невiдома, оскiльки до-
стеменно невiдомо, як ця космiчна струна утво-
рилася. Тому ми розглянемо загальний випадок,
коли космiчна струна моделюється як непрони-
кна для поля матерiї трубка скiнченного радiуса
𝑟0 ∼ 𝑚−1

H з “магнiтним” полем всерединi. Складна
внутрiшня структура струни буде виявлена шля-
хом вибору вiдповiдної граничної умови на поверх-
нi трубки. Слiд також зазначити, що, хоча “магнi-
тне” поле зникає поза ядром струни, сам калiбру-
вальний потенцiал залишається ненульовим. Це
лежить в основi добре вiдомого ефекту Ааронова–
Бома [28].

У випадку скалярного поля матерiї 𝜑, грани-
чнi умови на трубцi можуть бути типу Дiрiхле
(𝜑|𝑟=𝑟0 = 0), Неймана (𝜕𝑟𝜑|𝑟=𝑟0 = 0) або Робена
[тобто їх комбiнацiї (cos 𝜃 𝜑+sin 𝜃 𝑟𝜕𝑟𝜑)|𝑟0 = 0]. Де-
тальний аналiз iндукованої енергiї вакууму в цих
випадках було проведено в роботах [29–33], тодi як
вiдповiднi дослiдження магнiтного потоку вакуу-
му можна знайти в роботах [34–36].

У випадку спiнорного поля матерiї (яке, на вiд-
мiну вiд скалярного поля, є багатокомпонентним),
вищезгаданi iнтуїтивно зрозумiлi граничнi умови
не можуть бути застосованi, оскiльки вони призво-
дять до математичних невiдповiдностей. Для дося-
гнення математичної узгодженостi теорiї нам по-
трiбно використати умову самоспряженостi для га-
мiльтонiана Дiрака. Ця умова автоматично гаран-
туватиме непроникнiсть трубки для полiв матерiї.

У випадку (2+1)-вимiрного простору-часу ця ви-
мога приводить до однопараметричної граничної
умови; див. роботу [37]. Але у фiзично цiкавому
випадку (3 + 1)-вимiрного простору-часу це при-
водить до чотирипараметричної граничної умови;
див. роботи [38–40]. Бiльше того, значення пара-
метрiв, в загальному випадку, можуть змiнювати-
ся вздовж рiзних точок лiнiйної струни. Однак,
накладення вимог iнварiантностi на дискретнi си-
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метрiї зменшує кiлькiсть параметрiв у граничнiй
умовi [41].

Нас цiкавитиме iндукцiя магнiтного потоку поля
матерiї у вакуумi. Актуальнiсть цiєї проблеми по-
в’язана з тим, що iснування магнiтних космiчних
струн є однiєю з можливих теорiй [42,43], якi могли
б вирiшити проблему iснування магнiтних полiв у
мiжгалактичних порожнечах [44]. Оскiльки iнду-
кцiя магнiтного потоку скалярного поля у вакуу-
мi була детально розглянута для випадку бозонної
матерiї [36], у цiй роботi нас цiкавитиме випадок
спiнорної матерiї.

У цiй статтi ми розширимо результати робо-
ти [41]. А саме, ми розглянемо iндукований потiк
магнiтного поля у вакуумi спiнорного масивного
поля в (3+1)-вимiрному просторi-часi в присутно-
стi космiчної струни, змодельованої як непроникна
для поля матерiї трубка скiнченного радiуса 𝑟0.
Беручи до уваги мале значення натягу космiчної
струни (принаймнi 𝐺𝜇 . 10−6), ми проаналiзує-
мо поляризацiю вакууму в плоскому просторi-часi
Мiнковського, розглядаючи параметр 𝑒Φ/(2𝜋) =
= 𝑛𝑒/𝑒H як довiльний. Ми побудуємо графiчнi зо-
браження iндукованого магнiтного потоку та ре-
тельно проаналiзуємо вибiр параметрiв, що ви-
значають граничну умову на поверхнi магнiтної
трубки.

2. Iндукований магнiтний потiк

Оператор вторинно квантованого спiнорного поля
в плоскому просторi-часi поза лiнiйним топологi-
чним дефектом має вигляд

Ψ(𝑥0,x) =

=
∑︁∫︁
𝜆

1√
2𝐸𝜆

[︁
𝑒−𝑖𝐸𝜆𝑥

0

𝜓𝜆(x) 𝑎𝜆+𝑒𝑖𝐸𝜆𝑥
0

𝜓−𝜆(x) 𝑏
†
𝜆

]︁
, (3)

де 𝑎†𝜆 та 𝑎𝜆 (𝑏†𝜆 та 𝑏𝜆) позначають оператори на-
родження та знищення спiнорних частинок (ан-
тичастинок), якi задовольняють стандартнi анти-
комутацiйнi спiввiдношення; 𝜆 – це множина па-
раметрiв (квантових чисел), що визначають стан;
𝐸𝜆 = 𝐸−𝜆 > 0 – це енергiя стану; 𝜓𝜆(x) є розв’яз-
ком стацiонарного рiвняння Дiрака

𝐻𝜓𝜆(x) = 𝐸𝜆𝜓𝜆(x), (4)

а символ
∫︁∑︁

𝜆
позначає комбiновану операцiю пiд-

сумовування по дискретних значеннях та iнтегру-

вання (з певною мiрою) по неперервних значен-
нях 𝜆.

У випадку космiчного струнного фону та пла-
ского простору-часу Мiнковського, гамiльтонiан
Дiрака має вигляд

𝐻 = −i𝛾0𝛾 · (𝜕 − i𝑒V) + 𝛾0𝑚, (5)

де 𝑒 — це стала зв’язку спiнорного поля з калi-
брувальним полем 𝑈𝑋(1). У цилiндричних коор-
динатах (𝑟, 𝜙, 𝑧), з вiссю симетрiї вздовж прямої
космiчної струни, лише кутова складова потенцiа-
лу поля не дорiвнює нулю,

𝑉𝜙 =
Φ

2𝜋
, (6)

i гамiльтонiан (5) набуває вигляду

𝐻 = −i𝛾0
[︂
𝛾𝑟𝜕𝑟 + 𝛾𝜙

(︂
𝜕𝜙 − i

𝑒Φ

2𝜋

)︂
+ 𝛾3 𝜕𝑧

]︂
+ 𝛾0𝑚. (7)

Цей гамiльтонiан можна представити як матри-
цю [41]

𝐻 =

(︂
𝐻1 −i𝜎1𝜕𝑧
−i𝜎1𝜕𝑧 𝐻−1

)︂
, (8)

де

𝐻𝑠 = −i
[︂(︀
𝑠𝜎1 sin𝜙− 𝜎2 cos𝜙

)︀
𝜕𝑟 +

+
1

𝑟

(︀
𝑠𝜎1 cos𝜙+ 𝜎2 sin𝜙

)︀(︂
𝜕𝜙 − i

𝑒Φ

2𝜋

)︂]︂
+ 𝜎3𝑚 (9)

та параметр 𝑠 = ±1. Чотирикомпонентну функцiю
𝜓𝐸(𝑟, 𝜙, 𝑧) можна розкласти на двi двокомпонентнi
функцiї, 𝜓(1)

𝐸 (𝑟, 𝜙) та 𝜓(−1)
𝐸 (𝑟, 𝜙),

𝜓𝐸(𝑟, 𝜙, 𝑧) =
𝑒i𝑘3𝑧

√
2𝜋

(︃
𝜓
(1)
𝐸 (𝑟, 𝜙)

i𝜓
(−1)
𝐸 (𝑟, 𝜙)

)︃
, (10)

де

𝜓
(𝑠)
𝐸 (𝑟, 𝜙) =

∑︁
𝑛∈Z

⎛⎜⎜⎝𝑓
(𝑠)
𝑛 (𝑟, 𝐸) exp

[︂
i

(︂
𝑛+

1

2
− 1

2
𝑠

)︂
𝜙

]︂
𝑔(𝑠)𝑛 (𝑟, 𝐸) exp

[︂
i

(︂
𝑛+

1

2
+

1

2
𝑠

)︂
𝜙

]︂
⎞⎟⎟⎠,

(11)

i Z – це множина цiлих чисел. Тодi густина iнду-
кованого вакуумного струму задається формулою

j(x) = ⟨vac|Ψ†(x, 𝑡)𝛾0𝛾Ψ(x, 𝑡)|vac⟩ =

= −1

2

∑︁∫︁
sgn (𝐸)𝜓†

𝐸(x)𝛾
0𝛾𝜓𝐸(x). (12)
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Можна показати, що 𝑗𝑟 = 0, 𝑗𝑧 = 0, та

𝑗𝜙 = −𝑟
∑︁
𝑠=±1

∑︁∫︁ ∑︁
𝑛∈Z

sgn (𝐸)𝑠𝑓 (𝑠)𝑛 (𝑟, 𝐸) 𝑔(𝑠)𝑛 (𝑟, 𝐸). (13)

Слiд зазначити, що функцiя (11) подiбна до
спiнорної функцiї у випадку (2 + 1)-вимiрного
простору-часу, де параметр 𝑠 може дорiвнювати 1
або−1. Густина iндукованого вакуумного струму у
виразi (13) також представлена як сума iндукова-
них вакуумних струмiв у випадку (2+1)-вимiрного
простору-часу [37] та додаткового iнтегрування по
складовiй iмпульсу, спрямованiй вздовж струни.

Напруженiсть магнiтного поля iндукується у ва-
куумi у вiдповiдностi з рiвнянням Максвелла

𝜕 ×BI(x) = 𝑒 j(x), (14)

де 𝑒 – константа електромагнiтного зв’язку. Отже,
отримуємо

𝐵I(𝑟) = 𝑒

∞∫︁
𝑟

𝑑𝑟′

𝑟′
𝑗𝜙(𝑟

′), (15)

i загальний iндукований вакуумний магнiтний по-
тiк дорiвнює

ΦI =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

∞∫︁
𝑟0

𝑑𝑟 𝑟𝐵I(𝑟). (16)

3. Граничнi умови

Як було показано в роботах [40,41], у випадку пря-
мої космiчної струни радiуса 𝑟0 у (3+1)-вимiрному
просторi-часi, гранична умова на поверхнi трубки
залежить вiд чотирьох параметрiв (𝑢, 𝑣, 𝑡𝑧, 𝑡𝜙) та
має вигляд

(𝐼 −𝐾) 𝜓|𝑟=𝑟0
= 0, (17)

де

𝐾 =
1

2

[︀
𝑢2 − 𝑣2 − (𝑡𝜙)

2/𝑟2 − (𝑡𝑧)2
]︀−1/2×

×
{︁[︀
1 + 𝑢2 − 𝑣2 − (𝑡𝜙)

2/𝑟2 − (𝑡𝑧)2
]︀
𝐼 +

+
[︀
1− 𝑢2 + 𝑣2 + (𝑡𝜙)

2/𝑟2 + (𝑡𝑧)2
]︀
𝛾0
}︁
×

×
(︀
i𝑢𝛾𝑟 − i𝑣𝛾5 − 𝑡𝜙𝛾𝜙 − 𝑡𝑧𝛾𝑧

)︀
. (18)

Ця умова гарантує самоспряженiсть оператора Га-
мiльтона для поля матерiї та забезпечує непрони-
кнiсть трубки. Варто пiдкреслити, що параметри,
якi визначають цю граничну умову, можуть змi-
нюватися вздовж струни.

Накладання вимог iнварiантностi вiдносно дис-
кретних перетворень симетрiї (𝑃 , 𝐶, 𝐶𝑇 , 𝐶𝑃𝑇 )
зменшує кiлькiсть параметрiв граничних умов [41].
Але використання лише вимог 𝑃 та 𝐶𝑇 iнварiан-
тностi призводить до нескiнченного значення iнду-
кованого вакуумного заряду поблизу струни, що
фiзично небажано.

Вимога 𝐶𝑃𝑇 iнварiантностi гарантує, що як
густина iндукованого вакуумного заряду, так i
загальний iндукований вакуумний заряд вздовж
струни обертаються в нуль, тодi як iндукований
вакуумний магнiтний потiк залишається нескiн-
ченним. У цьому випадку ми можемо записати
граничну умову лише як однопараметричне спiв-
вiдношення мiж компонентами спiнорних фун-
кцiй (11),

𝑓 (𝑠)𝑛

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

+ tan

(︂
𝑠
𝜃

2
+
𝜋

4

)︂
𝑔(𝑠)𝑛

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 0, (19)

де 𝑢 = sec 𝜃 та 𝑡𝑧 = 𝑡𝜑 = 𝑣 = 0.
Нарештi, вимога iнварiантностi спряження заря-

дiв (𝐶) гарантує, що iндукований вздовж струни
заряд зникає, а iндукований вакуумний магнiтний
потiк залишається скiнченним. Як зазначалося в
роботi [41], ця вимога обмежує граничний пара-
метр 𝜃 лише двома можливими значеннями, 𝜃 = 0
та 𝜃 = 𝜋. Важливим моментом є те, що спiввiд-
ношення (19) таке саме, як i у випадку (2 + 1)-
вимiрного простору-часу при 𝑠 = 1. Як показано
в роботi [37], у цьому низьковимiрному випадку
iндукований вакуумний потiк також є скiнченним
лише при 𝜃 = 0 та 𝜃 = 𝜋.

4. Iндукований магнiтний потiк

Для аналiзу iндукованого магнiтного потоку у ва-
куумi спiнорного поля в присутностi космiчної
струни у (3 + 1)-вимiрному просторi-часi ми ско-
ристаємося аналiтичним результатом [41] для ви-
падкiв, коли

𝐹 =

{︂
𝑒Φ

2𝜋

⃒⃒⃒⃒}︂
̸= 1

2
(20)
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та 𝜃 = 0 або 𝜃 = 𝜋. У цих випадках було отримано,
що

ΦI(𝑚𝑟0) =

∞∫︁
0

𝑑𝑘3
𝜋

Φ
(2dim)
I

(︂√︁
𝑚2 + 𝑘23 𝑟0

)︂
, (21)

де 𝑘3 – компонента iмпульсу, напрямлена вздовж
струни, 𝑟0 – радiус трубки, Φ(2dim)

I (𝑚𝑟0) – iндуко-
ваний магнiтний потiк у випадку (2+1)-вимiрного
простору-часу, отриманий у роботi [37, вираз (5.17)
при 𝜈 = 1]. Для випадку 𝐹 = 1/2 та (3 + 1)-
вимiрного простору-часу було показано, що iнду-
кований магнiтний потiк є скiнченним i дорiвнює
нулю лише при 𝜃 = 0.

Варто зазначити, що Φ
(2dim)
I (𝑚𝑟0) зменшується

зi збiльшенням 𝑚𝑟0 при значеннi граничного пара-
метра 𝜃 = 0, але зростає при 𝜃 = 𝜋 [37]. У (2 + 1)-
вимiрному просторi-часi обидва випадки фiзично
допустимi, оскiльки вони дають скiнченнi значе-
ння iндукованого вакуумного магнiтного потоку.
Але у випадку (3+1)-вимiрного простору-часу гра-
ничний параметр 𝜃 = 𝜋 є неприйнятним, оскiль-
ки вiн неминуче призводить до нескiнченного зна-
чення iндукованого магнiтного потоку. Ця розбi-
жнiсть виникає з iнтеграла зростаючої функцiї у
виразi (21); див. [37, рис. 2]. Висновок роботи [41],
що параметр граничної умови 𝜃 = 𝜋 є допустимим
у (3 + 1)-вимiрному просторi-часi, i що iндукова-
ний магнiтний потiк у цьому випадку зростає зi
збiльшенням товщини трубки, був зроблений по-
милково, оскiльки потiк розходиться для трубок
довiльної товщини.

Таким чином, далi ми розглядатимемо лише ви-
падок параметра граничної умови 𝜃 = 0. У цьому
випадку гранична умова на поверхнi трубки має
вигляд

(𝐼 − i𝛾𝑟) 𝜓|𝑟=𝑟0
= 0, (22)

або як спiввiдношення мiж компонентами спiнор-
них функцiй

𝑓 (𝑠)𝑛

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

+ 𝑔(𝑠)𝑛

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 0. (23)

Зауважимо, що чотири параметри граничної умо-
ви загального вигляду (18) у цьому випадку є фi-
ксованими вздовж поверхнi трубки та записуються
у виглядi 𝑡𝑧 = 0, 𝑡𝜑 = 0, 𝑣 = 0, та 𝑢 = 1.

Розглянемо залежнiсть (20) для iндукованого
магнiтного потоку вiд потоку всерединi трубки у

a

b
Рис. 1. Iндукований вакуумний магнiтний потiк у безроз-
мiрних одиницях як функцiя “магнiтного” потоку 𝐹 все-
рединi трубки при граничному параметрi 𝜃 = 0 для рi-
зних значень товщини трубки 𝑚𝑟0: 𝑒𝑚−1Φ

(𝑑=2)
I у (2 + 1)-

вимiрному просторi-часi (a), 𝑒𝜋Φ(𝑑=3)
I у (3 + 1)-вимiрному

просторi-часi (b). Для зручностi представлення та порiвня-
ння вищезазначенi функцiї помножено на вказанi коефiцi-
єнти 𝑐

випадку (3 + 1)-вимiрного простору-часу та порiв-
нюємо її з випадком (2 + 1)-вимiрного простору-
часу. Результати наших обчислень наведенi на
рис. 1. Як видно, представленi функцiї є симетри-
чними вiдносно замiни 𝐹 ←→ 1 − 𝐹 . Вони дорiв-
нюють нулю при 𝐹 = 0, 1/2, та 1, тодi як їх екс-
тремальнi значення дещо змiщуються до 𝐹 = 1/2
зi зменшенням товщини трубки.

Розглянемо також залежнiсть iндукованого ма-
гнiтного потоку вiд радiуса трубки при фiксова-
ному “магнiтному” потоцi 𝐹 = 0,7 всерединi труб-
ки [рiвняння (20)] для випадку (3 + 1)-вимiрного
простору-часу та порiвняємо її з випадком (2+1)-
вимiрного простору-часу (див. рис. 2). Вибiр зна-
чення 𝐹 зумовлений тим, що значення iндукова-
ного магнiтного потоку при 𝐹 = 0,7 близьке до
максимального для трубок рiзної товщини. Як ба-
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a

b
Рис. 2. Iндукований вакуумний магнiтний потiк у безроз-
мiрних одиницях у (2 + 1)-просторi-часi (𝑒𝑚−1Φ

(𝑑=2)
I ) та у

(3 + 1)-просторi-часi (𝑒𝜋Φ(𝑑=3)
I ) як функцiя товщини труб-

ки 𝑚𝑟0 для випадкiв 𝑚𝑟0 < 0,16 (a) та 𝑚𝑟0 > 0,16 (b)

чимо, для малого радiуса трубки, 𝑚𝑟0 ≤ 0,16, iн-
дукований безрозмiрний магнiтний потiк у (3+1)-
вимiрному просторi-часi бiльший, нiж у випадку
(2 + 1)-вимiрного простору-часу.

5. Висновки

У цiй статтi ми розглянули iндукування магнiтно-
го потоку у вакуумi зарядженого масивного спi-
норного поля у випадку 3+1-вимiрного простору-
часу в присутностi магнiтної космiчної струни на
основi результатiв, отриманих в роботах [37, 41].
Космiчна струна була змодельована як непрони-
кна трубка скiнченної товщини для поля матерiї,
що мiстить всерединi “магнiтне” поле та пiдпоряд-
ковується певнiй граничнiй умовi на своїй поверх-
нi. Калiбрувальне поле всерединi трубки може бу-
ти деяким абелевим полем раннього Всесвiту. Про-
демонстровано, що в (3 + 1)-вимiрному просторi-
часi, незалежно вiд внутрiшньої структури космi-
чної струни, єдина допустима гранична умова на
поверхнi трубки вiдповiдає параметру 𝜃 = 0 в рiв-
няннi (19). Це вiдповiдає граничнiй умовi MIT-
моделi кваркового мiшка [45, 46]. За всiх iнших
граничних умов iндукований у спiнорному ваку-

умi заряд або магнiтний потiк буде нескiнченним.
Твердження, зроблене в роботi [41], що значення
параметра граничної умови 𝜃 = 𝜋 також є фiзично
допустимим, i що iндукований вакуумний магнi-
тний потiк у цьому випадку зростає зi збiльшен-
ням товщини трубки, виявилося хибним, оскiльки
iндукований потiк розходиться для трубок довiль-
ної товщини.

Слiд зазначити, що у випадку (2 + 1)-вимiрного
простору-часу можливi два значення параметра
граничної умови: 𝜃 = 0 та 𝜃 = 𝜋. У випадку 𝜃 = 0
iндукований магнiтний потiк зменшується зi збiль-
шенням товщини трубки. Навпаки, при 𝜃 = 𝜋 iнду-
кований магнiтний потiк залишається скiнченним,
але зростає з товщиною трубки, що виглядає дещо
дивним iз загальної фiзичної точки зору.

Результати наших числових розрахункiв для ви-
падку (3+1)-вимiрного простору-часу наведенi на
рис. 1 та 2, i порiвнюються з випадком (2 + 1)-
вимiрного простору-часу. На рис. 1 синусоїдна за-
лежнiсть iндукованого у спiнорному вакуумi ма-
гнiтного потоку вiд “магнiтного” потоку всерединi
трубки збiгається iз синусоїдною залежнiстю для
випадку (2 + 1)-вимiрного простору-часу [37], але
має бiльшу амплiтуду для малої товщини трубки,
𝑚𝑟0 ≤ 0,16. Сильно зростаюча поведiнка безроз-
мiрного iндукованого у вакуумi магнiтного пото-
ку для випадку (3 + 1)-вимiрного простору-часу
порiвняно з випадком (2 + 1)-вимiрного простору-
часу при малiй товщинi трубки, 𝑚𝑟0 ≪ 1 (див.
рис. 2), може бути пояснена в рамках моделi ма-
гнiтної трубки нульової товщини (сингулярний ма-
гнiтний вихор); див., наприклад, роботи [20] для
спiнора та [47] для скалярної матерiї. Як бачимо, у
випадку (2+1)-вимiрного простору-часу iндукова-
ний вакуумний магнiтний потiк прямує до постiй-
ної величини при 𝑚𝑟0 → 0 [20, 47], але у випадку
(3+1)-вимiрного простору-часу iндукований ваку-
умний магнiтний потiк розходиться ∼ln(𝑚𝑟0) при
𝑚𝑟0 → 0 [47].

Нарештi, зазначимо, що iндукцiя магнiтного по-
току спiнорного поля (з масою спiнорної частинки
𝑚) у вакуумi буде значною лише якщо 𝑚𝑟0 ≪ 1.
Товщину космiчної струни можна знайти з набли-
женої умови 𝑚H𝑟0 = 1, де 𝑚H – масштаб спонтан-
ного порушення симетрiї (або маса вiдповiдного
поля Хiггса), що приводить до лiнiйного тополо-
гiчного дефекту (космiчної струни). Отже, можна
записати спiввiдношення 𝑚𝑟0 = 𝑚/𝑚H. Воно буде
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менше вiд 1, якщо 𝑚≪ 𝑚H, що є правдоподiбним
для фермiонних полiв Стандартної моделi. Бiльше
того, поля легких фермiонiв матимуть сильнiший
вплив на поляризацiю вакууму в присутностi ма-
гнiтних космiчних струн.
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Т.В. Горкавенко та М.С.Царенковiй за кориснi ко-
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Переклад на українську мову О. Войтенка

Yu.I. Pylypchuk, P.O.Nakaznyi,
O.V.Barabash, A.O. Zaporozhchenko, V.M.Gorkavenko

MAGNETIC FIELD
IN VACUUM OF QUANTUM SPINOR
MATTER INDUCED BY A COSMIC
STRING IN THREE-DIMENSIONAL SPACE

A linear magnetic topological defect (cosmic string) is modeled

as a magnetic flux-carrying tube that is impenetrable to exter-

nal spinor matter. The matter field is quantized in the back-

ground of this tube, with the most general set of boundary con-

ditions ensuring both the tube’s impenetrability and the self-

adjointness of the Dirac Hamiltonian operator. We compute

the induced vacuum magnetic flux along the tube in (3 +1)-

dimensional space-time. It is shown that the requirement for

the total induced vacuum magnetic flux to be finite restricts

the admissible boundary conditions to only one choice: the

MIT quark bag boundary condition. The dependence of the

effect on the transverse size of the tube and the flux inside the

tube is also analyzed.

Ke yw o r d s: vacuum polarization, linear topological defect,
cosmic string, Aharonov–Bohm effect.
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