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МОДЕЛЬ ХЕМОТАКСИСУ
В КОМБIНОВАНОМУ СЕРЕДОВИЩIУДК 577.3

У статтi пропонується модель, яка описує процес хемотаксису бактерiй у комбiно-
ваному середовищi, яке мiстить одночасно як атрактант, так i репелент. Модель
ґрунтується на системi диференцiйних рiвнянь, якi враховують ефекти вiд взаємодiї
бактерiй як з атрактантом, так i репелентом. У рамках цього пiдходу ефект вiд хемо-
таксису пропорцiйний до градiєнта концентрацiї вiдповiдної речовини (атрактанту чи
репеленту). Також модель враховує наявнiсть ефекту насичення, коли збiльшення кон-
центрацiї атрактанту чи репеленту зменшує вiдгук бактерiй на наявнiсть градiєнта
в розподiлi концентрацiї цих речовин. Для аналiзу неоднорiдностi розподiлу бактерiй
в системi використовується функцiя чутливостi хемотаксису. Її значення обчислює-
ться на межах системи та, за наявностi екстремуму у розподiлi бактерiй, в точцi
такого екстремуму. Аналiзується залежнiсть значення функцiї чутливостi хемота-
ксису вiд концентрацiї атрактанту та репеленту. Показано, що така залежнiсть є
стуттєво нелiнiйною i якiсно вiдрiзняється вiд аналогiчних залежностей, отриманих
ранiше для систем, що мiстять лише атрактант чи репелент.
Ключ о в i с л о в а: модель, хемотаксис, бактерiя, атрактант, репелент, концентрацiя,
розподiл.

In theory, there is no difference
between theory and practice. In
practice, there is.

Yogi BERRA

1. Вступ

Останнiм часом цiкавiсть дослiдникiв виклика-
ють певнi типи джгутикових бактерiй (на кшталт
Escherichia coli або Salmonella enterica), рухо-
мiсть яких забезпечується обертальними рухами їх
джгутикiв [1–3]. Причому алгоритм руху бактерiй
залежить вiд особливостей середовища, в якому
вiн вiдбувається, i є досить нетривiальним. Зокре-
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ма, бактерiї мають рецептори, здатнi реєструвати
певнi речовини, до яких бактерiї є чутливими. Ска-
жiмо, для бактерiй Escherichia coli такою речови-
ною є цукор, i бактерiї у пiдсумку намагаються
опинитися в областi з максимальною концентрацi-
єю цукру. Таку речовину (яка “притягує” бактерiї)
називають атрактантом, а вiдповiдне явище нази-
вається хемотаксисом [3–6]. Також iснують речо-
вини, яких бактерiя намагається уникнути. Речо-
вину, яка «вiдштовхує» бактерiї, називають репе-
лентом [3, 4, 7].

Що стосується механiзмiв реалiзацiї хемотакси-
су, то ключовою є та обставина, що бактерiя, в
силу своїх вiдносно малих розмiрiв (порядку де-
кiлькох мiкрометрiв), не здатна визначити градi-
єнт розподiлу атрактанту чи репеленту, а отже, i
напрямок, у якому слiд рухатись, аби опинитися
в областi з найбiльшою концентрацiєю атрактан-
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ту чи найменшою концентрацiєю репеленту. Тому
бактерiї застосовують певний алгоритм, який до-
зволяє їм рухатись (у середньому) в потрiбному
напрямку. А саме, бактерiя не тiльки здатна ре-
єструвати (за допомогою своїх рецепторiв) кiль-
кiсть атрактанту/репеленту, а й запам’ятовувати,
скiльки атрактанту/репеленту було зареєстровано
нею в процесi руху. Технiчно це реалiзується че-
рез кiлькiсть рецепторiв, якi переходять в активо-
ваний стан внаслiдок взаємодiї з атрактантом/ре-
пелентом. При цьому перебування рецептора в
активованому станi є тимчасовим. Тому фактич-
но бактерiя “пам’ятає” кiлькiсть зареєстрованого
атрактанту/репеленту за певний час. Ба бiльше,
оскiльки загальна кiлькiсть рецепторiв є обмеже-
ною, то для бактерiй iснує явище насичення, коли
в активований стан переходять всi чи майже всi
рецептори й далi кiлькiсть активованих рецепто-
рiв не збiльшується навiть за наявностi атрактан-
ту/репеленту [3, 6, 7].

Кiлькiсть активованих рецепторiв (а отже,
кiлькiсть зареєстрованого атрактанту/репеленту)
впливає на характер руху бактерiй. На загал,
бактерiї рухаються рiвномiрно й прямолiнiйно.
Однак у якийсь момент бактерiя зупиняється i
випадковим чином змiнює напрямок руху. Це на-
зивається тамблiнгом. Частота тамблiнгу зале-
жить вiд кiлькостi активованих рецепторiв: чим
бiльше рецепторiв активовано, тим меншою (для
атрактанту) чи бiльшою (для репеленту) є ча-
стота тамблiнгу. Оскiльки кiлькiсть активованих
рецепторiв визначається кiлькiстю зареєстровано-
го атрактанту/репеленту, то частота тамблiнгу є
меншою/бiльшою в тих областях, де концентра-
цiя атрактанту/репеленту є вищою. Простiше ка-
жучи, ймовiрнiсть змiни напрямку руху бактерiй
зменшується зi збiльшенням/зменшенням кiлько-
стi атрактанту/репеленту [3].

Для моделювання та аналiзу руху бактерiй ви-
користовують рiзнi пiдходи [8–14]. Один з фунда-
ментальних пiдходiв ґрунтується на використаннi
системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь ди-
фузiйного типу, якi описують розподiл атрактан-
ту/репеленту та бактерiй у системi [8, 9, 12, 15–
21]. Перевагою такого пiдходу є те, що вiн дозво-
ляє отримувати числовi розв’язки та дослiджувати
вплив на систему межових та початкових умов, а
також враховувати ефекти вiд змiни iнших пара-
метрiв моделi. Це є важливим в прикладному пла-

нi, оскiльки дозволяє пов’язати результати теоре-
тичного дослiдження з наявними експерименталь-
ними даними. Також в рамках цього пiдходу реа-
лiзується важлива методологiчна парадигма, яка
дозволяє розглядати явище хемотаксису як таке,
що iзоморфне явищам дифузiї в системах зi скла-
дною структурою (див., наприклад, [22–24]) та де-
яким бiофiзичним системам, на кшталт хiмiчного
синапсу [25–28]. I хоча цей пiдхiд, як i всi iншi,
має певнi недолiки (наприклад, найефективнiшим
вiн є за малих градiєнтiв концентрацiї атрактан-
ту/репеленту [3, 29, 30]), у багатьох випадках вiн
видається перспективним.

У цiй статтi пропонується модель, в рамках якої
система з бактерiями мiстить як атрактант, так i
репелент, на якi можуть реагувати бактерiї. Тобто
таке комбiноване середовище мiстить компоненти,
якi мають протилежний вплив на поведiнку бакте-
рiй. Як буде показано далi, ця обставина виявля-
тиметься у доволi цiкавих, нелiнiйних ефектах, якi
не зводяться до простого “накладання” ефектiв вiд
взаємодiї бактерiй з атрактантом та репелентом.

2. Вихiднi рiвняння моделi

Ми розглядатимемо одновимiрну просторово обме-
жену систему розмiру 𝐿, просторова координата
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿. Концентрацiю бактерiй, атрактанту
та репеленту позначимо вiдповiдно як 𝑏(𝑥), 𝑎(𝑥)
та 𝑟(𝑥). Оскiльки ми розглядатимемо стацiонар-
ний випадок, то цi величини залежатимуть ли-
ше вiд просторової координати й не залежатимуть
вiд часу.

У загальному випадку розподiл атрактанту 𝑎(𝑥)
та репеленту 𝑟(𝑥) визначаються зi стацiонарного
рiвняння дифузiї. Легко показати, що для одно-
вимiрного випадку, коли концентрацiї атрактан-
ту/репеленту фiксуються на межах системи, вiд-
повiднi залежностi будуть лiнiйними по координа-
тi. Що стосується концентрацiї бактерiй, то для
визначення їхнього розподiлу має мiсце аналогiчне
рiвняння дифузiйного типу, однак у цьому рiвнян-
нi слiд врахувати наявнiсть ефекту хемотаксису. У
рамках використаного модельного пiдходу (див.,
наприклад, [8–12, 15–21]) ефект хемотаксису вра-
ховується через вiдповiдний доданок у виразi для
потоку бактерiй. Оскiльки у нашому випадку роз-
глядається комбiноване середовище як з атрактан-
том, так i з репелентом, то таких доданкiв буде
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два. А саме, ми виходимо з того, що потiк бакте-
рiй визначається таким спiввiдношенням [3, 17]:

j𝑏(𝑥) = −𝐷∇𝑏(𝑥)+

+ 𝑘𝑎
𝑏(𝑥)∇𝑎(𝑥)

(𝑎0 + 𝑎(𝑥))2
− 𝑘𝑟

𝑏(𝑥)∇𝑟(𝑥)

(𝑟0 + 𝑟(𝑥))2
, (1)

де 𝐷 є коефiцiєнтом дифузiї, а 𝑘𝑎, 𝑎0, 𝑘𝑟 та 𝑟0 є
параметрами моделi. Перший доданок у виразi (1)
описує дифузiйний рух бактерiй. Другий та тре-
тiй доданки описують ефект хемотаксису вiд на-
явностi в системi атрактанту та репеленту вiдпо-
вiдно. Ми врахували те, що цi внески пропорцiйнi
до концентрацiї атрактанту/репеленту, пропорцiй-
нi до кiлькостi бактерiй i зменшуються при збiль-
шеннi атрактанту/репеленту внаслiдок ефекту на-
сичення (детальнiше обговорення конкретного ви-
гляду доданка, що описує ефект хемотаксису, мо-
жна знайти, наприклад, в [3] та посиланнях, що
мiстяться там).

Основне рiвняння для визначення розподiлу ба-
ктерiй з урахуванням хемотаксису можна отрима-
ти, якщо прирiвняти до нуля потiк бактерiй (див.,
наприклад, [8, 15–18]):

𝐷
𝑑𝑏

𝑑𝑥
= 𝑘𝑎

𝑏(𝑥) 𝑑𝑎𝑑𝑥
(𝑎0 + 𝑎(𝑥))2

− 𝑘𝑟
𝑏(𝑥) 𝑑𝑟𝑑𝑥

(𝑟0 + 𝑟(𝑥))2
. (2)

Пiсля нескладних перетворень отримаємо таке
спiввiдношення:

𝑏(𝑥) = 𝐶 exp

(︂
1

𝐷

(︂
𝑘𝑟

𝑟0 + 𝑟(𝑥)
− 𝑘𝑎

𝑎0 + 𝑎(𝑥)

)︂)︂
, (3)

де 𝐶 є сталою iнтегрування.
Спiввiдношення (3) визначає залежнiсть кон-

центрацiї бактерiй в системi вiд концентрацiї атра-
ктанту та репеленту.

3. Обезрозмiрення залежностей

Щоб визначити особливостi розподiлу бактерiй у
системi, необхiдно уточнити межовi умови як що-
до розподiлу атрактанту/репеленту, так i власне
бактерiй. А саме, ми вважатимемо, що режим
пiдведення атрактанту/репеленту в систему ре-
гулюється через фiксацiю концентрацiї атрактан-
ту/репеленту на межах системи. З практичної то-
чки зору такий механiзм є найзручнiшим i його
найлегше реалiзувати в експериментi [3].

Припустимо, що на лiвiй межi (при 𝑥 = 0) пiд-
тримується нульова концентрацiя атрактанту та
репеленту (тобто 𝑎(0) = 0 та 𝑟(0) = 0). На пра-
вiй межi (при 𝑥 = 𝐿) для атрактанту та репеленту
пiдтримується стала концентрацiя 𝐴 та 𝑅 вiдпо-
вiдно (тобто 𝑎(𝐿) = 𝐴 та 𝑟(𝐿) = 𝑅). Тодi просто-
ровий розподiл концентрацiй атрактанту та репе-
ленту визначатиметься так:

𝑎(𝑥) =
𝐴𝑥

𝐿
, (4)

𝑟(𝑥) =
𝑅𝑥

𝐿
. (5)

Константу 𝐶 з рiвняння (3) знаходимо з умови,
що концентрацiя бактерiй у системi є постiйною i
дорiвнює 𝐵 (тобто

∫︀ 𝐿

0
𝑏(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐵):

𝐶 =
𝐵

𝐿∫︀
0

exp
(︁
1
𝐷

(︁
𝑘𝑟

𝑟0+
𝑅𝑥
𝐿

− 𝑘𝑎

𝑎0+
𝐴𝑥
𝐿

)︁)︁
𝑑𝑥

. (6)

Усi вищезгаданi спiввiдношення для подальшого
кiлькiсного аналiзу розумно обезрозмiрити, по-
клавши 𝑥 = 𝐿𝑧, 𝛼 = 𝑘𝑎

𝐷𝑎0
, 𝛽 = 𝑘𝑟

𝐷𝑟0
та позначивши

𝐴0 = 𝐴
𝑎0

та 𝑅0 = 𝑅
𝑟0

. Також замiсть залежностi 𝑏(𝑥)
переходимо до безрозмiрного виразу 𝑚(𝑧) = 𝐿𝑏(𝑥)

𝐵 .
Тодi для залежностi 𝑚(𝑧) отримуємо таке спiввiд-
ношення:

𝑚(𝑧) =
exp

(︁
𝛽

1+𝑅0𝑧
− 𝛼

1+𝐴0𝑧

)︁
1∫︀
0

exp
(︁

𝛽
1+𝑅0𝑧

− 𝛼
1+𝐴0𝑧

)︁
𝑑𝑧

. (7)

Фактично, залежнiсть (7) визначає просторовий
розподiл бактерiй у системi. Цей розподiл зале-
жить вiд параметрiв 𝐴0 та 𝑅0, якi є значеннями
градiєнтiв атрактанту та репеленту вiдповiдно.

4. Особливостi розподiлу бактерiй

Навiть пiсля обезрозмiрення спiввiдношення (7)
мiстить певну кiлькiсть феноменологiчних пара-
метрiв, тому загальний його аналiз є малоцiкавим.
Розглянемо спрощений, але разом з тим важливий
з практичної точки зору випадок, коли атрактант
та репелент виконують однотипну (але рiзнона-
правлену) дiю. Зокрема, працюватимемо в набли-
женнi 𝛼 = 𝛽 та 𝐴0 ≈ 𝑅0. Тодi спiввiдношення (7)
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можна записати у виглядi

𝑚(𝑧) =
exp(𝑓(𝑧))

1∫︀
0

exp(𝑓(𝑧))𝑑𝑧

. (8)

Тут використано функцiю

𝑓(𝑧) =
𝜆𝑧

(1 + 𝑘𝑧)2
(9)

i позначено 𝜆 = 𝛼(𝐴0 − 𝑅0) та 𝑘 = 𝐴0 ≈ 𝑅0. Вра-
ховуючи рiвняння (8), неважко збагнути, що екс-
тремум функцiї 𝑓(𝑧), що визначається рiвнянням
(9), спiвпадає з екстремумом функцiї 𝑚(𝑧), що ви-
значається рiвнянням (8). Функцiя 𝑓(𝑧) має екс-
тремум у точцi 𝑧 = 1

𝑘 (максимум при 𝜆 > 0 та
мiнiмум при 𝜆 < 0). Разом з тим, для аргументу 𝑧
має мiсце обмеження 0 ≤ 𝑧 ≤ 1. Тому екстремум у
розподiлi бактерiй в системi матиме мiсце лише за
умови 𝑘 > 1. Отже, залежно вiд значень параме-
трiв 𝜆 та 𝑘, можливi такi типи розподiлу бактерiй
у системi.

∙ При значеннях 𝜆 > 0 та 𝑘 ≤ 1 концентрацiя ба-
ктерiй в системi монотонно зростає зi збiльшенням
𝑧 вiд 0 до 1.

∙ При значеннях 𝜆 > 0 та 𝑘 > 1 концентрацiя
бактерiй в системi зростає до максимального зна-
чення при 𝑧 = 1

𝑘 , пiсля чого починає зменшува-
тись. При цьому концентрацiя бактерiй при 𝑧 = 1
бiльша за концентрацiю бактерiй при 𝑧 = 0.

∙ При значеннях 𝜆 < 0 та 𝑘 ≤ 1 концентрацiя ба-
ктерiй в системi монотонно спадає зi збiльшенням
𝑧 вiд 0 до 1.

∙ При значеннях 𝜆 < 0 та 𝑘 > 1 концентрацiя ба-
ктерiй в системi спадає до мiнiмального значення
при 𝑧 = 1

𝑘 , пiсля чого починає збiльшуватись. При
цьому концентрацiя бактерiй при 𝑧 = 1 менша за
концентрацiю бактерiй при 𝑧 = 0.

Характернi розподiли бактерiй в системi проiлю-
стровано на рис. 1.

Важливо, що параметри 𝜆 та 𝑘 визначаються че-
рез максимальну концентрацiю атрактанту та ре-
пеленту на правiй межi 𝑧 = 1. Максимальну кон-
центрацiю атрактанту та репеленту вiдносно легко
контролювати в експериментi, тому ми розгляда-
тимемо 𝜆 та 𝑘 як керуючi параметри системи. Зна-
чення цих параметрiв якiсно впливають на розпо-
дiл бактерiй.

5. Функцiя чутливостi хемотаксису

Для аналiзу характеру впливу межових умов на
особливостi розподiлу бактерiй у системi зручно
використовувати таку характеристику, як фун-
кцiя чутливостi хемотаксису [3,15–21]. На загал,
ця функцiя визначається для певної просторової
областi 𝑆 як вiдхилення середнього значення кон-
центрацiї бактерiй по областi 𝑆 вiд середнього зна-
чення концентрацiї бактерiй по системi 𝑆tot, нор-
моване на середнє значення концентрацiї бактерiй
по системi:

𝐹 (𝑆) =
1
𝑆

∫︀
𝑆
𝑏(r)𝑑𝜎 − 1

𝑆tot

∫︀
𝑆tot

𝑏(r)𝑑𝜎
1

𝑆tot

∫︀
𝑆tot

𝑏(r)𝑑𝜎
=

=
𝑆tot

𝑆

∫︀
𝑆
𝑏(r)𝑑𝜎∫︀

𝑆tot
𝑏(r)𝑑𝜎

− 1, (10)

де
∫︀
𝑆
𝑏(r)𝑑𝜎 є iнтегралом вiд концентрацiї бактерiй

по областi (для якої визначається функцiя чутли-
востi хемотаксису), а

∫︀
𝑆tot

𝑏(r)𝑑𝜎 є iнтегралом по
всiй системi.

Якщо область, для якої визначається функцiя
чутливостi хемотаксису, локалiзовано в околi то-
чки r, а мiра областi 𝑆 → 0, тодi вираз для фун-
кцiї чутливостi хемотаксису трансформується до
такого спiввiдношення:

𝐹 (r) =
𝑆tot𝑏(r)∫︀
𝑆tot

𝑏(r)𝑑𝜎
− 1. (11)

Рис. 1. Характернi розподiли бактерiй у системi: суцiльна
лiнiя вiдповiдає значенням 𝜆 = 1 та 𝑘 = 0.9; пунктирна
лiнiя вiдповiдає значенням 𝜆 = 1 та 𝑘 = 3; штрихована лiнiя
вiдповiдає значенням 𝜆 = −1 та 𝑘 = 0,9; штрихпунктирна
лiнiя вiдповiдає значенням 𝜆 = −1 та 𝑘 = 3
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Рис. 2. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на лiвiй ме-
жi системи (при 𝑧 = 0) для рiзних значень параметра 𝜆:
суцiльна лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 1; штрихована лi-
нiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 0,5; пунктирна лiнiя вiдповiдає
значенню 𝜆 = −0,5; штрихпунктирна лiнiя вiдповiдає зна-
ченню 𝜆 = −1

Рис. 3. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на правiй
межi системи (при 𝑧 = 1) для рiзних значень параметра
𝜆: суцiльна лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 1; штрихована
лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 0,5; пунктирна лiнiя вiдпо-
вiдає значенню 𝜆 = −0,5; штрихпунктирна лiнiя вiдповiдає
значенню 𝜆 = −1

Враховуючи спiввiдношення (8) i той очевидний
факт, що

∫︀ 1

0
𝑚(𝑧)𝑑𝑧 = 1, отримуємо в нашому кон-

кретному випадку таке спiввiдношення для фун-
кцiї чутливостi хемотаксису в точцi 𝑧:

𝐹 (𝑧) = 𝑚(𝑧)− 1 =
exp(𝑓(𝑧))

1∫︀
0

exp(𝑓(𝑧)𝑑𝑧)

− 1. (12)

Це спiввiдношення, з одного боку, є тривiальним.
Однак тут слiд врахувати, що власне тривiальною
є залежнiсть вiд координати. Разом з тим, фун-
кцiя чутливостi хемотаксису залежить вiд межо-
вих умов i, серед iншого, вiд параметрiв 𝜆 та 𝑘.
I ця залежнiсть у загальному випадку не є тривi-
альною [3, 15–21].

Розглянемо питання про залежнiсть вiд параме-
трiв 𝜆 та 𝑘 функцiї чутливостi хемотаксису на ме-
жах системи та у тих просторових точках, де кон-
центрацiя бактерiй приймає найбiльшого та най-
меншого значень (якщо такi iснують). При цьому
для зручностi покладемо 𝑘 = 10𝑝 i дослiджувати-
мемо залежнiсть 𝐹 (𝑧) вiд параметра 𝑝. На рис. 2
показано, якi значення приймає функцiя чутли-
востi хемотаксису на лiвiй межi системи залежно
вiд значення параметра 𝑝 (за деяких рiзних зна-
чень параметра 𝜆). Вiдповiдна залежнiсть є мо-
нотонною: зi збiльшенням значення параметра 𝑝
для 𝜆 > 0 значення функцiї чутливостi хемотакси-
су 𝐹 (𝑝) монотонно зростає з вiд’ємних значень до
нульового, а при 𝜆 < 0 значення функцiї чутли-
востi хемотаксису монотонно зменшується з дода-
тного значення до нульового. При цьому параметр
𝜆 впливає на “амплiтуду” екстремального значен-
ня функцiї чутливостi хемотаксису при 𝑝 → −∞,
яка дорiвнює, як нескладно показати,

𝐹 (𝑝 = −∞) =
𝜆

exp(𝜆)− 1
− 1. (13)

Майже аналогiчно (з поправкою на змiну зроста-
ння на спадання i навпаки при змiнi знака пара-
метра 𝜆) поводить себе функцiя чутливостi хемо-
таксису на правiй межi при збiльшеннi параметра
𝑝. А саме, при збiльшеннi значення 𝑝 до нуля при
𝜆 > 0 функцiя чутливостi хемотаксису монотонно
зменшується, а при 𝜆 < 0 вона монотонно збiльшу-
ється, як показано на рис. 3. При цьому на правiй
межi

𝐹 (𝑝 = −∞) =
𝜆 exp(𝜆)

exp(𝜆)− 1
− 1. (14)

Однак при значеннях 𝑝 > 0 вiдповiднi залежностi
мають екстремум. Ситуацiю iлюструє рис. 4.

Також, як зазначалося, при значеннях 𝑘 > 1 (от-
же, при 𝑝 > 0) у розподiлi бактерiй має мiсце екс-
тремум в точцi 𝑧 = 1

𝑘 = 10−𝑝 (максимум при 𝜆 > 0
та мiнiмум при 𝜆 < 0). На рис. 5 показано зале-
жнiсть 𝐹 (𝑝) у точцi 𝑧 = 10−𝑝 за додатних значень
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Рис. 4. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на правiй
межi системи (при 𝑧 = 1) для рiзних значень параметра 𝜆 та
значеннях 𝑝 ≥ 0: суцiльна лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 1;
штрихована лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 0,5; пунктирна
лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = −0,5; штрихпунктирна лiнiя
вiдповiдає значенню 𝜆 = −1

Рис. 5. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) у точцi вну-
трiшнього екстремуму (при 𝑧 = 10−𝑝) для рiзних значень
параметра 𝜆 та значеннях 𝑝 ≥ 0: суцiльна лiнiя вiдповiд-
ає значенню 𝜆 = 1; штрихована лiнiя вiдповiдає значенню
𝜆 = 0,5; пунктирна лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = −0,5;
штрихпунктирна лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = −1

𝑝. Бачимо, що ця залежнiсть є монотонною (спада-
юча при 𝜆 > 0 та зростаюча при 𝜆 < 0) з характер-
ним плато у центрi, де змiна значення параметра 𝑝
мало впливає на змiну значення функцiї чутливо-
стi хемотаксису. Така залежнiсть якiсно вiдрiзняє-
ться вiд аналогiчних залежностей куполоподiбно-
го типу, отриманих ранiше для функцiї чутливостi
хемотаксису систем, що мiстять лише атрактант
чи репелент [3, 15–21].

На рис. 6 показано, як змiнюється функцiя чу-
тливостi хемотаксису при змiнi значення параме-
тра 𝑝 на лiвiй межi, в точцi максимальної кон-

Рис. 6. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на лiвiй межi
(суцiльна лiнiя), на правiй межi (пунктирна лiнiя) та у то-
чцi максимальної концентрацiї бактерiй (штрихована лiнiя
при значеннi 𝜆 = 1 та 𝑝 ≥ 0

Рис. 7. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на лiвiй ме-
жi (суцiльна лiнiя), на правiй межi (пунктирна лiнiя) та у
точцi мiнiмальної концентрацiї бактерiй (штрихована лiнiя)
при значеннi 𝜆 = −1 та 𝑝 ≥ 0

центрацiї бактерiй, та на правiй межi за значен-
ня 𝜆 = 1 при невiд’ємних значеннях параметра
𝑝 (оскiльки невiд’ємнiсть цього параметра є умо-
вою iснування екстремуму в розподiлi бактерiй).
Аналогiчнi залежностi, але для значення 𝜆 = −1,
показано на рис. 7. Зрозумiло, з поправкою на
те, що в цьому разi йдеться не про максимум, а
про мiнiмум у розподiлi бактерiй. У обох випадках
характер залежностей доволi прогнозований: при
збiльшеннi параметра 𝑝 неоднорiднiсть у розподiлi
бактерiй зменшується, в результатi чого значення
функцiї чутливостi хемотаксису на межах системи
i в точцi екстремуму прямує до нуля. Цей висновок
пiдтверджують i графiки на рис. 8 (значення фун-
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Рис. 8. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на лiвiй межi
(суцiльна лiнiя) та на правiй межi (пунктирна лiнiя) при
значеннi 𝜆 = 1 та 𝑝 ≤ 0

Рис. 9. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝) на лiвiй межi
(суцiльна лiнiя) та на правiй межi (пунктирна лiнiя) при
значеннi 𝜆 = −1 та 𝑝 ≤ 0

кцiї чутливостi хемотаксису на межах системи за
вiдсутностi внутрiшнього екстремуму при 𝜆 = 1 та
вiд’ємних значеннях 𝑝) та на рис. 9 (значення фун-
кцiї чутливостi хемотаксису на межах системи за
вiдсутностi внутрiшнього екстремуму при 𝜆 = −1
та вiд’ємних значеннях 𝑝).

Той факт, що при збiльшеннi значення параме-
тра 𝑝 неоднорiднiсть в розподiлi бактерiй зменшує-
ться (з можливим екстремумом при додатних зна-
ченнях 𝑝) має насправдi нетривiальне пояснення.
Адже збiльшення параметра 𝑝 означає збiльшен-
ня концентрацiї атрактанту та репеленту на правiй
межi системи (внаслiдок спiввiдношення 𝑘 = 10𝑝).

В силу рiвнянь (4) та (5) це означає збiльшен-
ня градiєнта в розподiлi атрактанту та репелен-
ту. Вiдповiдно до спiввiдношення (1), доданки, що
описують ефект хемотаксису, пропорцiйнi до гра-
дiєнта концентрацiї атрактанту чи репеленту. Ра-
зом з тим, оскiльки такi доданки мiстять концен-
трацiю атрактанту/репеленту в знаменнику, збiль-
шення загальної концентрацiї цих речовин змен-
шує ефект вiд хемотаксису. Тому фактично, маємо
два протилежно направлених ефекти. Крiм того,
наявнiсть в системi як атрактанту, так i репелен-
ту, також нiвелює їхнiй сумарний вплив, причому
в нелiнiйний спосiб.

6. Висновки

Запропонована в статтi модель пояснює особли-
востi розподiлу бактерiй в системi з комбiнова-
ним середовищем (за наявностi одночасно атра-
ктанту та репеленту). Модель враховує ефекти хе-
мотаксису вiд наявностi атрактанту та репелен-
ту, якi мають протилежну направленiсть, але при
цьому їхня сумарна дiя не зводиться до просто-
го накладання одного ефекту на iнший. Для ха-
рактеристики неоднорiдностi розподiлу бактерiй
в системi використано функцiю чутливостi хемо-
таксису, яка розраховується на межах системи
та, за наявностi екстремуму в розподiлi бакте-
рiй, в точцi такого екстремуму. Змiна концентра-
цiї атрактанту та репеленту на правiй межi си-
стеми (там, де в систему пiдводяться атрактант
та репелент) нелiнiйно впливають на змiну зна-
чення функцiї чутливостi хемотаксису. При цьо-
му конкуруючими є декiлька ефектiв. По-перше,
збiльшення градiєнта концентрацiї атрактанту чи
репеленту збiльшує ефект вiд хемотаксису, однак
це ж спричиняє збiльшення загальної кiлькостi
атрактанту чи репеленту в системi, що виводить
рецептори бактерiй у стан насичення i посла-
блює ефект вiд збiльшення градiєнта концентра-
цiї вiдповiдної речовини. По-друге, наявнiсть в
системi одночасно як атрактанту, так i репелен-
ту, частково компенсує сукупний вплив цих ре-
човин. Як наслiдок, поведiнка функцiї чутливо-
стi хемотаксису для системи з комбiнованим сере-
довищем (з атрактантом та репелентом) суттєво
вiдрiзняється вiд властивостей функцiї чутливостi
хемотаксису для системи лише з атрактантом чи
репелентом.
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O.M.Vasyliev

MODEL OF CHEMOTAXIS
IN A COMBINED ENVIRONMENT

We propose a model that describes the process of bacteri-
al chemotaxis in a combined environment containing both an
attractant and a repellent. The model is based on a system of
differential equations that considers the effects of interaction
of bacteria with both the attractant and the repellent. Within
this approach framework, the chemotaxis effect turns out to be
proportional to the concentration gradient of the correspondi-
ng substance (attractant or repellent). The model also revolves
the saturation effect, when an increase in the concentration
of the attractant or repellent reduces the bacterial response
to the presence of a gradient in the concentration distributi-
on of those substances. The chemotaxis sensitivity function
has been used to analyze the heterogeneity of bacteria in the
system. Its values are calculated at the system boundaries and,
if there is an extremum in the bacterial distribution, at the
extremum point. The dependence of the chemotaxis sensitivi-
ty function on the attractant and repellent concentrations has
been analyzed. It is shown that this dependence is significantly
nonlinear and differs qualitatively from similar dependences
obtained earlier for systems containing only the attractant or
the repellent.

Ke yw o r d s: chemotaxis model, bacterium, attractant,
repellent, concentration, distribution.
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