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МАГНIТНI ВЛАСТИВОСТI
ПАРАБОЛIЧНИХ КВАНТОВИХ КIЛЕЦЬ
GaSb ТА InAs ЗI СПIН-ОРБIТАЛЬНОЮ
ТА ЕЛЕКТРОН-ЕЛЕКТРОННОЮ ВЗАЄМОДIЄЮУДК 538.9, 537.6

Детально представлено теоретичний розгляд впливу спiн-орбiтальної та електрон-
електронної взаємодiй на квантовi точки GaSb i InAs, заповненi кiлькома електрона-
ми. Проаналiзовано вплив спiн-орбiтальної та електрон-електронної взаємодiй на ма-
гнiтнi властивостi квантових точок за низьких температур. Магнiтнi властивостi
квантових точок з певним електронним заповненням виявляють рiзку змiну намагнi-
ченостi зi змiною величини прикладеного магнiтного поля. Стрибок намагнiченостi є
результатом електрон-електронної або спiн-орбiтальної взаємодiй.
К люч о в i с л о в а: квантова точка, спiн-орбiтальна взаємодiя, електрон-електронна вза-
ємодiя, магнiтнi властивостi, намагнiченiсть.

1. Вступ
Квантовi точки (КТ) – це унiкальнi структури з
надзвичайними електронними та оптичними вла-
стивостями. Квантовi точки, а також квантовi
кiльця, можна розглядати як штучнi атоми. Ство-
рення КТ є особливо перспективним напрямом у
фiзицi через можливiсть їх використання як кубi-
тiв у квантових обчисленнях [1, 2]. Вони також є
привабливим матерiалом для резонансного перене-
сення енергiї флуоресценцiї, квантово-механiчного
процесу, що ґрунтується на залежностi вiдстанi не-
випромiнювального перенесення енергiї вiд донора
збудженого стану до акцептора основного стану
через дальнодiйнi диполь-дипольнi взаємодiї [3].
Напiвпровiдниковi КТ застосовуються для розроб-
ки оптично активних хiмiчних сенсорiв i бiосенсо-
рiв [4], а також у спiнтронiцi [1, 5, 6].

Пристрої, що базуються на застосуваннi еле-
ктронного спiну, наприклад, пристрої для зберiга-
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ння iнформацiї (спiн-клапани в магнiтних голов-
ках жорстких дискiв) вже викликають комерцiй-
ний iнтерес. Квантовi кiльця й квантовi точки мо-
жуть бути використанi в пристроях, пов’язаних зi
спiновим транспортом. Спiн-орбiтальнi (СО) взає-
модiї в низьковимiрних структурах квантових то-
чок i квантових кiлець зараз iнтенсивно дослiджу-
ються [7, 8].

Напрями сучасних теоретичних дослiджень по-
в’язанi з вивченням спiнової динамiки електронiв
у квантових точках i кiльцях [6, 9], магнiтних вла-
стивостей квантововимiрних структур [5, 10, 11]
i магнiтооптичних властивостей штучних атомiв
[7, 8, 12]. Нещодавнi експериментальнi й теорети-
чнi дослiдження пiдтвердили, що СО розщеплен-
ня впливає на перенесення заряду та флуктуацiї
провiдностi на квантових точках, розташованих в
однорiдному магнiтному полi. Воно також впли-
ває на поглинання iнфрачервоного випромiнюван-
ня квантовими точками.

Нанорозмiрнi напiвпровiдниковi кристали або
структури з квантовими ямами, в яких рух еле-
ктронiв обмежений прикладеним електричним по-
тенцiалом, можуть вiдiгравати роль КТ. Досить
часто такi структури базуються на арсенiдi галiю
(GaAs) [13]. Рiдше для таких структур використо-
вується антимонiд галiю (GaSb), вузькозонний на-
пiвпровiдник III–V групи з високою рухливiстю дi-
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рок за кiмнатної температури. Тому вiн має техно-
логiчне значення в електронiцi й оптоелектронiцi
[14]. На основi GaSb розробляються малопотужнi,
високоефективнi польовi транзистори 𝑝-типу. На-
нодроти й КТ з GaSb також були предметом iнтен-
сивних дослiджень [15–19]. Дослiдження структу-
ри валентної зони GaSb виявляють значне спiно-
ве розщеплення основної пiдзони, спричинене СО
взаємодiєю. Тому GaSb може бути придатним ма-
терiалом для формування спiнових кубiтiв, як i
традицiйнi напiвпровiдники, такi як GaAs [13].

Метою цiєї роботи є дослiдження магнiтних вла-
стивостей КТ GaSb, заповнених 2–6 електронами.
Для порiвняння з GaSb також узятi КТ InAs тако-
го ж розмiру. Ця проблема аналiзується з враху-
ванням ефектiв електрон-електронної (EE) та СО
взаємодiй. Також розглядаються температурнi за-
лежностi намагнiченостi КТ.

2. Метод

2.1. Одноелектронний гамiльтонiан

Розглянемо КТ, утворену зовнiшнiм електричним
полем, прикладеним до двовимiрного електронно-
го газу. Рух електронiв уздовж осi 𝑍 обмежений
нескiнченно глибокою потенцiйною ямою [11].

Пiд впливом однорiдного магнiтного поля 𝐵,
прикладеного вздовж осi симетрiї квантової точки
(𝑧), одноелектронний гамiльтонiан у цилiндричних
координатах {𝜌, 𝜑} має вигляд [19]
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[︂
𝜕

𝜌𝜕𝜌
𝜌
𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜑2

]︂
−

− 𝑖

2
𝑚𝜔𝑐 (𝐸,𝐵)

𝜕

𝜕𝜌
+

1

8
𝑚 (𝐸)𝜔2

𝑐 (𝐸,𝐵) 𝜌2 +

+𝑉𝑐 (𝜌) + 𝑉 𝑅
𝑠𝑜 (𝜌, 𝜑) +

1

2
𝜎𝑧𝜇B𝑔 (𝐸)𝐵, (1)

де

𝑉𝑐 (𝜌) =
1

2
𝑚 (𝐸)𝜔2

0𝜌
2 (2)

– це ефективний параболiчний поздовжнiй потен-
цiал, ~𝜔0 – характеристична енергiя, а 𝜎𝑧 – 𝑧-
компонента матрицi Паулi, ефективна маса еле-
ктрона 𝑚 (𝐸) представлена в роботах [20, 21] фор-
мулою
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𝐸 – енергiя електрона в зонi провiдностi, 𝑚 (0) –
ефективна маса електрона на днi зони провiдностi,
𝐸𝑔 – ширина забороненої зони, Δ – СО розщепле-
ння валентної зони,

𝜔𝑐 (𝐸,𝐵) =
𝑒𝐵
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– циклотронна частота електрона,

𝑔 (𝐸) = 2

[︂
1− 𝑚0

𝑚 (𝐸)

Δ

3 (𝐸 + 𝐸𝑔) + 2Δ

]︂
(4)

– ефективний 𝑔-фактор у напiвпровiднику [22],

𝜇B =
𝑒~
2𝑚0

– магнетон Бора. 𝑒 – заряд електрона, 𝑚0 – ма-
са вiльного електрона. У формулi (1) врахову-
ється введений Рашбою потенцiал СО взаємодiї
[20, 23–25]
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де 𝑘𝜑 = − 𝑖
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𝜕
𝜕𝜑 , а 𝛼 – це введений Рашбою параметр

СО взаємодiї [20]. Енергiї Гамiльтона можна отри-
мати за допомогою самоузгодження рiвнянь (3) i
(4) [19]:
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Хвильовi функцiї електронiв дорiвнюють
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~/𝑚Ω𝜎, 𝐿|𝑙|
𝑛 – узагальнений полiном Лагер-

ра, 𝑛 – головне квантове число, 𝑙 i 𝑠 = ±1 – проєкцiї
орбiтального й спiнового квантових чисел, вiдпо-
вiдно, на вiсь 𝑧.
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2.2. Рiвняння теорiї Кона–Шема
для функцiонала спiнової щiльностi

Ми використовуємо атомнi одиницi для виражен-
ня радiуса в ефективних одиницях радiуса Бора
𝑟B = 𝜅~2/

(︀
𝑚*𝑒2

)︀
i енергiї в ефективних одиницях

Хартрi 𝑚*𝑒4/
(︀
𝜅2~2

)︀
, де 𝜅 – вiдносна дiелектрична

проникнiсть.
Ми розв’язуємо рiвняння Кона–Шема для дво-

вимiрної параболiчної КТ i виконуємо самоузго-
дженi обчислення [26]:[︂
𝐻1 +

𝑒2

𝜅
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𝑤 (r′)

|r− r′|
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×Ψ𝜎
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де
𝑤 (r) =

∑︁
𝜎

𝑤𝜎 (r) =
∑︁
𝜎
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Ψ𝜎

𝑛,𝑙 (r)
⃒⃒2
, (9)

iндекс 𝜎 визначає спiн електронiв, 𝜁 (r) – локальна
спiнова поляризацiя, а 𝐸𝑥𝑐 – функцiонал обмiнно-
кореляцiйної енергiї, що використовується в на-
ближеннi локальної щiльностi [27]:

𝐸𝑥𝑐 =

∫︁
𝑤 (r) 𝜀𝑥𝑐 [𝑤 (r), 𝜁 (r)] 𝑑 (r), (10)

де

𝜁 (r) =
𝑤↑ (r)− 𝑤↓ (r)

𝑤 (r)
, (11)

а 𝜀𝑥𝑐 [𝑤 (r) , 𝜁 (r)] – обмiнно-кореляцiйна енергiя,
що припадає на одну частинку однорiдного спiн-
поляризованого газу i розглядається як сума
обмiнної та кореляцiйної енергiй [27],

𝜀𝑥𝑐 [𝑤 (r), 𝜁 (r)] =

= 𝜀𝑥 [𝑤 (r), 𝜁 (r)] + 𝜀𝑐 [𝑤 (r), 𝜁 (r)]. (12)

Щодо ЕЕ взаємодiї, ми враховуватимемо лише
енергiю обмiну. У випадку двовимiрного електрон-
ного газу обмiнна взаємодiя виражається таким
чином:

𝜀 [𝑤, 𝜁] = − 4

3𝑟B
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[︁
(1 + 𝜁)

3
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3
2

]︁
, (13)

Основний енергетичний стан КТ, заповненої 𝑁
електронами, можна виразити формулою

𝐸tot =
∑︁
𝑛,𝑙,𝜎

𝜀𝜎𝑛,𝑙 +
𝑒2

2𝜅

∫︁
𝑤 (r)𝑤 (r′)

|r− r′|
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−
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𝜎

𝑤𝜎 (r)
𝛿𝐸𝑥𝑐 (𝑤, 𝜁)

𝛿𝑤𝜎 (r)
𝑑r+ 𝐸𝑥𝑐. (14)

За нульової температури намагнiченiсть можна
визначити за формулою

𝑀 = −𝜕𝐸tot

𝜕𝐵
, (15)

де 𝐸tot – це енергiя основного стану електронної
системи.

Розглядаючи температурнi залежностi намагнi-
ченостi, ми дотримуємося термодинамiчної моде-
лi, обговореної в роботi [28]. Температурна зале-
жнiсть намагнiченостi має вигляд

𝑀 = −
∑︀

𝑖
𝜕𝐸𝑖

𝜕𝐵 exp
(︀
−𝐸𝑖

𝑘𝑡

)︀∑︀
𝑖 exp

(︀
−𝐸𝑖

𝑘𝑡

)︀ , (16)

де частиннi похiднi оцiнюються як очiкуванi зна-
чення оператора для взаємодiйного стану 𝑖.

3. Результати розрахункiв

Теоретично дослiджено вплив СО та ЕЕ взаємо-
дiй на намагнiченiсть КТ (магнiтний момент) за
низьких температур. Цi КТ були заповненi кiль-
кома електронами.

Для КТ InAs вибрано значення 𝑚(0) =
= 0,0239𝑚0, 𝐸𝑔 = 0,42 еВ, Δ = 0,38 еВ, 𝛼 = 1,1 нм2

i 𝜅 = 14,6 [19, 29, 30]. Розглянемо КТ з такими
розмiрами: ~𝜔0 = 0,0318 еВ, середнiй радiус 𝑟0 =
= 14 нм у випадку одного електрона в КТ. Для КТ
GaSb обрано значення 𝑚(0) = 0,0412𝑚0, 𝐸𝑔 =
= 0,72 еВ, Δ = 0,75 еВ, 𝛼 = 0,33 нм2 i 𝜅 = 15,69.
Проаналiзуємо КТ з такими параметрами: ~𝜔0 =
= 0,0185 еВ, середнiй радiус 𝑟0 = 14 нм. Вибраний
розмiр КТ вiдповiдає характерним розмiрам подi-
бних наноструктур. У цьому масштабi ефекти, що
нас цiкавлять, достатньо вираженi, щоб їх можна
було надiйно спостерiгати й аналiзувати.

Розрахована намагнiченiсть КТ InAs i GaSb з
2–6 електронами показана на рис. 1 i 2 вiдповiдно.
Для порiвняння намагнiченiсть КТ з тим самим
значенням електронiв, але без СО або ЕЕ взаємодiї
також представлена на рисунках.

Залежностi намагнiченостi КТ InAs, заповнених
2–6 електронами, вiд магнiтного поля показано на
рис. 1. Як видно з рис. 1, 𝑎 i 1, 𝑒, у випадках, ко-
ли КТ заповнена двома й шiстьма електронами,
вплив СО взаємодiї практично непомiтний. Для
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Рис. 1. Намагнiченiсть квантових точок InAs з двома (𝑎),
трьома (𝑏), чотирма (𝑐), п’ятьма (𝑑) i шiстьма електрона-
ми за нульової температури (𝑒). Кривi 1 – розрахунки без
врахування СО та EE взаємодiй, кривi 2 – з СО взаємодi-
єю та без ЕЕ взаємодiї, кривi 3 – без СО взаємодiї та з ЕЕ
взаємодiєю, кривi 4 – з СО та EE взаємодiями

Рис. 2. Те саме, що й на рис. 1, але для квантових точок
GaSb

КТ, що мiстять шiсть електронiв, ЕЕ взаємодiя
змiнює нахил залежностi намагнiченостi вiд при-
кладеного магнiтного поля.

Квантовi точки з двома й шiстьма електронами
поводяться як штучнi атоми iз замкненими зов-
нiшнiми електронними оболонками. Вiдповiднi дi-

Рис. 3. Залежностi намагнiченостi квантових точок InAs
вiд прикладеного зовнiшнього магнiтного поля за рiзних
температур 𝑇 , розрахованi з урахуванням СО та EE взає-
модiй: для чотирьох (𝑎) i п’яти електронiв у квантовiй то-
чцi (𝑏)

Рис. 4. Те ж саме, що на рис. 3, але для квантових точок
GaSb

амагнiтнi властивостi КТ InAs представлено на
рис. 1, 𝑎.

Квантовi точки InAs, заповненi трьома електро-
нами з СО та ЕЕ взаємодiєю, представлено на
рис. 2, 𝑏. Це приводить до невеликого зсуву зале-
жностi намагнiченостi вiд зовнiшнього магнiтного
поля. Квантова точка з трьома електронами вияв-
ляє парамагнiтнi властивостi.

Як видно на рис. 1, 𝑐, у випадку КТ, заповнених
чотирма електронами без урахування ЕЕ взаємо-
дiї, врахування СО взаємодiї приводить до стриб-
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ка намагнiченостi (крива 2 ). Як видно на рис. 1, 𝑐,
у випадку заповнення КТ чотирма електронами
без СО взаємодiї, ЕЕ взаємодiя також приводить
до виникнення стрибка намагнiченостi (крива 3 ),
але в областi сильних магнiтних полiв. Врахуван-
ня як ЕЕ, так i СО взаємодiї (рис. 1, 𝑐, крива 4 )
приводить до змiщення стрибка намагнiченостi в
область менших полiв.

Як видно на рис. 1, 𝑑, коли 𝑁 = 5 ЕЕ взаємодiя
не приводить до стрибка намагнiченостi (крива 3 ).
Врахування СО взаємодiї приводить до утворення
вiдповiдних стрибкiв намагнiченостi (кривi 2 i 4 ).
Цей стрибок намагнiченостi важливий для регулю-
вання магнiтних властивостей КТ (штучного ато-
ма) прикладеним зовнiшнiм магнiтним полем. Змi-
на розмiру КТ (змiна граничного потенцiалу) при-
водить до змiщення стрибка намагнiченостi КТ до
iнших значень магнiтних полiв.

На рис. 2 показано залежностi намагнiченостi
КТ GaSb вiд напруженостi магнiтного поля. У ви-
падку, коли КТ заповненi двома або шiстьма еле-
ктронами (рис. 2, 𝑎 i 2, 𝑒), вплив СО взаємодiї не
помiтний. Електрон-електронна взаємодiя приво-
дить до змiни кута залежностi намагнiченостi вiд
магнiтного поля. У випадку, коли КТ заповненi
трьома електронами (рис. 2, 𝑏), вплив СО взаємо-
дiї стає бiльш помiтним, але не змiнює загальної
тенденцiї.

Порiвняємо рис. 1, 𝑐 з рис. 2, 𝑐. Спiн-орбiтальна
взаємодiя приводить до змiщення намагнiченостi
(крива 3 ). На рис. 2, 𝑐 стрибок вiдбувається ко-
ли магнiтнi поля слабкiшi (це пов’язано з меншим
значенням СО взаємодiї в GaSb). З урахуванням
ЕЕ взаємодiї (кривi 3 i 4 ), СО взаємодiя також
приводить до змiщення значення поля, яке спри-
чиняє стрибок намагнiченостi. Однак, через мале
значення СО взаємодiї, ця змiна невелика.

Стрибки намагнiченостi у випадку 𝑁 = 5 як на-
слiдок СО взаємодiї показано на рис. 2, 𝑑. На вiд-
мiну вiд КТ InAs, для КТ GaSb певнi стрибки вiд-
буваються за значно менших значень магнiтного
поля (рис. 1, 𝑑). Це також є наслiдком низького
значення СО взаємодiї для КТ GaSb порiвняно з
КТ InAs.

Найважливiший результат був отриманий для
випадку заповнення КТ чотирма й п’ятьма еле-
ктронами. Температурнi залежностi намагнiчено-
стi КТ InAs i GaSb вiд величини прикладеного
магнiтного поля представлено на рис. 3 i 4 вiд-

повiдно. Як видно з рис. 3, 𝑎 й 4, 𝑎, через бiль-
шу величину ЕЕ взаємодiї, стрибок намагнiчено-
стi в КТ GaSb з чотирма електронами (рис. 4, 𝑎)
вiдбувається за бiльших значень магнiтного поля
порiвняно з КТ InAs (рис. 3, 𝑎). Зi збiльшенням
температури стрибкова залежнiсть намагнiченостi
зменшується.

У випадку заповнення квантових точок п’ятьма
електронами (рис. 3, 𝑏 i 4, 𝑏) стрибки намагнiчено-
стi вiдбуваються лише в результатi СО взаємодiї.
Для GaSb значення СО взаємодiї меншi, нiж для
InAs. Отже, ми бачимо, що в КТ GaSb (рис. 4, 𝑏)
стрибок намагнiченостi вiдбувається за менших
значень прикладеного магнiтного поля, нiж у КТ
InAs (рис. 3, 𝑏). Величина стрибкiв намагнiчено-
стi суттєво не вiдрiзняється. Як видно з рис. 3, 𝑏
i 4, 𝑏, з пiдвищенням температури до 𝑇 = 0,10 K
стрибок намагнiченостi суттєво згладжується, а за
температури 𝑇 = 0,30 K стрибок зникає.

4. Висновки

У цiй статтi розглянуто магнiтнi властивостi КТ
GaSb та InAs з параболiчним обмежувальним по-
тенцiалом. Магнiтнi властивостi КТ залежать вiд
кiлькостi обмежених електронiв i вiд геометри-
чних параметрiв структур.

У результатi СО взаємодiї вiдбувається розще-
плення енергетичних рiвнiв електронiв за нульо-
вого магнiтного поля на квантових точках. Роз-
щеплення енергетичних рiвнiв приводить до пере-
тину енергетичних рiвнiв у випадку прикладеного
магнiтного поля. Це суттєво впливає на магнiтнi
явища у квантових точках. Стрибок намагнiчено-
стi також вiдбувається у випадку заповнення кван-
тових точок п’ятьма електронами. Величина зсу-
ву залежить вiд намагнiченостi, iндукованої при-
кладеним магнiтним полем. Розташування цього
стрибка залежить вiд величини СО взаємодiї (InAs
та GaSb мають рiзнi значення СО взаємодiї) i, по
сутi, вiд розмiру КТ.

Врахування ЕЕ взаємодiї також приводить до
розщеплення енергетичних рiвнiв. У випадку чо-
тирьох електронiв у КТ вплив СО та ЕЕ взаємо-
дiй приводить до подiбних залежностей намагнi-
ченостi. Значення магнiтних полiв, за яких вiд-
бувається стрибок намагнiченостi, значною мiрою
визначається ЕЕ взаємодiєю (розмiр КТ, дiеле-
ктрична проникнiсть матерiалу, ефективна маса
електрона).
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MAGNETIC PROPERTIES OF PARABOLIC
GaSb AND InAs QUANTUM DOTS WITH SPIN-ORBIT
AND ELECTRON-ELECTRON INTERACTION

A theoretical consideration of the influence of spin-orbit and

electron-electron interactions on GaSb and InAs quantum dots

occupied by a few electrons is presented in detail. The influence

of spin-orbit and electron-electron interactions on the magnetic

properties of quantum dots at low-temperature values is ana-

lyzed. The magnetic properties of quantum dots with a cer-

tain electron filling exhibit abrupt shifts in magnetization with

changes in the applied magnetic field. The magnetization jump

is a result of electron-electron or spin-orbit interactions.

Ke yw o r d s: quantum dot, spin-orbit interaction, electron-
electron interaction, magnetic properties, magnetization.
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