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СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНI
КОНФIГУРАЦIЇ В МОДЕЛI ТЕМНОЇ
МАТЕРIЇ З ЛЕГКИМ СКАЛЯРОНОМУДК 539

Дослiджено статичнi сферично-симетричнi (ССС) розв’язки квадратичної 𝑓(𝑅)-
гравiтацiї в системi Айнштайна за умов асимптотичної площинностi. Згiдно з не-
щодавньо запропонованою моделлю темної матерiї, ми розглядаємо величину маси ска-
лярона порядку кiлькох меВ. Знайдено представлення основних рiвнянь, яке дозволило
провести чисельне дослiдження CCC конфiгурацiй з достатньо великими (астрофiзи-
чно прийнятними) масами. Показано, що навколо центра симетрiї завжди є область
зi значними ефектами завдяки ненульовому полю скалярона. Розмiр цiєї областi може
бути значно бiльшим, нiж радiус Шварцшильда CCC конфiгурацiї. Отримано асимпто-
тичнi режими поблизу голої сингулярностi в центрi i на просторовiй нескiнченностi
та оцiнено параметри цих режимiв.
К люч о в i с л о в а: компактнi астрофiзичнi об’єкти, модифiкована гравiтацiя, скаляр-
нi поля.

1. Вступ

Нещодавно було запропоновано новий погляд на
темну матерiю (ТМ) як на легкий скалярон [1],
який продовжує лiнiю моделей ТМ з використа-
нням 𝑓(𝑅)-гравiтацiї [2–8], що є найпростiшою
модифiкацiєю загальної теорiї вiдносностi (див.
огляди [9–11]). У цiй теорiї гравiтацiйна густи-
на лагранжiана Aйнштaйна–Гiльберта замiнює-
ться бiльш загальною функцiєю 𝑓(𝑅) скалярної
кривини 𝑅. Це приводить до рiвнянь четвертого
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порядку вiдносно просторово-часової метрики 𝑔𝜇𝜈
(у жорданiвськiй системi вiдлiку). Однак, у рядi
версiй 𝑓(𝑅) задачу можна звести до звичайних рiв-
нянь Айнштайна [9–11] вiдносно нової метрики 𝑔𝜇𝜈
(система вiдлiку Айнштайна) за допомогою кон-
формного перетворення

𝑔𝜇𝜈 = 𝑒2𝜉𝑔𝜇𝜈 , (1)

де скалярне поле 𝜉, вiдоме як скалярон 1, задоволь-
няє додаткове нелiнiйне хвильове рiвняння, яке мi-
стить масу скалярона 𝜇.

1 Насправдi, канонiчний скалярон отримується шляхом де-
якого перемасштабування 𝜉. Однак, дотримуючись робо-
ти [12], ми вiддаємо перевагу використанню безрозмiрно-
го 𝜉. Це пояснює наявнiсть множникiв у потенцiалi ска-
лярона у виразах нижче.
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Виникають природнi питання щодо можливої
ролi 𝑓(𝑅)-гравiтацiї у компактних астрофiзичних
об’єктах. Бiльшiсть публiкацiй на цю тему стосу-
ються конфiгурацiй чорних дiр [13–17]. Статичнi
сферично-симетричнi (ССС) системи без горизон-
ту були дослiдженi чисельно в роботах [12, 18].

У випадку астрофiзичних об’єктiв загальну масу
𝑀 деякої астрофiзичної конфiгурацiї можна ском-
бiнувати з масою скалярона 𝜇 та отримати безроз-
мiрний (у геометризованих одиницях 2) параметр
𝑀𝜇. Модель DM [1] має справу з порiвняно малою
масою скалярона приблизно 4 меВ (див. також ро-
боти [2, 5–8]), що узгоджується з експерименталь-
ною нижньою межею [3, 19–21]. Тим не менш, в
астрофiзичних застосуваннях значення параметра
𝑀𝜇 є досить великим: наприклад, для сонячних
масових систем 𝜇𝑀 ≈ 3 · 109, тодi як для типових
мас центральних об’єктiв в активних ядрах гала-
ктик 𝜇𝑀 ∼ 1018–1019. Такi експоненцiйно великi
числа створюють деякi проблеми пiд час число-
вих моделювань. Зауважимо, що числовi резуль-
тати, отриманi в роботах [12, 18] для квадратичної
моделi 𝑓(𝑅), мають справу лише з помiрними зна-
ченнями 𝑀𝜇.

У цiй статтi розглядаються властивостi ССС
розв’язкiв для достатньо великих значень 𝑀𝜇.
Розглядається скаляронний потенцiал, що виникає
в системi вiдлiку Айнштайна квадратичної 𝑓(𝑅)-
гравiтацiї, як це зроблено в роботi Старобiнсько-
го [22]; див. також роботи [1, 12, 18].

Стаття має таку структуру. У роздiлi 2 розгля-
даються спiввiдношення для 𝑓(𝑅)-гравiтацiї в си-
стемi вiдлiку Айнштайна для ССС конфiгурацiй,
вiдомих iз попереднiх публiкацiй. Основнi рiвнян-
ня у формi, придатнiй для числового моделювання
у випадку великих 𝑀𝜇, представленi в роздiлi 3. У
роздiлi 4 розв’язки iлюструються числовими роз-
рахунками. У роздiлi 5 ми обговорюємо отриманi
результати.

2. Основнi рiвняння
в системi вiдлiку Айнштайна

У [28] були отриманi строгi результати щодо якi-
сних властивостей розв’язкiв у випадку монотон-
них скаляронних потенцiалiв.
У моделi DM [1] квадратична залежнiсть 𝑓(𝑅)

2 𝑐 = ~ = 8𝜋𝐺 = 1; сигнатура метрики (+ - - -)

уможливлює перехiд до системи вiдлiку Айнштай-
на за допомогою перетворення (1). Вiдповiдний по-
тенцiал самодiї скалярона 𝑊 (𝜉) дорiвнює [3, 22]:

𝑊 (𝜉) = 𝜇2𝑤(𝜉) , 𝑤(𝜉) =
3

4
(1− 𝑒−2𝜉)2. (2)

Для ССС простору-часу ми використовуємо си-
стему координат Шварцшильда (координати кри-
вини) з

𝑑𝑠2 ≡ 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = 𝑒𝛼𝑑𝑡2 − 𝑒𝛽𝑑𝑟2 − 𝑟2𝑑𝑂2, (3)

де 𝑟 > 0, 𝛼 ≡ 𝛼(𝑟), 𝛽 ≡ 𝛽(𝑟), а 𝑑𝑂2 = 𝑑𝜃2+sin2 𝜃𝑑𝜙2

позначає метричний елемент на одиничнiй сферi.
За вiдсутностi негравiтацiйних полiв, нетривi-

альнi рiвняння для статичної метрики (3) в системi
вiдлiку Айнштайна мають такий вигляд [12]:

𝑑

𝑑𝑟
(𝛼+ 𝛽) = 6𝑟

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑟

)︂2
, (4)

𝑑

𝑑𝑟
(𝛼− 𝛽) = −2

𝑟
+

2𝑒𝛽

𝑟

[︀
1− 𝑟2𝑊 (𝜉)

]︀
, (5)

де 𝜉 ≡ 𝜉(𝑟). Рiвняння (4) i (5) для 𝛼 та 𝛽 необхiдно
доповнити рiвнянням для скалярона [12]:

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟2𝑒

𝛼−𝛽
2

𝑑𝜉

𝑑𝑟

]︂
=

𝑟2

6
𝑒

𝛼+𝛽
2 𝑊 ′(𝜉). (6)

В асимптотично пласкому статичному просторi-
часi передбачається, що коли 𝑟 → ∞ ми маємо
𝜉(𝑟) → 0, тож рiвняння (6) можна добре апро-
ксимувати рiвнянням для лiнiйного масивного ска-
лярного поля на фонi Шварцшильда:

exp[𝛼(𝑟)] = 1− 𝑟𝑔
𝑟
, exp[𝛽(𝑟)] =

(︁
1− 𝑟𝑔

𝑟

)︁−1

, (7)

де 𝑟𝑔 = 2𝑀 , а 𝑀 > 0 – це маса конфiгурацiї. Асим-
птотика (7) залишається правильною, доки 𝜉 → 0
достатньо швидко коли 𝑟 → ∞. Однак цього недо-
статньо для визначення єдиного розв’язку системи
(4)–(6), i потрiбна додаткова iнформацiя про 𝜉(𝑟).
Для великих 𝑟, малi 𝜉(𝑟) повиннi експоненцiально
спадати [23–25] з асимптотичною поведiнкою

𝜉(𝑟) = 𝑄
(︁𝑟𝑔
𝑟

)︁1+𝑀𝜇

𝑒−𝜇𝑟. (8)

Константа 𝑄, яка характеризує напруженiсть ска-
лярного поля на нескiнченностi, називатиметься
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“скалярним зарядом”. Для заданих 𝑀 та 𝑄 асим-
птотичнi формули (7) та (8) однозначно визнача-
ють розв’язок [12].

Нижче ми обмежимося додатними 𝜉, де потенцi-
ал має платоподiбну форму. Такий вибiр має пере-
ваги з фiзичних причин i узгоджується з даними
сучасних спостережень [26] (див., наприклад, [27]).

3. Редукцiя рiвнянь

Пiсля введення змiнної 𝑥 = 𝜇𝑟 рiвняння (4), (5) та
(6) можна переписати у виглядi

𝑑𝜒

𝑑𝑥
= 3𝑥

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑥

)︂2
, 𝜒 =

1

2
(𝛼+ 𝛽); (9)

𝑑

𝑑𝑥

𝛼− 𝛽

2
= − 1

𝑥
+

𝑒𝛽

𝑥

[︀
1− 𝑥2𝑤(𝜉)

]︀
; (10)

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝑥2𝑒

𝛼−𝛽
2

𝑑𝜉

𝑑𝑥

]︂
=

𝑥2

6
𝑒𝜒𝑤′(𝜉), (11)

де 𝜒 = 1
2 (𝛼 + 𝛽). Ця система не мiстить параметр

𝜇, проте вiн все ще мiститься в граничних умовах
при 𝑥 → ∞.

Зi строгих аналiтичних мiркувань у випадку мо-
нотонної функцiї 𝑤(𝜉), де 𝜉 > 0 [12] (пор. та-
кож з випадком мiнiмально зв’язаного скалярно-
го поля [28]), випливає, що в будь-якому нетри-
вiальному випадку має iснувати деяка “область
скаляризацiї”, де розв’язок суттєво вiдрiзняється
вiд розв’язку Шварцшильда, i можна побачити
очевидний прояв модифiкованої гравiтацiї. У ви-
падку нетривiального скалярона в центрi знаходи-
ться гола сингулярнiсть [12].

Зосередимося на астрофiзично цiкавому випад-
ку, коли розмiр цiєї областi достатньо великий,
скажiмо, ∼100𝑟𝑔. З iншого боку, повинен iснува-
ти iнтервал малих експоненцiйно спадних 𝜉(𝑟) для
𝑟 ≥ 𝑟0 [див. рiвняння (8)]; метрика в цiй областi
швидко набуває значень Шварцшильда (7) зi зро-
станням 𝑟. Вiн буде позначений як iнтервал A.

Для великих 𝑀𝜇 важко виконати пряме число-
ве iнтегрування системи (9)–(11) для всiх 𝑟 > 0
через експоненцiально великi числа та швидкi змi-
ни пiд час переходу вiд областi скаляризацiї до iн-
тервалу A. У зв’язку з цим ми розглянемо окремо
випадки 𝑟 > 𝑟0 та 𝑟 < 𝑟0, де 𝑟0 позначає нижню
межу A. Ми використовуємо аналiтичне наближе-
ння для 𝑟 > 𝑟0 та робимо чисельне продовження
до iнших областей зi зменшенням 𝑟 ∈ (0, 𝑟0). Зво-
ротне iнтегрування тут є кращим, оскiльки воно

дає змогу уникнути експоненцiально зростаючих
похибок в обчисленнях.

Нехай 𝜉0 ≡ 𝜉(𝑟0) достатньо мале, щоб використо-
вувати формули (7) та (Д.6) для 𝑟 ≥ 𝑟0. Для зада-
ного 𝜉(𝑟0) значення 𝑟0 можна пов’язати зi скаляр-
ним зарядом згiдно з виразом (25). Для того щоб
розглянути задачу для великих 𝑀𝜇, ми вводимо
нову незалежну змiнну 𝑝 за допомогою спiввiдно-
шень
𝑥 = 𝑟𝜇 = 𝑋0+

𝑝

𝑋0
≡ 𝑋0𝑈(𝑝), 𝑈(𝑝) = 1+

𝑝

𝑋2
0

, (12)

де 𝑋0 = 𝜇𝑟0 ≫ 1 та iнтервал 𝑟 ∈ (0, 𝑟0] вiдповiдає
вiд’ємному 𝑝 ∈ (−𝑋2

0 , 0]. Рухатимемося вiд 𝑝 = 0
до вiд’ємних значень.

Рiвняння (9) дає

𝑑𝜒

𝑑𝑝
= 3𝑈

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑝

)︂2
𝑋2

0 . (13)

Позначимо

𝑌 = 𝑈 exp

(︂
𝛼− 𝛽

2

)︂
, 𝑍 = −𝑋0𝑈𝑌

𝑑𝜉

𝑑𝑝
. (14)

Пiсля переходу до нової змiнної, рiвняння (5), по-
множене на exp[(𝛼− 𝛽)/2], можна перетворити на

𝑑𝑌

𝑑𝑝
= 𝑒𝜒

[︂
1

𝑋2
0

− 𝑈2𝑤(𝜉)

]︂
. (15)

Використовуючи рiвняння (12) та (14), з рiвняння
(6) отримуємо

𝑑

𝑑𝑝

[︂
𝑈𝑌

𝑑𝜉

𝑑𝑝

]︂
=

𝑈2

6𝑋2
0

𝑒𝜒𝑤′(𝜉), (16)

i рiвняння (16) зводиться до двох рiвнянь першого
порядку

𝑑𝜉

𝑑𝑝
= − 𝑍

𝑋0𝑈𝑌
, (17)

𝑑𝑍

𝑑𝑝
= − 𝑈2

6𝑋0
𝑒𝜒𝑤′(𝜉). (18)

Пiдстановка рiвняння (17) у рiвняння (13) дає

𝑑𝜒

𝑑𝑝
=

3𝑍2

𝑈𝑌 2
. (19)

Тепер ми маємо замкнену систему з чотирьох рiв-
нянь (15) та (17)–(19) у нормалiзованiй формi,
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Рис. 1. Залежностi log 𝑌 вiд 𝑟/𝑟𝑔 для 𝑞 = 50 та 100 (вiд-
повiдно, 𝑟0 = 48,0 та 97, 7). log(𝑀𝜇) = 20 (суцiльнi лiнiї)
та 10 (пунктирнi лiнiї). Поза областю скаляризацiї спосте-
рiгається незначне збiльшення 𝑌 (𝑟) ≈ (𝑟− 𝑟𝑔)/𝑟0, але це не
видно на цьому рисунку

Рис. 2. Залежностi 𝑍 вiд 𝑟/𝑟𝑔 для 𝑞 = 50, 100 та 200 (вiдпо-
вiдно, 𝑟0 = 48,0; 97,7 та 197,4). Поза областю скаляризацiї
𝑍(𝑟) > 0 прямує до нуля. Для фiксованого 𝑞, в областi ска-
ляризацiї, кривi 𝑍(𝑟) виглядають практично однаково для
рiзних log(𝑀𝜇) = 3–20

Рис. 3. Залежностi 𝛼 вiд 𝑟/𝑟𝑔 для 𝑞 = 50, 100 та 1000 (вiд-
повiдно, 𝑟0 = 48,0; 97,7 та 996,5). Кривi виглядають пра-
ктично однаково для log(𝜇𝑀) = 3–20. Поза областю скаля-
ризацiї 𝛼(𝑟) ≈ −𝑟𝑔/𝑟

яка готова до зворотного числового iнтегруван-
ня, починаючи з 𝑝 = 0. Вiдповiдно, ми встанов-
люємо початковi умови коли 𝑝 = 0, що вiдповiдає
𝑟 = 𝑟0 > 𝑟𝑔:

𝜉(0) = 𝜉0, 𝑌 (0) ≡ 𝑌0 = exp

[︂
𝛼0 − 𝛽0

2

]︂
,

𝜒(0) = 𝜒0, 𝑍0 = −𝑋0𝑌0

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑝

)︂
. (20)

З виразу (Д.5) отримуємо

𝑍0 = −𝑋0𝑌0

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑝

)︂
0

= 𝜉0 exp
(︁𝛼0

2

)︁
. (21)

Згiдно з роботами [12, 28], з рiвнянь (9)–(11) ми
робимо висновок про те, що iснують граничнi зна-
чення

𝑌𝐶 = lim
𝑟→0

𝑌 (𝑟), 𝑍𝐶 = lim
𝑟→0

𝑍(𝑟), (22)

якi визначають асимптотичну поведiнку 𝛼(𝑟), 𝛽(𝑟)
та 𝜉(𝑟) при 𝑟 → 0:

𝛼(𝑟) ∼ (3𝜂2 − 1) ln(𝑟/𝑟𝑔),

𝛽(𝑟) ∼ (3𝜂2 + 1) ln(𝑟/𝑟𝑔),

𝜉(𝑟) ∼ −𝜂 ln(𝑟/𝑟𝑔),

(23)

де 𝜂 = 𝑋0𝑍𝐶/𝑌𝐶 .

4. Числовi розрахунки

У випадку скаляронного потенцiалу квадратичної
моделi (2) ми розглянемо додатну гiлку 𝜉 > 0.

Початковi умови в точцi 𝑟0 повиннi бути узго-
дженi з умовами асимптотичної площинностi. Зна-
чення 𝜉0 повинно задовольняти нерiвнiсть (Д.8),
щоб можна було використовувати наближення
слабкого поля (8). Тому при числовому моделю-
ваннi ми накладаємо такi початковi умови:

𝜉(𝑟0) =
𝜉0√
𝑋0

, (24)

де 𝜉0 ≪ 1 фiксовано.
Використовуючи рiвняння (8), можна пов’язати

𝑟0 з 𝑄. Для 𝑟0 ≫ 𝑟𝑔, враховуючи (24), пiсля нехту-
вання членом ∼𝑂(ln(𝜇𝑟0))/(𝑀𝜇), отримуємо про-
сте спiввiдношення у граничному випадку великих
𝑀𝜇:

𝑞 =
ln𝑄

𝜇𝑟𝑔
=

𝑟0
𝑟𝑔

+
1

2
ln

𝑟0
𝑟𝑔

. (25)

Ми розглянули систему рiвнянь (15) i (17)–(19)
чисельно для рiзних 𝑀𝜇 та рiзних розмiрiв областi
скаляризацiї. Типовi приклади показанi на рис. 1–
5 для двох значень 𝑞 [див. рiвняння (25)]: 𝑞 = 50,
що вiдповiдає 𝑟0/𝑟𝑔 = 113, та 𝑞 = 100, що вiдповiд-
ає 𝑟0/𝑟𝑔 = 228. Зазвичай використовувалося зна-
чення 𝜉0 = 0,001 в рiвняннi (24).
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Важливу роль в описi якiсних властивостей
розв’язкiв вiдiграють функцiї 𝑌 (𝑟) та 𝑍(𝑟). В обла-
стi C кривi 𝑌 (𝑟) та 𝑍(𝑟) коли 𝑟 . 𝑟0/2 стають поло-
гiшими: 𝑌 (𝑟) ≈ 𝑌𝐶 i 𝑍(𝑟) ≈ 𝑍𝐶 . Це чiтко видно на
рис. 1 i 2, якi визначають основнi (логарифмiчнi)
члени в асимптотицi. Це забезпечується швидким
зменшенням 𝑒𝜒 ≈ 𝑒𝛽 зi зменшенням 𝑟 (див. рис. 3
та 4). Важливо вiдзначити дуже слабкi змiни у по-
ведiнцi залежностей 𝛼(𝑟) та 𝑍(𝑟) коли log(𝑀𝜇) в
iнтервалi log(𝑀𝜇) ∈ [3, 20]. Поведiнка функцiї 𝜉(𝑟)
показана на рис. 5.

5. Обговорення

Ми знайшли представлення основних рiвнянь, що
описують ССС конфiгурацiї в системi вiдлiку
Айнштайна квадратичної 𝑓(𝑅)-гравiтацiї, що да-
ло змогу виконати числовi розрахунки для до-
сить високих значень 𝑀𝜇 аж до 1020. Це можна
використати у випадку моделi DM (див., напри-
клад, роботи [1, 3]) зi скаляронною масою з МеВ-
дiапазону, що задовольняє наявнi експерименталь-
нi нижнi межi [19, 20]. Отримано такi результати.

Для довiльних нетривiальних 3 𝜉(𝑟) iснують три
основнi областi радiальної змiнної з рiзними ти-
пами поведiнки розв’язкiв. Iснує деяке значення
𝑟0 радiальної змiнної, яке роздiляє областi слабко-
го та сильного скаляронного поля 𝜉. Для 𝑟 ≥ 𝑟0
(область A) маємо малу 𝜉(𝑟), яка експоненцiаль-
но спадає вiдповiдно до виразу (8) зi зростанням
𝑟. Метрика набуває значень Шварцшильда. Така
поведiнка є типовою для низки моделей, що опи-
сують масивне лiнiйне скалярне рiвняння поля в
режимi слабкого поля на фонi Шварцшильда.

З iншого боку, для менших 𝑟 (приблизно 𝑟 .
. 𝑟0/2, область C), залежностi 𝑌 (𝑟) та 𝑍(𝑟), ви-
значенi рiвняннями (14), стають пологiшими i ма-
ють ненульовi межi коли 𝑟 → 0 (див. рис. 1 та 2).
У цiй областi ми маємо практично сталi значення
цих функцiй та 𝑟𝑑𝜉/𝑑𝑟. Вiдомо [12], що для будь-
якого 𝜉(𝑟) ̸≡ 0 iснує гола сингулярнiсть у центрi.
Зауважимо, що iснування граничних значень (22) i
поведiнка поблизу центру є типовими для широко-
го класу ССС розв’язкiв зi скалярним полем [28].

У промiжнiй областi (область B) вiдбувається
рiзка змiна метрики поблизу 𝑟0. Потiм, зi зменше-
нням 𝑟, розв’язок плавно переходить у режим C.

3 Випадок 𝜉 = 0 вiдповiдає розв’язку Шварцшильда в си-
стемах вiдлiку Айнштайна та Жордана.

Рис. 4. Залежностi 𝛽 вiд 𝑟/𝑟𝑔 . Параметри та стилi лiнiй
такi самi, як на рис. 1. Поза областю скаляризацiї 𝛽(𝑟) ≈
≈ 𝑟𝑔/𝑟

Рис. 5. Залежностi 𝜉 вiд 𝑟/𝑟𝑔 для 𝑞 = 50, 100 та 200. Кривi
мають однаковий вигляд для log(𝜇𝑀) = 3–20. Поза областю
скаляризацiї 𝜉(𝑟) наближено описується виразом (8)

Важливо, що функцiї 𝑌 (𝑟)/𝑋0 та 𝑍(𝑟) практично
не залежать вiд 𝑀𝜇 для фiксованих 𝑞. Це було
пiдтверджено чисельно для log(𝑀𝜇) = 5–20.

В областi скаляризацiї, визначенiй параметром
𝑟0, iснують значнi ефекти, зумовленi полем скаля-
рона, якi можуть впливати на структуру акреацiй-
ного диска навколо сингулярностi, розташованої
в центрi. Розмiр цiєї областi може бути значним
залежно вiд параметра 𝑞 (та/або 𝑄). Це можна
використовувати для спростування або пiдтвер-
дження iснування таких конфiгурацiй на основi
спостережень.

Нашi результати стосуються розв’язкiв 𝑓(𝑅)-
гравiтацiї в системi вiдлiку Айнштайна. Перехiд
до жорданової системи вiдлiку виконується згiдно
з виразом (1), що приводить до вакуумних розв’яз-
кiв. У системi вiдлiку Айнштайна це вiдповiдає
“скалярному вакууму”, коли ми маємо рiвняння
Айнштайна для конформно перетвореної метри-
ки з тензором енергiї-iмпульсу скалярного поля
[9–11]. Однак нашi результати можна застосува-
ти до випадку, коли є ненульовий сферично симе-
тричний неперервний розподiл маси-енергiї в цен-
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тральнiй областi. У цьому випадку гравiтацiйне
поле у внутрiшнiй областi визначається тензором
енергiї-iмпульсу всерединi тiла. Поза цим тiлом ми
маємо згаданий вище вакуумний розв’язок, що ви-
значається повною масою 𝑀 та “скалярним заря-
дом” 𝑄, якi, однак, залежать вiд вiдповiдного узго-
дження з внутрiшньою областю.

Автор вдячний Ю.Штанову та О.Сташку
за кориснi обговорення. Ця робота була частко-
во пiдтримана Нацiональним фондом дослiджень
України (проєкт №2023.03/0149).

ДОДАТОК
Наближенi розв’язки в областi A

Для |𝜉| ≪ 1 потенцiал скалярона приблизно дорiвнює
𝑊 (𝜉) = 3𝜇2𝜉2, i рiвняння (6) описує лiнiйне скалярне по-
ле,

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟2𝑒

𝛼−𝛽
2

𝑑𝜉

𝑑𝑟

]︂
= 𝜇2𝑟2𝑒

𝛼+𝛽
2 𝜉. (Д.1)

При великих 𝑀𝜇 ≫ 1 можна застосувати метод ВКБ. Пiд-
ставляючи 𝜉(𝑟) = exp(𝜇𝑢) у рiвняння (Д.1), маємо(︂
𝑑𝑢

𝑑𝑟

)︂2

+
1

𝜇

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+

1

𝜇

[︂
𝑑

𝑑𝑟

(︂
2 ln 𝑟 +

𝛼− 𝛽

2

)︂]︂
= 𝑒𝛽 . (Д.2)

Тепер пiдставляючи 𝑢(𝑟) = 𝑢0(𝑟) + 𝜇−1𝑢1(𝑟) + ..., у нульо-
вому порядку по 𝜇−1, отримуємо

𝑑𝑢0

𝑑𝑟
= −𝑒𝛽/2, (Д.3)

де врахована асимптотична поведiнка на нескiнченностi. У
наступному порядку,

𝑢1(𝑟) = − ln 𝑟 −
𝛼

4
+ const (Д.4)

до членiв порядку 𝑂
(︀
(𝑀𝜇)−1

)︀
.

Використовуючи рiвняння (Д.3), отримуємо

𝑑𝜉

𝑑𝑟
= −𝜇𝜉𝑒𝛽/2

[︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑀𝜇

)︂]︂
. (Д.5)

Для 𝑀𝜇 ≫ 1, 𝑟 > 2𝑟𝑔 i 𝜉 ≪ 1, у випадку метрики Швар-
цшильда (7), рiвняння (Д.3) та (Д.4) дають

𝜉(𝑟) =

𝑄(4/𝑒)𝑀𝜇 exp

(︂
−𝜇𝑟

√︂
1−

𝑟𝑔

𝑟

)︂
(︁
1−

𝑟𝑔

𝑟

)︁1/4 (︂
1 +

√︂
1−

𝑟𝑔

𝑟

)︂𝜇𝑟𝑔

(︁𝑟𝑔
𝑟

)︁1+𝑀𝜇
, (Д.6)

що вiрно до членiв порядку 𝑂
(︀
(𝑀𝜇)−1

)︀
. Ця формула при-

водить до виразу (8) коли 𝑟 ≫ 𝑟𝑔 .
Зробленi наближення ефективнi за умови, що 𝜉 доста-

тньо мале, щоб не впливати на метрику через (4), (5). От-
же, ми повиннi оцiнити, як 𝜉(𝑟) впливає на 𝛼(𝑟) та 𝛽(𝑟) за
умов асимптотичної площинностi. Ми припускаємо тут, що

𝑟 ≫ 𝑟𝑔 . Використовуючи рiвняння (7) як нульове набли-
ження, поправка першого порядку до 𝜒(𝑥) отримується з
рiвняння (4) з урахуванням або рiвняння (8), або рiвнян-
ня (Д.6):

𝜒(𝑟) = −3

∞∫︁
𝑟

𝑑𝑟′𝑟′
(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑟

)︂2
≈ −

3

2
𝜇𝑟𝜉2(𝑟). (Д.7)

Отже, для того, щоб було |𝜒0| ≪ 1, необхiдно мати

𝑋0𝜉
2
0 ≪ 1. (Д.8)

Також, за умови (Д.8) можна зробити висновок з рiвнян-
ня (5), що |𝑒−𝛼0 (1−𝑟𝑔/𝑟0)−1| ≪ 1 та |𝑒𝛽0 (1−𝑟𝑔/𝑟0)−1| ≪ 1.
У цьому випадку можна бути впевненим, що при 𝑟 ≥ 𝑟0 мо-
жна використовувати формули (7) та (Д.6).
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SPHERICALLY SYMMETRIC
CONFIGURATIONS IN THE DARK
MATTER MODEL WITH LIGHT SCALARON

Static spherically symmetric (SSS) solutions of the quadratic

𝑓(𝑅) gravity are studied in the Einstein’s frame under con-

ditions of asymptotic flatness. Following recent dark matter

model [1], we consider the scalaron mass of the order of several

meV. We found a representation of the basic equations that

enabled us to perform a numerical investigation of the SSS

configurations with sufficiently large (astrophysically relevant)

masses. There is always a region around the center with sig-

nificant effects due to a (nontrivial) scalaron field. The size of

this region can be essentially larger than the Schwarzschild ra-

dius of the configuration. We describe asymptotic regimes near

the naked singularity at the center and at spatial infinity and

relate the parameters of these regimes.

Ke yw o r d s: compact astrophysical objects, modified gravity,
scalar fields.
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