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КОЕФIЦIЄНТИ ВIДБИВАННЯ
ТА ПРОХОДЖЕННЯ ЕЛЕКТРОМАГНIТНОЇ
ХВИЛI, НОРМАЛЬНО ПАДАЮЧОЇ
НА ШАРУВАТУ СТРУКТУРУУДК 539

Отримано простi аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв вiдбивання та проходження пло-
скої лiнiйно поляризованої електромагнiтної хвилi у випадку нормального падiння на
шарувату структуру з плоскопаралельних дiелектричних шарiв. Показники заломле-
ння прошаркiв можуть бути комплексними. На вiдмiну вiд стандартного методу
трансфер-матрицi, в якому коефiцiєнти вiдбивання та проходження електромагнiтної
хвилi отримуються неявно, запропонований метод дає явний вигляд для коефiцiєнтiв
вiдбивання та проходження через товщини прошаркiв, а також коефiцiєнтiв формул
Френеля для меж подiлу мiж прошарками. Як приклад застосування отриманих ре-
зультатiв, знайдено коефiцiєнт вiдбивання електромагнiтної хвилi нормально падаю-
чої на напiвнескiнченну перiодичну структуру, утворену чергуванням двох дiелектри-
чних шарiв.
К люч о в i с л о в а: коефiцiєнт вiдбивання, коефiцiєнт проходження, оптика шаруватих
структур, формули Френеля.

1. Вступ
Оптичнi властивостi шаруватих структур, в яких
чергуються прошарки рiзних матерiалiв, виклика-
ють значне зацiкавлення у зв’язку з їх численни-
ми застосуваннями в радiоелектронних пристро-
ях типу антен, плазмонiцi, фотоелектронiцi, а
саме, в ролi дзеркал Брегга, оптичних перемика-
чiв та фiльтрiв тощо. Використання рiдких кри-
сталiв, якi є чутливими до зовнiшнiх електрично-
го/магнiтного чи свiтлового полiв, в ролi принайм-
нi одного або частини прошаркiв [1] вiдкриває ши-
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рокi можливостi динамiчного керування оптични-
ми властивостями шаруватих структур за допо-
могою слабких зовнiшнiх квазiстатичних електри-
чних полiв. Шаруватi структури з прошарками
рiдких кристалiв знайшли практичне застосуван-
ня в широкому дiапазонi частот, вiд оптичного до
терагерцового [2].

Очевидно розрахунок коефiцiєнтiв проходження
та вiдбивання електромагнiтних хвиль є актуаль-
ною i першочерговою задачею в усiх застосуван-
нях оптичних шаруватих структур. Так, автора-
ми [3] був запропонований полiномiальний пiдхiд
для пошуку коефiцiєнтiв вiдбивання та проходже-
ння електромагнiтної хвилi через шарувату стру-
ктуру. Рекурсивнi спiввiдношення для розрахунку
узагальнених коефiцiєнтiв Френеля для шаруватої
структури використовувалися в [4]. Вплив метале-
вого прошарку на коефiцiєнти Френеля, зокрема
в шаруватих структурах, дослiджувався в [5]. Ге-
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нерацiя другої гармонiки на межах подiлу шару-
ватого середовища теоретично розглядалася в [6].
Спроба отримати вигляд коефiцiєнта проходжен-
ня електромагнiтної хвилi через анiзотропне перi-
одичне середовище здiйснена в [7]. Вивiд формул
Френеля для випадку неплоских меж подiлу сере-
довищ мiститься в [8].

Важливим з точки зору практичного застосува-
ння є випадок нормального падiння електромагнi-
тної хвилi на шарувату структуру. У цьому ви-
падку розроблений стандартний метод трансфер-
матрицi для знаходження коефiцiєнтiв вiдбиван-
ня i проходження електромагнiтної хвилi, викла-
дений, зокрема, в [9]. Хоча цей метод вiдносно
простий, проте, за умови великої кiлькостi про-
шаркiв, вiн передбачає перемножування велико-
го числа матриць. У випадку нескiнченної шару-
ватої структури число перемножуваних матриць
прямує до нескiнченностi. Така ситуацiя може бу-
ти суттєво незручною для числового рахунку та
може призводити до накопичення похибки. Крiм
того, результуючi формули методу мiстять добу-
тки матриць, що робить сам результат розрахунку
неявним. За умови нормального падiння електро-
магнiтної хвилi на шарувату структуру робилися
спроби спростити процедуру отримання коефiцi-
єнтiв вiдбивання та проходження. Зокрема, в [10]
автори неявно пов’язували коефiцiєнти вiдбивання
та проходження електромагнiтної хвилi для двох
сусiднiх прошаркiв середовища. Для цього викори-
стовувалися рекурентнi спiввiдношення, якi пов’я-
зують амплiтуди електричного i магнiтного полiв
всерединi трьох послiдовних прошаркiв. Запропо-
нований пiдхiд також не дозволяє врахувати втра-
ти енергiї в середовищi, оскiльки спирається на за-
кон збереження енергiї.

У представленiй роботi отриманi явнi вирази
для коефiцiєнтiв вiдбивання та проходження пло-
скої лiнiйно поляризованої електромагнiтної хвилi
у випадку нормального падiння на шарувату стру-
ктуру, що складається з плоскопаралельних дiеле-
ктричних шарiв з заданими товщинами та пока-
зниками заломлення. Останнi при цьому можуть
бути комплексними. Особливо простого вигляду в
формi звичайного неперервного дробу набуває ко-
ефiцiєнт вiдбивання. Як вiдомо умови чисельної
стiйкостi розрахунку неперервних дробiв добре ви-
вченi [11], тому такi результати є зручними для
числових розрахункiв, оскiльки допускають про-

сту програмну реалiзацiю. Це, зокрема, дозволяє
отримати надiйнi результати у випадку напiвне-
скiнченної шаруватої структури. Зазначимо, що
запропонований пiдхiд мiнiмiзує накопичення по-
хибки в числових розрахунках величин коефiцiєн-
тiв вiдбивання та проходження електромагнiтних
хвиль через шаруватi середовища. Робота органi-
зована таким чином.

У роздiлi 2 описана фiзична модель, отриманi
рекурентнi спiввiдношення для амплiтуд електри-
чного поля електромагнiтних хвиль, якi поширю-
ються у прямому та зворотньому напрямках, в
трьох послiдовних прошарках розглядуваної стру-
ктури. Приведено загальний вигляд коефiцiєнтiв
вiдбивання i проходження електромагнiтної хвилi
через шарувату структуру.

У роздiлi 3 коефiцiєнти вiдбивання та проходже-
ння електромагнiтної хвилi вираженi через товщи-
ни прошаркiв та коефiцiєнти формул Френеля для
меж подiлу прошаркiв. В ролi перевiрки, отриманi
результати застосовано до добре вивчених випад-
кiв, а саме, двох напiвнескiнченних середовищ та
одного прошарку, обмеженого двома напiвнескiн-
ченними середовищами.

У роздiлi 4 за допомогою запропонованого пiд-
ходу отримано аналiтичний вираз для коефiцiєн-
та вiдбивання електромагнiтної хвилi вiд напiвне-
скiнченної перiодичної структури, утвореної чер-
гуванням двох дiелектричних шарiв.

Обговорення результатiв та короткi висновки
роботи наведенi в роздiлi 5.

2. Основнi рiвняння та їх розв’язок

Розглянемо шарувату структуру, утворену чергу-
ванням 𝑁 однорiдних плоскопаралельних дiеле-
ктричних шарiв, обмежену площинами 𝑧 = 0
та 𝑧 = 𝐿. Розглядувана структура помiщена на
однорiдну дiелектричну пiдкладку з дiйсним по-
казником заломлення. З iншого боку зi сторони
повiтря на шарувату структуру в додатному на-
прямку осi 𝑂𝑧 нормально падає плоска монохро-
матична свiтлова хвиля частоти 𝜔. Остання вва-
жається поляризованою в напрямку осi 𝑂𝑥, орiєн-
тованої вздовж межi подiлу повiтря та шаруватого
середовища. Свiтлова хвиля по мiрi проникнення в
середовища дiелектричних шарiв зазнає ряд послi-
довних вiдбивань на межах подiлу останнiх. Схе-
ма розглядуваної структури разом з напрямками
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Структура 𝑁 однорiдних плоскопаралельних дiелектри-
чних шарiв. Падаюча хвиля поширюється вздовж напрям-
ку 𝑂𝑧. У кожному шарi амплiтуди хвиль, що поширюються
вздовж 𝑂𝑧 i назад, позначаються як 𝐴 i 𝐴′ вiдповiдно

поширення падаючих 𝐴𝑖 i вiдбитих 𝐴′
𝑖 електрома-

гнiтних хвиль наведена на рисунку.
У межах кожного шару розглядуваної стру-

ктури вектор напруженостi E електричного по-
ля свiтлової хвилi є розв’язком хвильового рiвнян-
ня ΔE+ 𝜔2

𝑐2 𝑛2 E = 0, де 𝑛 – показник заломлення
середовища вiдповiдного шару. Вектор напруже-
ностi H магнiтного поля свiтлової хвилi знаходи-
ться iз рiвняння Максвелла rotE = −𝜇0

𝜕H
𝜕𝑡 . У на-

прямку координатних осей 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦 розглядувану
систему вважаємо однорiдною. Тодi у вiдповiдно-
стi з наведеним, у повiтрi при 𝑧 < 0 та середови-
щi 𝑖-го дiелектричного шару при 𝑑𝑖−1 < 𝑧 < 𝑑𝑖
(тут 𝑑0 ≡ 0, 𝑑𝑁 ≡ 𝐿) величини векторiв напруже-
ностi електричного 𝐸𝑖 i магнiтного 𝐻𝑖 полiв вiдпо-
вiдно матимуть вигляд

𝐸𝑖(𝑧) = 𝐴𝑖𝑒
𝑖𝑘𝑛𝑖𝑧 +𝐴′

𝑖𝑒
−𝑖𝑘𝑛𝑖𝑧,

𝐻𝑖(𝑧) =
𝑛𝑖

𝑐𝜇0

(︀
𝐴𝑖𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑖𝑧 −𝐴′
𝑖𝑒

−𝑖𝑘𝑛𝑖𝑧
)︀
,

(1)

де 𝑘 = 𝜔/𝑐 – хвильове число електромагнiтної хви-
лi у вакуумi, 𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 – нумерує середовища

повiтря та плоскопаралельних дiелектричних про-
шаркiв, з показниками заломлення 𝑛𝑖 вiдповiдно
(див. рисунок).

Нижче шаруватого середовища, 𝑧 > 𝐿, в обла-
стi дiелектричної пiдкладки з дiйсним показни-
ком заломлення 𝑛𝑁+1, має мiсце тiльки хвиля, що
пройшла через систему, з векторами напруженостi
електричного i магнiтного полiв вiдповiдно

𝐸𝑁+1(𝑧) = 𝐴𝑁+1𝑒
𝑖𝑘𝑛𝑁+1𝑧,

𝐻𝑁+1(𝑧) =
𝑛𝑁+1𝐴𝑁+1

𝑐𝜇0
𝑒𝑖𝑘𝑛𝑁+1𝑧.

(2)

Формально введемо “вiдбиту” хвилю в середовищi
дiелектричної пiдкладки за шаруватою системою,
позначивши 𝐴′

𝑁+1 ≡ 0.
Очевидно на межах подiлу 𝑧 = 𝑑𝑖 (тут 𝑖 =

= 0, 1, 2, ..., 𝑁) дiелектричних шарiв вектори на-
пруженостi електричного 𝐸𝑖 i магнiтного 𝐻𝑖 по-
лiв свiтлової хвилi повиннi задовольняти межовi
умови електродинамiки. Iз умови рiвностi танген-
цiальних компонент електричного та магнiтного
полiв на межах подiлу середовищ, отримаємо си-
стему рiвнянь, яка зв’язує амплiтуди падаючих 𝐴𝑖

i вiдбитих 𝐴′
𝑖 хвиль у сусiднiх прошарках:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝐴𝑙𝑒
𝑖𝑘𝑛𝑙𝑑𝑙 +𝐴′

𝑙𝑒
−𝑖𝑘𝑛𝑙𝑑𝑙 =

= 𝐴𝑙+1𝑒
𝑖𝑘𝑛𝑙+1𝑑𝑙 +𝐴′

𝑙+1𝑒
−𝑖𝑘𝑛𝑙+1𝑑𝑙 ,

𝑛𝑙

(︀
𝐴𝑙𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑙𝑑𝑙 −𝐴′
𝑙𝑒

−𝑖𝑘𝑛𝑙𝑑𝑙
)︀
=

= 𝑛𝑙+1

(︀
𝐴𝑙+1𝑒

𝑖𝑘𝑛𝑙+1𝑑𝑙 −𝐴′
𝑙+1𝑒

−𝑖𝑘𝑛𝑙+1𝑑𝑙
)︀
.

(3)

Виразивши звiдси амплiтуди 𝐴𝑙+1 та 𝐴′
𝑙+1 через

𝐴𝑙 та 𝐴′
𝑙, матимемо

𝐴𝑙+1 = 𝑎𝑙𝑒
𝑖𝛿𝑙𝐴𝑙 + 𝑏𝑙𝑒

−𝑖𝜎𝑙𝐴′
𝑙, (4)

𝐴′
𝑙+1 = 𝑏𝑙𝑒

𝑖𝜎𝑙𝐴𝑙 + 𝑎𝑙𝑒
−𝑖𝛿𝑙𝐴′

𝑙, (5)

де введенi позначення

𝑎𝑙 =
1

2

(︂
1 +

𝑛𝑙

𝑛𝑙+1

)︂
, 𝑏𝑙 =

1

2

(︂
1− 𝑛𝑙

𝑛𝑙+1

)︂
, (6)

𝜎𝑙 = 𝑘(𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1)𝑑𝑙, 𝛿𝑙 = 𝑘(𝑛𝑙 − 𝑛𝑙+1)𝑑𝑙. (7)

Аналогiчно, виразимо амплiтуди 𝐴𝑙 та 𝐴′
𝑙 через

𝐴𝑙−1 та 𝐴′
𝑙−1

𝐴𝑙 = 𝑎𝑙−1𝑒
𝑖𝛿𝑙−1𝐴𝑙−1 + 𝑏𝑙−1𝑒

−𝑖𝜎𝑙−1𝐴′
𝑙−1, (8)

𝐴′
𝑙 = 𝑏𝑙−1𝑒

𝑖𝜎𝑙−1𝐴𝑙−1 + 𝑎𝑙−1𝑒
−𝑖𝛿𝑙−1𝐴′

𝑙−1. (9)
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Тодi з спiввiдношень (4), (8), (9), можна виразити
амплiтуду 𝐴𝑙+1 через 𝐴𝑙 та 𝐴𝑙−1

𝐴𝑙+1 = 𝛼−
𝑙 𝐴𝑙 + 𝛽−

𝑙 𝐴𝑙−1. (10)

Аналогiчно, з спiввiдношень (5), (8), (9), можна
виразити амплiтуду 𝐴′

𝑙+1 через 𝐴′
𝑙 та 𝐴′

𝑙−1

𝐴′
𝑙+1 = 𝛼+

𝑙 𝐴
′
𝑙 + 𝛽+

𝑙 𝐴′
𝑙−1. (11)

Тут введенi позначення

𝛼±
𝑙 = 𝑎𝑙𝑒

∓𝑖𝛿𝑙 + 𝑎𝑙−1
𝑏𝑙

𝑏𝑙−1
𝑒±𝑖(𝛿𝑙−1+𝜎𝑙−𝜎𝑙−1),

𝛽±
𝑙 = 𝑏𝑙

[︂
𝑏𝑙−1 −

𝑎2𝑙−1

𝑏𝑙−1

]︂
𝑒±𝑖(𝜎𝑙−𝜎𝑙−1),

(12)

де 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑁 .
Неважко бачити, що з спiввiдношення (11) ви-

пливає
𝐴′

𝑙−1

𝐴′
𝑙

= −
𝛼+
𝑙

𝛽+
𝑙

+
1

𝛽+
𝑙

·
1

𝐴′
𝑙

𝐴′
𝑙+1

. (13)

Послiдовно застосовуючи цю рекурентну форму-
лу 𝑁 разiв, починаючи з 𝑙 = 0, знайдемо вiдно-
шення амплiтуд вiдбитої електромагнiтної хвилi в
повiтрi та першому плоскопаралельному шарi:

𝐴′
0

𝐴′
1

= −𝛼+
1

𝛽+
1

+
1

𝛽+
1

·
1

−𝛼+
2

𝛽+
2

+
1

𝛽+
2

·
1

. . .

−
𝛼+
𝑁

𝛽+
𝑁

+
1

𝛽+
𝑁

·
𝐴′

𝑁+1

𝐴′
𝑁

.

(14)

Враховуючи те, що в середовищi пiдкладки за ша-
руватою структурою 𝐴′

𝑁+1 = 0, отримуємо

𝛽+
1

𝐴′
0

𝐴′
1

= −𝛼+
1 +

𝛽+
2

−𝛼+
2 +

𝛽+
3

. . .

−𝛼+
𝑁+1 +

𝛽+
𝑁

𝛼+
𝑁

. (15)

Зi спiввiдношення (5) при 𝑙 = 0 отримаємо
зв’язок

𝐴′
0

𝐴0
=

𝛽+
0

−𝛼+
0 +

𝐴′
1

𝐴′
0

, (16)

де враховано, що 𝜎0 = 𝛿0 = 0 (7), оскiльки 𝑑0 = 0,
а також 𝛼+

0 = 𝑎0, 𝛽+
0 = 𝑏0 (12).

Пiдстановка виразу (16) у спiввiдношення (15)
дає величину вiдношення амплiтуд вiдбитої та па-
даючої на шарувату структуру електромагнiтних
хвиль:

𝑟 =
𝐴′

0

𝐴0
=

𝛽+
0

−𝛼+
0 +

𝛽+
1

−𝛼+
1 +

𝛽+
2

. . .

−𝛼+
𝑁−1 +

𝛽+
𝑁

−𝛼+
𝑁

. (17)

Звiдки маємо величину коефiцiєнта вiдбиван-
ня 𝑅 = |𝑟|2 електромагнiтної хвилi вiд шаруватої
структури.

Знайдемо вигляд для коефiцiєнта проходження
електромагнiтної хвилi через шарувате середови-
ще. Iз спiввiдношення (10) випливає

𝐴𝑙+1

𝐴𝑙
= 𝛼−

𝑙 + 𝛽−
𝑙 · 1

𝐴𝑙

𝐴𝑙−1

. (18)

Послiдовно застосовуючи це рекурентне спiввiд-
ношення 𝑙 разiв, запишемо вiдношення амплiтуд у
сусiднiх шарах для хвилi, що поширюється в на-
прямку осi 𝑂𝑧, у виглядi

𝐴𝑙+1

𝐴𝑙
= 𝛼−

𝑙 +
𝛽−
𝑙

𝛼−
𝑙−1 +

𝛽−
𝑙−1

. . .

𝛼−
1 +

𝛽−
1

𝐴1

𝐴0

. (19)

З спiввiдношення (4) при 𝑙 = 0 випливає

𝐴1

𝐴0
= 𝛼−

0 + 𝛽−
0 𝑟, (20)

де 𝛼−
0 = 𝑎0, 𝛽−

0 = 𝑏0 (12), а також враховано 𝜎0 =
= 𝛿0 = 0 (7).

Знайдемо вiдношення амплiтуд хвилi, що про-
йшла через шарувате середовище, та падаючої
хвилi як

𝑡 =
𝐴𝑁+1

𝐴0
=

𝐴𝑁+1

𝐴𝑁
· 𝐴𝑁

𝐴𝑁−1
· ... · 𝐴2

𝐴1
· 𝐴1

𝐴0
. (21)
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Використовуючи (19) та (20), отримуємо

𝑡 =

𝑁∏︁
𝑙=0

[︁
𝛼−
𝑙 +

𝛽−
𝑙

𝛼−
𝑙−1 +

𝛽−
𝑙−1

. . .

𝛼−
1 +

𝛽−
1

𝛼−
0 +

𝛽−
0

𝑟−1

]︁
. (22)

Звiдки величина коефiцiєнта проходження еле-
ктромагнiтної хвилi через шарувате середовище
𝑇 = 𝑛𝑁+1

𝑛0
|𝑡|2.

3. Коефiцiєнти вiдбивання
та проходження хвиль

Отриманi вирази для коефiцiєнтiв вiдбивання 𝑅
та проходження 𝑇 електромагнiтної хвилi через
шарувате середовище можна спростити, одночасно
виразивши їх через величини, що мають безпосе-
реднiй фiзичний змiст, а саме, товщини прошаркiв
ℎ𝑙 = 𝑑𝑙 − 𝑑𝑙−1 i коефiцiєнти формул Френеля для
випадку нормального падiння плоскої хвилi на ме-
жу подiлу двох середовищ [12]:

𝜌𝑙 = − 𝑏𝑙
𝑎𝑙

=
𝑛𝑙 − 𝑛𝑙+1

𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1
. (23)

Тут 𝜌𝑙 є вiдношення амплiтуд вiдбитої та падаю-
чої хвиль на межi подiлу двох напiвнескiнченних
середовищ з показниками заломлення 𝑛𝑙 та 𝑛𝑙+1.
Перепишемо (17) у виглядi

𝑟 =

− 𝛽+
0

𝛼+
0

1−
− 𝛽+

1

𝛼+
0 𝛼

+
1

1−
− 𝛽+

2

𝛼+
1 𝛼

+
2

. . .

1−
− 𝛽+

𝑁

𝛼+
𝑁−1𝛼

+
𝑁

. (24)

Введемо позначення

𝜉±0 = −𝛽±
0

𝛼±
0

= 𝜌0, 𝜉±1 = − 𝛽±
1

𝛼±
0 𝛼

±
1

=
𝜌1 (1− 𝜌20)

𝜌1 + 𝜌0𝑒∓2𝑖𝑘1ℎ1
.

(25)

𝜉±𝑙 =
−𝛽±

𝑙

𝛼±
𝑙−1𝛼

±
𝑙

=

=
𝜌𝑙−2𝜌𝑙 (1− 𝜌2𝑙−1)(︀

𝜌𝑙−2 + 𝜌𝑙−1𝑒±2𝑖𝑘𝑙−1ℎ𝑙−1
)︀(︀
𝜌𝑙 + 𝜌𝑙−1𝑒∓2𝑖𝑘𝑙ℎ𝑙

)︀ , (26)

де 𝑙 = 2, 3, ..., 𝑁 . Тодi отримуємо такий вигляд для
коефiцiєнта вiдбивання 𝑅 = |𝑟|2 електромагнiтної
хвилi, де

𝑟 =
𝜉+0

1−
𝜉+1

1−
𝜉+2
. . .

1− 𝜉+𝑁

. (27)

Також можна спростити вираз для 𝑡. Iз спiввiд-
ношення (22) легко отримується

𝑡 =

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙

(︃
1−

−
𝛽−
𝑙

𝛼−
𝑙−1𝛼

−
𝑙

1−
−

𝛽−
𝑙−1

𝛼−
𝑙−2𝛼

−
𝑙−1

. . .

1−

−𝛽−
1

𝛼−
0 𝛼

−
1

1−
− 𝛽−

0

𝛼−
0

𝑟−1

)︃
. (28)

Добуток
∏︀𝑁

𝑙=0 𝛼
−
𝑙 можна виразити через коефiцi-

єнти 𝜌𝑙 формул Френеля та товщини ℎ𝑙 прошаркiв
(див. Додаток 5)

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 =

√︂
𝑛0

𝑛𝑁+1
𝑒−𝑖𝑘𝑁+1𝑑𝑁

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝑘𝑙ℎ𝑙 ·
𝑁∏︁
𝑙=0

𝜁𝑙, (29)

де

𝜁0 =
1√︀

1− 𝜌20
, 𝜁𝑙 =

1√︀
1− 𝜌2𝑙

(︂
1 +

𝜌𝑙
𝜌𝑙−1

𝑒−2𝑖𝑘𝑙ℎ𝑙

)︂
.

(30)

Тодi вираз для 𝑡 (28), враховуючи (29), i позначе-
ння (25), (26), можна переписати у виглядi

𝑡 =

√︂
𝑛0

𝑛𝑁+1
𝑒−𝑖𝑘𝑁+1𝑑𝑁

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝑘𝑙ℎ𝑙 ·
𝑁∏︁
𝑙=0

𝜁𝑙𝜂𝑙, (31)
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де

𝜂𝑙 = 1−
𝜉−𝑙

1−
𝜉−𝑙−1

. . .

1−
𝜉−1

1−
𝜉−0
𝑟−1

. (32)

Звiдки маємо остаточний вигляд для коефiцi-
єнта 𝑇 = 𝑛𝑁+1

𝑛0
|𝑡|2 проходження електромагнiтної

хвилi через шарувату структуру

𝑇 =

𝑁∏︁
𝑙=1

⃒⃒
𝑒𝑖𝑘𝑙ℎ𝑙

⃒⃒2 · 𝑁∏︁
𝑙=0

⃒⃒⃒
𝜁𝑙𝜂𝑙

⃒⃒⃒2
. (33)

Тут враховано, що показник заломлення пiдклад-
ки за шаруватою структурою є дiйсним, а отже
|𝑒−𝑖𝑘𝑁+1𝑑𝑁 | ≡ 1.

Зауважимо, що перший добуток в (33) вiдмiнний
вiд одиницi лише у випадку шарiв з комплексни-
ми показниками заломлення. Для випадку шарiв
з дiйсними показниками заломлення, маємо

𝑇 =

𝑁∏︁
𝑙=0

⃒⃒⃒
𝜁𝑙𝜂𝑙

⃒⃒⃒2
. (34)

Таким чином, формули (23), (25)–(27), (30), (32),
(33) дають значення коефiцiєнтiв вiдбивання i про-
ходження електромагнiтної хвилi через плоску ша-
рувату структуру у випадку нормального падiння.
Особливо простий вираз отримується для коефiцi-
єнта вiдбивання 𝑅.

Перевiримо цi формули застосувавши їх до про-
стих випадкiв, а саме, двох напiвнескiнченних се-
редовищ (𝑁 = 0) та одного прошарку, обмеженого
двома напiвнескiнченними середовищами (𝑁 = 1).

У випадку 𝑁 = 0 для коефiцiєнта вiдбивання
маємо
𝑅 = |𝑟|2 = |𝜉+0 |2 = 𝜌20, де 𝜌0 =

𝑛0 − 𝑛1

𝑛0 + 𝑛1
, (35)

що є правильним результатом, який узгоджується
з формулою Френеля [12]. Для коефiцiєнта прохо-
дження матимемо, як i повинно бути

𝑇 = |𝜁0(1− 𝜉−0 𝑟)|2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1√︀

1− 𝜌20
(1− 𝜌20)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= 1− 𝜌20.

(36)

У випадку 𝑁 = 1 для прошарку з дiйсним по-
казником заломлення також отримуємо правильнi
результати для коефiцiєнта вiдбивання 𝑅 = |𝑟|2,
де

𝑟 =
𝜉+0

1− 𝜉+1
=

𝜌0 + 𝜌1𝑒
2𝑖𝑘1ℎ1

1 + 𝜌0𝜌1𝑒2𝑖𝑘1ℎ1
, (37)

та коефiцiєнта проходження 𝑇 = |𝑡|2, де

𝑡 = 𝜁0𝜁1(1− 𝜉−0 𝑟)

(︂
1− 𝜉−1

1− 𝜉−0 𝑟

)︂
. (38)

Пiсля деяких спрощень матимемо

𝑡 =

√︀
(1− 𝜌20)(1− 𝜌21)

1 + 𝜌0𝜌1𝑒2𝑖𝑘1ℎ1
. (39)

Формули (37), (39) узгоджуються з результатами
роботи [10].

4. Напiвнескiнченна шарувата структура

Нехай маємо напiвнескiнченну шарувату структу-
ру, в якiй чергуються два шари дiелектрика з по-
казниками заломлення 𝑛1 та 𝑛2 i з товщинами
вiдповiдно ℎ1 та ℎ2. На таку структуру з повi-
тря нормально падає електромагнiтна хвиля. У
цьому випадку дроби у виразi для коефiцiєнта 𝑅
(27) вiдбивання електромагнiтної хвилi стають не-
скiнченними.

Тодi, враховуючи перiодичнiсть структури, в
формулi (27) коефiцiєнти починаючи з 𝜉3 та 𝜉4 бу-
дуть повторюватися

𝑟 =
𝜉+0

1−
𝜉+1

1−
𝜉+2

1−
𝜉+3

1−
𝜉+4

1−
𝜉+3

1−
𝜉+4
. . .

. (40)

Як результат, вираз для 𝑟 може бути записаний
так

𝑟 =
𝜉+0

1−
𝜉+1

1−
𝜉+2
𝛾

, (41)
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де величина 𝛾 знаходиться з рiвняння

𝛾 = 1−
𝜉+3

1−
𝜉+4
𝛾

(42)

i є рiвною

𝛾 =
1

2

(︂
1 + 𝜉+4 − 𝜉−3 +

√︁
(1 + 𝜉+4 − 𝜉+3 )

2 − 4𝜉+4

)︂
. (43)

Тут знак “+” перед коренем вибраний керуючись
вимогою, що у граничному випадку 𝑛1 → 𝑛2, має-
мо одну межу подiлу двох напiвнескiнченних сере-
довищ. Тому має бути 𝑟 = 𝜉+0 , що забезпечується
вiдповiдним вибором знака перед коренем.

5. Висновки

У представленiй роботi теоретично дослiджено по-
ширення плоскої лiнiйно поляризованої електро-
магнiтної хвилi через шарувату структуру, що
складається з плоскопаралельних дiелектричних
шарiв, у випадку нормального падiння. Отрима-
но аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв вiдбиван-
ня та проходження електромагнiтної хвилi через
розглядувану структуру. Хоча знаходження кое-
фiцiєнтiв вiдбивання та проходження електрома-
гнiтної хвилi у випадку нормального падiнння на
плоску шарувату структуру не становить прин-
ципових труднощiв, проте, вiдповiднi результати,
отриманi стандартними методами, доволi громiзд-
кi. Натомiсть вирази для коефiцiєнтiв вiдбивання
та проходження електромагнiтної хвилi, отриманi
в данiй роботi, є вiдносно простими i дозволяють
явно виразити результат через фiзичнi параметри
шаруватого середовища, а саме, товщини прошар-
кiв та коефiцiєнти формул Френеля для межi по-
дiлу прошаркiв.

Отриманi результати також зручнi для чисель-
них розрахункiв, оскiльки обчислення неперервно-
го дробу може бути програмно реалiзоване за до-
помогою одного циклу. Крiм того, чисельна стiй-
кiсть неперервних дробiв добре вивчена. Запропо-
нований пiдхiд мiнiмiзує накопичення похибки в
числових розрахунках величин коефiцiєнтiв вiдби-
вання та проходження електромагнiтних хвиль че-
рез шаруватi середовища.

На основi наведеного пiдходу аналiтично отри-
мано простий вигляд коефiцiєнта вiдбивання еле-
ктромагнiтної хвилi для напiвнескiнченної перiо-

дичної структури, утвореної чергуванням двох дi-
електричних шарiв.

ДОДАТОК

Виразимо добуток
∏︀𝑁

𝑙=0 𝛼
−
𝑙 через величини коефiцiєнтiв 𝜌𝑙

формул Френеля для межi подiлу прошаркiв, товщин ℎ𝑙 та
показникiв 𝑛𝑙 заломлення прошаркiв вiдповiдно. Користу-
ючись означенням 𝛼−

𝑙 , маємо

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 = 𝑎0

𝑁∏︁
𝑙=1

[︂
𝑎𝑙𝑒

𝑖𝛿𝑙 + 𝑎𝑙−1
𝑏𝑙

𝑏𝑙−1
𝑒−𝑖(𝛿𝑙−1+𝜎𝑙−𝜎𝑙−1)

]︂
. (Д.1)

Виносячи з 𝑙-го множника добутку величину 𝑎𝑙𝑒
𝑖𝛿𝑙 , мати-

мемо

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 = 𝑒

𝑖
𝑁∑︀

𝑙=1
𝛿𝑙

𝑁∏︁
𝑙=0

𝑎𝑙 ×

×
𝑁∏︁
𝑙=1

[︂
1 +

𝑏𝑙

𝑎𝑙

𝑎𝑙−1

𝑏𝑙−1
𝑒−𝑖(𝛿𝑙−1−𝜎𝑙−1+𝛿𝑙+𝜎𝑙)

]︂
. (Д.2)

Враховуючи те, що 𝜌𝑙 = −
𝑏𝑙

𝑎𝑙
i

𝛿𝑙−1 − 𝜎𝑙−1 + 𝛿𝑙 + 𝜎𝑙 = 2𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙, (Д.3)

а також
𝑁∑︁
𝑙=1

𝛿𝑙 = −𝑘𝑛𝑁+1𝑑𝑁 +

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙, (Д.4)

отримуємо

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 = 𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑁+1𝑑𝑁

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙×

×
𝑁∏︁
𝑙=0

𝑎𝑙 ·
𝑁∏︁
𝑙=1

[︂
1 +

𝜌𝑙

𝜌𝑙−1
𝑒−2𝑖𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙

]︂
. (Д.5)

Вирахуємо
∏︀𝑁

𝑙=0 𝑎𝑙. Враховуючи, що 𝜌𝑙 =
𝑛𝑙−𝑛𝑙+1

𝑛𝑙+𝑛𝑙+1
, маємо

1− 𝜌2𝑙 =
4𝑛𝑙𝑛𝑙+1

(𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1)2
=

𝑛𝑙
𝑛𝑙+1

1
4

(︁
1 + 𝑛𝑙

𝑛𝑙+1

)︁2 =
𝑛𝑙

𝑛𝑙+1

1

𝑎2𝑙
. (Д.6)

Звiдки

𝑎𝑙 =

√︂
𝑛𝑙

𝑛𝑙+1

1√︁
1− 𝜌2𝑙

. (Д.7)

Тому

𝑁∏︁
𝑙=0

𝑎𝑙 =

√︂
𝑛0

𝑛𝑁+1

𝑁∏︁
𝑙=0

1√︁
1− 𝜌2𝑙

. (Д.8)

Пiдставляючи (Д.8) в (Д.5), матимемо

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 =

√︂
𝑛0

𝑛𝑁+1
𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑁+1𝑑𝑁

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙 ×
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×
1√︁

1− 𝜌20

𝑁∏︁
𝑙=1

1√︁
1− 𝜌2𝑙

[︂
1 +

𝜌𝑙

𝜌𝑙−1
𝑒−2𝑖𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙

]︂
. (Д.9)

Або у виглядi

𝑁∏︁
𝑙=0

𝛼−
𝑙 =

√︂
𝑛0

𝑛𝑁+1
𝑒−𝑖𝑘𝑛𝑁+1𝑑𝑁

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑒𝑖𝑘𝑛𝑙ℎ𝑙 ·
𝑁∏︁
𝑙=0

𝜁𝑙, (Д.10)

що вiдповiдає (29).
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O.S.Tarnavskyy, M.F. Ledney, S.P. Bielykh

REFLECTANCE AND TRANSMITTANCE
OF A LAYERED STRUCTURE FOR A NORMALLY
INCIDENT ELECTROMAGNETIC WAVE

Simple analytic expressions have been obtained for the reflec-

tion and transmission coefficients in the case of a linearly po-

larized monochromatic planar electromagnetic wave normally

incident on a layered structure consisting of planar dielectric

layers. The refractive indices of the layers may be complex-

valued. In contrast to the standard transfer-matrix method,

in which implicit expressions for the reflectance and transmit-

tance are obtained, the proposed one provides explicit expres-

sions for those parameters in terms of the layers’ thicknesses

and the coefficients in the Fresnel formulas for the layer inter-

faces. As an example, the reflection coefficient is determined

for the normal incidence of an electromagnetic wave on a semi-

infinite periodic structure formed by two continuously alter-

nating dielectric layers.

Ke yw o r d s: reflectance, transmittance, optics of layered
structures, Fresnel equations.
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