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Вивчено можливiсть впливу фотонного компонента на магнiтнi властивостi системи
iз квантових газiв, що перебувають у термодинамiчнiй рiвновазi з випромiнюванням
(фотонами). Запропоновано просту модель системи, в рамках якої здобуто загальнi
рiвняння, що описують термодинамiчну рiвновагу квантових газiв дворiвневих атомiв
iз фотонами. Отриманi рiвняння розв’язано в областi температур, далеких вiд тем-
ператури виродження всiх трьох компонентiв системи. Аналiз розв’язкiв свiдчить
про нетривiальну поведiнку магнiтного стану системи як вiдповiдь на змiну густи-
ни фотонiв та iнтенсивностi зовнiшнього магнiтного поля. Показано, що збiльшення
густини фотонiв в системi за рахунок зовнiшнiх джерел може приводити до збiль-
шення як намагнiченостi системи, так i густини збуджених атомiв. Такий висновок
не є a priory тривiальним з огляду на те, що фотони у вакуумi не мають магнiтного
моменту.
Ключ о в i с л о в а: квантовi гази, дворiвневi атоми, фотони, зовнiшнє магнiтне поле,
термодинамiчна рiвновага, невироджений стан, iнверсна заселенiсть, магнiтнi властивостi
середовища.

1. Вступ
Само по собi поняття “квантовi гази”, що об’єд-
нує квантовi системи багатьох тотожних части-
нок у газовому агрегатному станi, в яких ефе-
ктом перекриття хвильових функцiй окремих ча-
стинок не можна знехтувати, стало вже звичним за
майже сторiчну iсторiю дослiджень, початок якої
був покладений роботами Ш. Бозе, А. Ейнштей-
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на, Е. Фермi, П. Дiрака [1, 4]. Однак досi подiбнi
об’єкти не полишають дивувати дослiдникiв про-
явом все нових i нових властивостей, що можуть
слугувати не тiльки демонстрацiєю яскравих при-
кладiв прояву квантових ефектiв на мiкрорiвнi, а
й подавати небезпiдставнi надiї на використання
в практичних застосуваннях, див., наприклад, [5].
Деякi зi згаданих нових явищ та ефектiв у кванто-
вих газах можуть бути пов’язанi зi взаємодiєю ато-
мiв таких газiв iз випромiнюванням (фотонами).
Наприклад, у роботах [6,7] дослiдження квантових
газiв у рiвновазi з випромiнюванням за наднизьких
температур дозволило передбачити у таких систе-
мах низку, можна сказати, “екзотичних” ефектiв,
пов’язаних iз доказом можливостi реалiзацiї стану
бозе-ейнштейнiвської конденсацiї (БЕК) фотонiв.
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Нагадаємо, що у вакуумi iснування БЕК фотонiв
неможливе, перш за все, внаслiдок вiдсутностi у
них маси. Однак у середовищi реалiзацiя БЕК фо-
тонiв можлива, що вперше було продемонстровано
в [8] шляхом експериментiв iз рiдким фарбником
у рiвновазi з випромiнюванням за майже кiмна-
тних температур. В експериментах наявнiсть маси
у фотона пов’язувалась iз встановленням стоячої
хвилi уздовж однiєї iз декартових координат, за ра-
хунок чого система ставала ефективно двовимiр-
ною. Збереження кiлькостi фотонiв у системi (що
є однiєю з необхiдних умов iснування БЕК) забез-
печувалось системою дзеркал. У роботах [6, 7] ма-
са фотонiв вважалась наслiдком взаємодiї фотонiв
iз атомами ультрахолодних газiв. Ефект набуття
маси фотонiв за рахунок взаємодiї з середовищем
(квантовими газами) пiзнiше був доведений у ро-
ботi [9].

Слiд, однак, зауважити, що при дослiдженнi
слабковзаємодiйних газiв у станi рiвноваги з ви-
промiнюванням, див. [6, 7], поза увагою лишались
питання, пов’язанi з магнiтними властивостями за-
значених систем. А саме, найбiльшу цiкавiсть ви-
кликає питання впливу на намагнiченiсть системи
наявнiсть фотонної компоненти, у рiвновазi з якою
перебувають надхолоднi атомарнi гази. Таку цiка-
вiсть викликає в першу чергу та обставина, що фо-
тони не мають магнiтного моменту, завдяки чому
сама постановка задачi про вплив фотонної компо-
ненти на магнiтнi властивостi системи може вида-
ватися парадоксальною. Дана робота якраз i при-
свячена проясненню поставлених щойно питань. У
рамках простої моделi, засади якої сформульовано
в [6, 7] (за певної її модифiкацiї на випадок ураху-
вання зовнiшнього магнiтного поля), ми маємо на-
мiр показати, що вплив фотонної компоненти, яка
перебуває у рiвновазi з атомами квантових газiв,
на намагнiченiсть системи за певних її параметрiв
може бути досить суттєвою.

2. Основнi рiвняння термодинамiчної
рiвноваги фотонiв iз квантовими газами

Формулювання умов термодинамiчної рiвноваги
випромiнювання з квантовими газами наведемо у
виглядi, близькому до аналогiчних умов [6,7]. А са-
ме, будемо розглядати систему, яка складається з
iдеального газу атомiв Фермi або Бозе, якi перебу-
вають у термодинамiчнiй рiвновазi з фотонами за
присутностi зовнiшнього постiйного й однорiдного

магнiтного поля 𝐻. Атоми цього газу можуть бути
лише в двох квантових станах: основному i збудже-
ному (дворiвневi атоми). Iншими словами, перехiд
з одного атомного стану до iншого вiдбувається за
рахунок поглинання або випромiнювання фотона.
Таким чином, збуджений атом можна розглядати
як “зв’язаний стан”, утворений фотоном та атомом
в основному станi. Тут вiдразу слiд наголосити, що
подiл атомiв назвами “основний стан” i “збуджений
стан” є умовними i введений для зручностi. Тоб-
то мова може йти як про “справжнi” основний та
збуджений стани, так i iншi стани, пов’язанi мiж
собою однофотонним переходом.

Можливiсть розгляду системи як iдеального га-
зу атомiв i фотонiв можна “виправдати” саме тим,
що ми описуємо систему у станi термодинамiчної
рiвноваги мiж її компонентами. Тобто, стан термо-
динамiчної рiвноваги досягається, зрозумiло, че-
рез посередництво всiх можливих у системi взає-
модiй. Однак будемо вважати, що пiсля встановле-
ння такого стану рiвноваги в його описi ефектами
взаємодiї можна знехтувати. З урахуванням цього
зазначимо, що з формальної точки зору систему
можна розглядати як таку, що складається iз двох
сортiв атомiв, позначених iндексами 𝑖 = 1, 2, що
перебувають у термодинамiчнiй рiвновазi з фотон-
ним газом. Iншими словами, один атомарний ком-
понент складений iз атомiв в основному станi, а
другий компонент утворений атомами у збуджено-
му станi. Припустимо далi, що два сорти атомiв ха-
рактеризуються набором квантових чисел 𝛼𝑖 ≡ 𝑖,
спiнами 𝑆𝑖 ≡ (𝑆1, 𝑆2) i функцiєю розподiлу атомiв
𝑓𝑆𝑖𝑧

(p;𝛽, 𝜁𝑖) за iмпульсами p

𝑓𝑆𝑖𝑧
(p;𝛽, 𝜁𝑖) = {exp [𝛽 (𝜀𝑖(p)− 𝜁𝑖 − 𝜇𝐻𝑆𝑖𝑧)]± 1}−1

,

(1)
де

𝜀𝑖(p) = 𝜀𝑖 +
p2

2𝑀
, 𝜀𝑖 < 0 (2)

– енергiя рухомого атома з iмпульсом в 𝑖-му ста-
нi з набором квантово-механiчних iндексiв 𝛼𝑖 ≡ 𝑖
за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля, 𝜀𝑖 ≡
≡ (𝜀1, 𝜀2) – енергiя нерухомого атома у вiдповiдно-
му квантово-механiчному станi за вiдсутностi ма-
гнiтного поля, 𝛽 ≡ 1

𝑇 є величиною, оберненою до
температури системи 𝑇 , вираженої в енергетичних
одиницях, 𝐻 – зовнiшнє магнiтне поле, направле-
не уздовж осi 𝑧, 𝑚 – маса атома (вважається, що
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маса атома у рiзних станах однакова). Уведено та-
кож до розгляду поняття магнiтних моментiв ато-
мiв сорту 𝑖, 𝜇S𝑖 ≡ (𝜇S1, 𝜇S2), проекцiї яких на вiсь
𝑧 (або на напрямок магнiтного поля 𝐻, див. вище)
входять до формули (1). При цьому можна вважа-
ти, що коефiцiєнт пропорцiйностi 𝜇, який визна-
чає величину магнiтного моменту атома, дається
виразом 𝜇 = 𝑔𝜇B, де 𝜇B – магнетон Бора, а 𝑔 –
так званий 𝑔-фактор атома, див, наприклад, [10].
Крiм того, лiтерами 𝜁𝑖 ≡ (𝜁1, 𝜁2) в (1) позначено
хiмiчнi потенцiали атомiв, що знаходяться в вiд-
повiдних станах. Для визначеностi будемо також
вважати, що набiр квантових чисел 𝛼1 (величини
з iндексом “1”) вiдповiдає основному стану атома,
а група iндексiв, об’єднана позначенням 𝛼2 (вели-
чини з iндексом “2”), вiдповiдає збудженому ста-
ну атома (див. також (2)). Зазначимо нарештi, що
знак “+” у формулi (1), як видно, вiдповiдає ви-
падку атомiв – фермiонiв, а знак “−” – бозонiв.
Слiд також звернути увагу на те, що спiн атомiв
в основному й збудженому станах вважається рi-
зним, S1 ̸= S2. Це є вiдображенням тiєї обстави-
ни, що спiном атома є векторна сума спiна його
ядра (що у свою чергу є векторною сумою спi-
нiв нуклонiв та їх орбiтальних моментiв) та сума
всiх орбiтальних моментiв та спiнiв електронiв йо-
го електронної оболонки. Оскiльки основний стан
атома та його збуджений стан пов’язанi поглина-
нням чи випромiненням фотона, то й спiн атома
при цьому повинен змiнитися. Питання про кон-
кретну (кiлькiсну) змiну спiну атомiв при пере-
ходi вiд одного стану до iншого є досить непро-
стим i в рамках пiдходу цiєї статтi вирiшене бути
не може.

Звернемось тепер до характеристик фотонного
компонента, що перебуває в станi термодинамi-
чної рiвноваги з квантовим двокомпонентним га-
зом, характеристики якого описанi вище форму-
лами (1), (2). Будемо вважати, що вiн характери-
зується функцiєю розподiлу 𝑓 (ph)(p;𝛽, 𝜁ph)

𝑓ph(k;𝛽, 𝜁ph) = {exp [𝛽 (~𝜔(k)− 𝜁ph)]− 1}−1
, (3)

де 𝜁ph – хiмiчний потенцiал фотонiв. Сам факт уве-
дення до розгляду хiмiчного потенцiалу фотонiв
свiдчить про те, що передбачається збереження їх
сумарного числа в даному станi термодинамiчної
рiвноваги, тобто, сумарного числа вiльних фото-
нiв у речовинi i тих, що утворили збудженi атоми,

бiльш детальнiше див. [5,6]). Величина 𝜔(k) є зако-
ном дисперсiї фотонiв. Тут слiд спецiально наголо-
сити, що оскiльки фотони перебувають у речови-
нi, в рiвновазi з нею, то їх скорiше слiд розглядати
як квазiчастинки, що мають ефективну масу 𝑚ph,
яка визначається так званою “частотою вiдтинан-
ня” 𝜔0,

𝜔0 = 𝜔(k = 0), 𝑚ph =
~𝜔0

𝑣2
, (4)

де 𝑣 – швидкiсть свiтла в речовинi. Оскiльки ре-
човиною є розрiдженi квантовi гази, то швидкiсть
свiтла в нiй будемо вважати близькою до швидко-
стi свiтла 𝑐 в вакуумi.

Додамо далi ще деякi зауваження. Ми в да-
нiй статтi будемо залишати поза увагою питан-
ня про можливiсть набуття спiну (магнiтного мо-
менту) фотоном у середовищi. Це питання дуже
не просте, вимагає окремих дослiджень, залишаю-
чись досi дискутивним (див, наприклад, [11–13]).
Тому у формулi (3), як бачимо, вiдсутнi члени, що
характеризували би взаємодiю фотона (навiть у се-
редовищi) iз зовнiшнiм магнiтним полем.

Стосовно явного вигляду закону дисперсiї фото-
нiв, то тут можна зробити таке зауваження. У ро-
ботах [5,6,8] по сутi вважалося, що закон дисперсiї
фотонiв можна було прийняти у виглядi, звичному
для релятивiстських частинок:

𝜔(k) =
√︁
𝜔2
0 + 𝑣2𝑘2. (5)

Як легко бачити, в областi малих хвильових ве-
кторiв цей закон дисперсiї набуває спрощеного ви-
гляду:
~𝜔(k) ≈ 𝜀ph +

𝑝2

2𝑚ph
, 𝜀ph = ~𝜔0, p = ~k, (6)

де маса фотона 𝑚ph визначається формулою (4).
Вище вже згадувалося, що ефект набуття маси фо-
тонiв за рахунок взаємодiї з квантовими газами (а
значить, i здобуто явнi вигляди можливих законiв
дисперсiї фотонiв у цих газах, у тому числi й типу
(5), (6)) був обґрунтований у роботi [9].

Формула (6) звертає увагу на особливо важли-
ву роль областi малих хвильових векторiв у законi
дисперсiї фотонiв у речовинi. У роботi [6] викори-
стання наближення (6) виправдовувалось тiєю об-
ставиною, що головною задачею статтi була демон-
страцiя можливостi бозе-ейнштейнiвської конден-
сацiї фотонiв в ультрахолодних газах, але вказува-
лось на те, що насправдi, як ми побачимо й далi,
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областi великих хвильових векторiв не вiдiграють
суттєвої ролi в задачi, що розв’язується, оскiльки
їх внесок в ефекти та явища в данiй областi тем-
ператур експоненцiально малi.

Як ми згадували ранiше, система знаходиться в
станi термодинамiчної рiвноваги вiдносно процес-
су поглинання (випромiнювання) фотона. За за-
даної температури цю умову “хiмiчної реакцiї” мо-
жна подати у такому виглядi (див. [14]):(︃
𝜕Φ1

𝜕𝑁1

)︃
+

(︃
𝜕Φph

𝜕�̃�ph

)︃
=

(︃
𝜕Φ2

𝜕𝑁2

)︃
, (7)

де Φ1, Φ2, Φph – парцiальнi потенцiали Ґiббза,
якi вiдповiдають компонентам атомiв першого та
другого сорту, а також фотонному компоненту;
𝑁1 (𝐻,𝑇 ), 𝑁2 (𝐻,𝑇 ) – вiдповiдно число частинок
в атомарних компонентах першого та другого сор-
ту, �̃�ph (𝐻,𝑇 ) – число вiльних фотонiв (не погли-
нутих атомами). Нагадаємо, що енергiю Ґiббза мо-
жна знайти за формулою:

Φ = 𝐸 − 𝑇𝑆 − Ω, (8)

де 𝐸 =
∑︀

p 𝜀(p)𝑓(p) – внутрiшня енергiя, Ω =
= ∓𝑇

∑︀
p ln(1± 𝑓(p)) – великий термодинамiчний

потенцiал (верхнiй (нижнiй) знак вiдповiдає ста-
тистицi Бозе–Ейнштейна (Фермi–Дiрака)), 𝑆 =
= − (𝜕Ω/𝜕𝑇 )𝑉,𝜁 – ентропiя, 𝑓(p) – функцiя розпо-
дiлу вiдповiдного компонента системи.

Додаючи до умови (7) умови збереження сумар-
ної кiлькостi обох сортiв атомiв 𝑁 i загальної кiль-
костi фотонiв 𝑁ph (у тому числi тих, що мiстяться
в збудженому атомi, утворюючи тим самим iз цим
атомом “зв’язаний стан”), здобуваємо таку систему
рiвнянь:

𝑛 = 𝑛1(𝐻,𝑇 ) + 𝑛2(𝐻,𝑇 ),

𝑛ph = 𝑛2(𝐻,𝑇 ) + 𝑛ph(𝐻,𝑇 ), (9)(︃
𝜕Φ1

𝜕𝑁1

)︃
+

(︃
𝜕Φph

𝜕�̃�ph

)︃
=

(︃
𝜕Φ2

𝜕𝑁2

)︃
,

де 𝑛 = 𝑁/𝑉 – густина загального числа ато-
мiв у системi, 𝑛ph = �̃�ph/𝑉 – густина загально-
го числа фотонiв у системi, а густини числа ато-
мiв першого 𝑛1(𝐻,𝑇 ) = 𝑁1 (𝐻,𝑇 ) /𝑉 та другого
𝑛2(𝐻,𝑇 ) = 𝑁2 (𝐻,𝑇 ) /𝑉 сортiв, а також густина
числа фотонiв у вiльному (не зв’язаному) станi

𝑛ph(𝐻,𝑇 ) = �̃�ph (𝐻,𝑇 ) /𝑉 у вiдповiдностi з (1)–(3)
даються формулами:

𝑛1(𝐻,𝑇 ) =
1

𝑉

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

∑︁
p

{︀
exp

[︀
𝛽
(︀
𝜀(p) + 𝜀1 −

− 𝜁1 − 𝜇𝐻𝑆1𝑧

)︀]︀
±1
}︀−1

, (10)

𝑛2(𝐻,𝑇 ) =
1

𝑉

𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

∑︁
p

{︀
exp

[︀
𝛽
(︀
𝜀(p) + 𝜀2 −

− 𝜁2 − 𝜇𝐻𝑆2𝑧

)︀]︀
±1
}︀−1

, (11)

𝑛ph(𝐻,𝑇 ) =
1

𝑉

∑︁
p

{︀
exp

[︀
𝛽
(︀
𝜀ph(𝑝) + 𝜀ph −

− 𝜁ph
)︀]︀

− 1
}︀−1

, (12)

в яких величина 𝑉 є об’ємом системи.
Нагадаємо далi, що головною задачею даної ро-

боти є демонстрацiя впливу фотонної пiдсистеми
на магнiтнi властивостi квантових газiв, що пере-
бувають у рiвновазi з випромiнюванням. У зв’язку
з цим треба ввести до розгляду магнiтнi характе-
ристики системи. Такими характеристиками є на-
магнiченостi атомарних компонентiв 𝑀1𝑧(𝐻,𝑇 ) i
𝑀2𝑧(𝐻,𝑇 ). Густина намагнiченостi компонента не
збуджених атомiв у вiдповiдностi з (1) (див. також
(10), (11)) дається таким виразом:

𝑚1(𝐻,𝑇 ) =
𝑀1(𝐻,𝑇 )

𝑉
=
𝜇

𝑉

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑆1𝑧 ×

×
∑︁
p

{exp [𝛽 (𝜀(p) + 𝜀1 − 𝜁1 − 𝜇𝐻𝑆1𝑧)]±1}−1
, (13)

Аналогiчною формулою визначається i густина на-
магнiченостi компонента збуджених атомiв сис-
теми:

𝑚2(𝐻,𝑇 ) =
𝑀2(𝐻,𝑇 )

𝑉
=
𝜇

𝑉

𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑆2𝑧 ×

×
∑︁
p

{exp [𝛽 (𝜀(p) + 𝜀2 − 𝜁2 − 𝜇𝐻𝑆2𝑧)]±1}−1
, (14)

у зв’язку з чим приходимо до такого виразу для
густини намагнiченостi всiєї системи:

𝑚(𝐻,𝑇 ) = 𝑚1(𝐻,𝑇 ) +𝑚2(𝐻,𝑇 ). (15)

Нагадаємо також, що в цiй роботi нехтується мо-
жливiстю набуття фотоном у речовинi магнiтного
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моменту, про що згадувалося вище. Тому вiльнi (не
зв’язанi у збудженому станi атомiв) фотони прямо-
го внеску до сумарної намагнiченостi системи не
дають, що й вiдображено у формулах (13)–(15).

Таким чином, формули (1), (9)–(15) у принци-
повому сенсi мiстять в собi всю необхiдну iнфор-
мацiю для вивчення термодинамiки й магнiтних
властивостей системи, що складається iз кванто-
вих газiв у збудженому й основному станах i зна-
ходиться в термодинамiчнiй рiвновазi з фотонами.
Зокрема, використовуючи формули (8), а також
(1), (3), (13) i (14), рiвняння (7) можна подати в
такому виглядi:

𝜁1 − 𝜀1 +𝐻

(︂
𝜕𝑚1

𝜕𝑛1

)︂
+ 𝜁ph − 𝜖ph =

= 𝜁2 − 𝜀2 +𝐻

(︂
𝜕𝑚2

𝜕𝑛2

)︂
. (16)

Отже, тепер ми повиннi доповнити першi два
рiвняння збереження числа частинок у системi
щойно здобутим рiвнянням (16) i результат з ура-
хуванням (13), (14) розглядати як замкнуту систе-
му рiвнянь, що описує стан термодинамiчної рiвно-
ваги середовища, що вивчається.

Алгоритм дослiдження сформульованих рiв-
нянь в принципi зрозумiлий. Вiн полягає в знахо-
дженнi спочатку хiмiчних потенцiалiв компонен-
тiв системи шляхом розв’язання пов’язаних рiв-
нянь (9). Пiсля цього (знову ж таки у принципо-
вому сенсi) можна обчислити густини намагнiче-
ностi системи (13)–(15). I саме здобутий вираз для
сумарної густини намагнiченостi всiєї системи (15)
повинен бути проаналiзований з точки зору впли-
ву характеристик фотонного компонента на магнi-
тнi властивостi системи. Нагадаємо, що саме такий
вплив викликає цiкавiсть, як було анонсовано ви-
ще, оскiльки фотон сам по собi (принаймнi, у ва-
куумi, певний аналiз цього питання див. у [11–13])
магнiтного моменту не має, завдяки чому, здавало-
ся б, фотонний компонент на магнiтнi властивостi
впливати не може.

Аналiтичний розв’язок системи рiвнянь (9) є
складною задачею i можливий в обмеженому чи-
слi випадкiв. Навiть числовий розв’язок задачi у
загальному випадку теж є непростою задачею. То-
му в подальшому обмежимось аналiтичним вивче-
нням розв’язку означеної системи рiвнянь у випад-
ку, коли всi три газовi компоненти системи є неви-
родженими.

3. Система невироджених газiв
атомiв у рiвновазi з невиродженим
газом вiльних фотонiв

У випадку, коли всi компоненти системи, що ви-
вчається, є невиродженими, вирази (1), (9)–(15)
можуть бути значно спрощенi завдяки необхiдно-
стi дотримуватися спiввiдношень

exp

(︂
𝜀1 − 𝜁1 − 𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

)︂
≫ 1,

exp

(︂
𝜀2 − 𝜁2 − 𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︂
≫ 1,

exp

(︂
𝜀ph − 𝜁ph

𝑇

)︂
≫ 1.

(17)

З урахуванням спiввiдношень (17) вирази для
функцiй розподiлу атомiв у збудженому та основ-
ному станах (1), а також для функцiї розподiлу
вiльних фотонiв (3) в головному наближеннi набу-
вають простого вигляду:

𝑓𝑆1𝑧
(p;𝛽, 𝜁1) ≈ 𝑒

𝜁1−𝜀1+𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇 𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑇 ,

𝑓𝑆2𝑧
(p;𝛽, 𝜁2) ≈ 𝑒

𝜁2−𝜀2+𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇 𝑒−
𝑝2

2𝑚𝑇 ,

𝑓ph(p;𝛽, 𝜁ph) ≈ 𝑒
𝜁ph−𝜀ph

𝑇 𝑒
− 𝑝2

2𝑚ph𝑇 ,

(18)

завдяки чому можуть бути спрощенi в такому ж
наближеннi й вирази (10)–(12) для густин числа
частинок у всiх трьох компонентах системи

𝑛1(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝑒
𝜁1−𝜀1

𝑇

(︂
𝑚𝑇

2𝜋~2

)︂3/2 𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇 ,

𝑛2(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝑒
𝜁2−𝜀2

𝑇

(︂
𝑚𝑇

2𝜋~2

)︂3/2 𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇 ,

𝑛ph(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝑔ph𝑒
𝜁ph−𝜀ph

𝑇

(︂
𝑚ph𝑇

2𝜋~2

)︂3/2
,

(19)

де 𝑔ph враховує можливу виродженiсть станiв фо-
тона. Уведемо далi до розгляду такi функцiї:

𝑔1(𝐻,𝑇 ) ≡
(︂
𝑚𝑇

2𝜋~2

)︂3/2 𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇 ,

𝑔2(𝐻,𝑇 ) ≡
(︂
𝑚𝑇

2𝜋~2

)︂3/2 𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇 ,

𝑔ph(𝑇 ) ≡ 𝑔ph

(︂
𝑚ph𝑇

2𝜋~2

)︂3/2
,

(20)
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з урахуванням яких вирази (19) для густин части-
нок у всiх трьох компонентах системи можна по-
дати у такому виглядi:

𝑛1(𝐻,𝑇 ) = 𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 𝑔1(𝐻,𝑇 ),

𝑛2(𝐻,𝑇 ) = 𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 𝑔2(𝐻,𝑇 ),

𝑛ph(𝐻,𝑇 ) = 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 𝑔ph(𝑇 ).

(21)

Зазначимо, що залежнiсть величини 𝑛ph (𝐻,𝑇 ) вiд
магнiтного поля 𝐻 у виразi (21) не є очевидною.
Поки можна вважати, що таке позначення вводи-
ться тiльки для симетричностi з виразами для гу-
стин атомарних частинок. Виправданiсть такого
позначення стане зрозумiлою тiльки пiсля знахо-

дження величин 𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 , 𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 , 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 , якi, як по-
бачимо, будуть мiстити залежнiсть вiд магнiтного
поля 𝐻. Здобути ж вирази для цих величин мо-
жна шляхом розв’язання системи рiвнянь (9), яка,
з урахуванням формул (17)–(21), набуває такого
вигляду:

𝑛 = 𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 𝑔1(𝐻,𝑇 ) + 𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 𝑔2(𝐻,𝑇 ),

𝑛ph = 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 𝑔ph(𝑇 ) + 𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 𝑔2(𝐻,𝑇 ),

𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 = 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 𝜓 (𝐻,𝑇 ),

(22)

де третє рiвняння є переписаним в iншому виглядi
рiвнянням (16) з уведенням для зручностi обчи-
слень функцiї 𝜓 (𝐻,𝑇 ):

𝜓(𝐻,𝑇 ) = exp

{︂(︂
𝜕𝑚2

𝜕𝑛2
− 𝜕𝑚1

𝜕𝑛1

)︂
𝐻

𝑇

}︂
, (23)

яку ми поки що будемо вважати вiдомою i яка зго-
дом буде нами визначена.

Таким чином, (22) є системою алгебраїчних рiв-

нянь для знаходження величин 𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 , 𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 ,

𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 , розв’язок якої принципових труднощiв не
викликає, але остаточний результат має дещо гро-
мiздкий вигляд:

𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 =
1

2𝑔ph(𝑇 )

{︂
− (𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph) +

+

√︁
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)

2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
,

𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 =
1

2𝑔1(𝐻,𝑇 )

{︂
− (𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛ph − 𝑛) +

+

√︁
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)

2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
,

𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 =
1

2𝑔2(𝐻,𝑇 )

{︂
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛+ 𝑛ph)−

−
√︁
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)

2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
, (24)

що мiстить таку введену до розгляду функцiю:

𝜅(𝐻,𝑇 ) ≡ 𝑔1(𝐻,𝑇 )𝑔ph(𝑇 )

𝑔2(𝐻,𝑇 )
𝜓 (𝐻,𝑇 ) = 𝜅0(𝑇 )×

×
𝑆1∑︁

𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

(︃
𝑆2∑︁

𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︃−1

𝜓 (𝐻,𝑇 ), (25)

𝜅0(𝑇 ) ≡ 𝑔ph

(︂
𝑚ph𝑇

2𝜋~2

)︂3/2
,

залежну вiд температури й магнiтного поля.
Нагадаємо, що функцiю 𝜓 (𝐻,𝑇 ) ще потрiбно
визначити.

Здобутi формули (24)–(25) для величин 𝑒
𝜁1−𝜖1

𝑇 ,

𝑒
𝜁2−𝜖2

𝑇 , 𝑒
𝜁ph−𝜖ph

𝑇 дозволяють виписати вирази для
густин числа частинок усiх компонентiв системи в
термiнах її параметрiв, що вважаються, як i ранi-
ше, вже вiдомими:

𝑛ph(𝐻,𝑇 ) =
1

2

{︂
− (𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph) +

+
√︁
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)

2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
,

𝑛1(𝐻,𝑇 ) =
1

2

{︂
− (𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛ph − 𝑛) +

+
√︁
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)

2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
,

𝑛2(𝐻,𝑇 ) =
1

2

{︂
(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛ph + 𝑛)−

−
√︁

(𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛− 𝑛ph)
2
+ 4𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

}︂
,

(26)

що, у свою чергу, дає змогу представити формули
для функцiй розподiлу частинок усiх трьох компо-
нентiв у досить простому виглядi:

𝑓𝑆1𝑧
(p;𝛽, 𝜁1) = 𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑇 +
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

(︂
2𝜋~2

𝑚𝑇

)︂3/2
×

×

⎛⎝ 𝑆1∑︁
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧
𝑇

⎞⎠−1

𝑛1(𝐻,𝑇 ), (27)
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𝑓𝑆2𝑧
(p;𝛽, 𝜁2) = 𝑒−

𝑝2

2𝑚𝑇 +
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

(︂
2𝜋~2

𝑚𝑇

)︂3/2
×

×

⎛⎝ 𝑆2∑︁
𝑆′
2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

2𝑧

𝑇

⎞⎠−1

𝑛2(𝐻,𝑇 ), (28)

𝑓ph(p;𝛽, 𝜁ph) =

1

𝑔ph
𝑒
− 𝑝2

2𝑚ph𝑇

(︂
2𝜋~2

𝑚ph𝑇

)︂3/2
𝑛ph(𝐻,𝑇 ). (29)

Беручи до уваги (13)–(15), (27)–(29), можна при-
йти до таких виразiв, що визначають намагнiче-
нiсть системи:

𝑚1(𝐻,𝑇 ) = 𝜇

(︃
𝑆1∑︀

𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑆1𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

)︃
(︃

𝑆1∑︀
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧
𝑇

)︃ 𝑛1(𝐻,𝑇 ), (30)

𝑚2(𝐻,𝑇 ) = 𝜇

(︃
𝑆2∑︀

𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑆2𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︃
(︃

𝑆2∑︀
𝑆′
2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

2𝑧
𝑇

)︃ 𝑛2(𝐻,𝑇 ). (31)

Звернiмо тепер увагу на те, що суми за проекцi-
ями спiнiв, якi входять до виразiв (25), (30)–(31),
можуть бути обчисленi за правилами обчислення
суми геометричної прогресiї, наприклад

𝑆1∑︁
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧

𝑇 =

𝑒−
𝜇𝐻𝑆1

𝑇

(︂
𝑒
𝜇𝐻(2𝑆1+1)

𝑇 − 1

)︂
𝑒
𝜇𝐻
𝑇 − 1

=

=
sinh 𝜇𝐻

𝑇 (𝑆1 +
1
2 )

sinh 𝜇𝐻
2𝑇

. (32)

Тодi вiдношення сум, що входить до визначення
величини 𝜅, див. (25), можна зобразити таким чи-
ном:

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

(︃
𝑆2∑︁

𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︃−1

=

=
sinh 𝜇𝐻

𝑇 (𝑆1 +
1
2 )

sinh 𝜇𝐻
𝑇 (𝑆2 +

1
2 )
, (33)

у той час як для вiдношень сум у (30), (31) прихо-
димо до таких виразiв:

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑆1𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆1∑︁
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧

𝑇

⎞⎠−1

=

=

(︂
𝑆1 +

1

2

)︂
coth

𝜇𝐻

𝑇

(︂
𝑆1 +

1

2

)︂
− 1

2
coth

𝜇𝐻

2𝑇
, (34)

𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑆2𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆2∑︁
𝑆′
2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

2𝑧

𝑇

⎞⎠−1

=

=

(︂
𝑆2 +

1

2

)︂
coth

𝜇𝐻

𝑇

(︂
𝑆2 +

1

2

)︂
− 1

2
coth

𝜇𝐻

2𝑇
. (35)

Тепер можемо повернутися до визначення фун-
кцiї 𝜓 (𝐻,𝑇 ). У вiдповiдностi з (23) з урахуванням
(30), (31), (34), (35), приходимо до такого виразу
для цiєї функцiї:

𝜓 (𝐻,𝑇 ) =

= 𝑒

{︂(︁
𝑆2+

1
2

)︁
coth

𝜇𝐻
𝑇

(︁
𝑆2+

1
2

)︁
−
(︁
𝑆1+

1
2

)︁
coth

𝜇𝐻
𝑇

(︁
𝑆1+

1
2

)︁}︂𝜇𝐻
𝑇 .

(36)

Зi здобуттям виразу (36) величина 𝜅(𝐻,𝑇 ) (див.
(25)) також стає повнiстю визначеною:

𝜅(𝐻,𝑇 ) = 𝜅0(𝑇 )
sinh 𝜇𝐻

𝑇

(︀
𝑆1 +

1
2

)︀
sinh 𝜇𝐻

𝑇

(︀
𝑆2 +

1
2

)︀ ×
× 𝑒

{︂(︁
𝑆2+

1
2

)︁
coth

𝜇𝐻
𝑇

(︁
𝑆2+

1
2

)︁
−
(︁
𝑆1+

1
2

)︁
coth

𝜇𝐻
𝑇

(︁
𝑆1+

1
2

)︁}︂𝜇𝐻
𝑇 .

(37)

Отже, у виразах (24), (26)–(31) величина 𝜅(𝐻,𝑇 )
тепер повинна братися у формi (37).

З метою скорiше якiсного, анiж кiлькiсного ана-
лiзу здобутих результатiв, розглянемо далi випа-
док малих 𝜇𝐻

𝑇 ≪ 1 i великих 𝜇𝐻
𝑇 ≫ 1 магнiтних

полiв. Як легко впевнитись, у випадку малих ма-
гнiтних полiв формула (33) набуває вигляду

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

(︃
𝑆2∑︁

𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︃−1

≈

≈ 2𝑆1 + 1

2𝑆2 + 1

(︃
1 +

1

6
(𝑆1 − 𝑆2)(𝑆1 + 𝑆2 + 1)

(︂
𝜇𝐻

𝑇

)︂2)︃
,

(38)
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тодi як у випадку великих магнiтних полiв у за-
значеному вище сенсi та сама формула демонструє
експоненцiальну поведiнку залежностi вiд поля:

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

(︃
𝑆2∑︁

𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

)︃−1

≈ 𝑒(𝑆1−𝑆2)
𝜇𝐻
𝑇 .

(39)

Залежнiсть же вiд магнiтного поля густини на-
магнiченостi системи визначається, як видно з
(30), (31), ще й величинами (34), (35), якi входять
i до визначення 𝜅(𝐻,𝑇 ). Цi величини у запропоно-
ваних до розгляду двох граничних наближеннях
будуть надаватися виразами:

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑆1𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆1∑︁
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧
𝑇

⎞⎠−1

≈

≈ 1

3
𝑆1 (𝑆1 + 1)

𝜇𝐻

𝑇
, (40)

𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑆2𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆2∑︁
𝑆′
2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

2𝑧
𝑇

⎞⎠−1

≈

≈ 1

3
𝑆2 (𝑆2 + 1)

𝜇𝐻

𝑇
, (41)

якщо 𝜇𝐻
𝑇 ≪ 1 i

𝑆1∑︁
𝑆1𝑧=−𝑆1

𝑆1𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆1𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆1∑︁
𝑆′
1𝑧=−𝑆1

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

1𝑧
𝑇

⎞⎠−1

≈ 𝑆1, (42)

𝑆2∑︁
𝑆2𝑧=−𝑆2

𝑆2𝑧𝑒
𝜇𝐻𝑆2𝑧

𝑇

⎛⎝ 𝑆2∑︁
𝑆′
2𝑧=−𝑆2

𝑒
𝜇𝐻𝑆′

2𝑧
𝑇

⎞⎠−1

≈ 𝑆2, (43)

коли 𝜇𝐻
𝑇 ≫ 1.

Таким чином, з урахуванням формул (38),
(39)–(43) вираз (37) для характеристики системи
𝜅(𝐻,𝑇 ) набуває вигляду

𝜅(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜅0(𝑇 )
2𝑆1 + 1

2𝑆2 + 1
×

×

(︃
1 +

1

6
(𝑆2 − 𝑆1) (𝑆1 + 𝑆2 + 1)

(︂
𝜇𝐻

𝑇

)︂2)︃
(44)

при малих магнiтних полях 𝜇𝐻
𝑇 ≪ 1 i надається

простим виразом

𝜅(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜅0 (𝑇 ) (45)

за великих магнiтних полiв 𝜇𝐻
𝑇 ≫ 1. Як бачи-

мо з (44), 𝜅(𝐻,𝑇 ) в областi малих магнiтних по-
лiв квадратично зростає зi зростанням поля при
𝑆2 > 𝑆1. Слiд при цьому також звернути ува-
гу на те, що у випадку великих магнiтних полiв,
як витiкає iз (45), величина 𝜅(𝐻,𝑇 ) зi зростанням
магнiтного поля у головному наближеннi взагалi
перестає вiдчувати вплив магнiтного поля. Зале-
жнiсть її вiд iнтенсивностi поля проявляється в на-
ступних доданках типу exp

(︁
−𝜇𝐻

𝑇

)︁
, що є експонен-

цiально згасаючими за великим параметром. I, як
бачимо iз порiвняння формул (44) i (45), на всьо-
му iнтервалi змiни магнiтного поля вiд 𝜇𝐻

𝑇 ≪ 1

до 𝜇𝐻
𝑇 ≫ 1 значення 𝜅(𝐻,𝑇 ) при 𝑆2 > 𝑆1 зростає

вiд 𝜅(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜅0(𝑇 )
2𝑆1+1
2𝑆2+1 до 𝜅(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜅0(𝑇 ). На-

гадаємо, що ця величина характеризує залежнiсть
густин числа частинок всiх трьох компонентiв вiд
магнiтного поля у розглянутих двох граничних ви-
падках. Таким чином, як бачимо, змiною магнi-
тного поля можна впливати як на число вiльних
фотонiв у системi 𝑛ph(𝐻,𝑇 ), так i на ступiнь iн-
версної заселеностi атомарних рiвнiв, що характе-
ризується густиною 𝑛2(𝐻,𝑇 ).

Проаналiзуємо тепер формули (26), (30), (31),
(15) з урахуванням (26) iз точки зору впливу на
намагнiченiсть системи фотонного її компонента.
Знову ж таки, оскiльки задача є складною як iз
мiркувань багатопараметричностi, так i складно-
стi трансендентних рiвнянь, що її описують, про-
слiдкуємо за означеним впливом фотонiв на нама-
гнiченiсть у рамках деякої теорiї збурень. А саме,
розглянемо випадки малої густини фотонного ком-
понента у системi, 𝑛ph ≪ 𝑛, i випадок 𝑛ph ∼ 𝑛.
Зазначимо вiдразу, що випадок 𝑛ph ≫ 𝑛 у рамках
моделi даної статтi коректно розглянутий бути не
може, оскiльки протирiчить наближенню дворiв-
невого атома.

У наближеннi малої густини сумарного числа
фотонiв вирази (26)) набувають бiльш простого
вигляду:
𝑛ph(𝐻,𝑇 ) ≈

𝑛ph𝜅(𝐻,𝑇 )

𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛
,

𝑛1(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝑛− 𝑛ph𝑛

𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛
,

𝑛2(𝐻,𝑇 ) ≈
𝑛ph𝑛

𝜅(𝐻,𝑇 ) + 𝑛
,

(46)

що дозволяє нам iз використанням (44), (40), (41)
вiдразу виписати формулу густини магнiтного мо-
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менту системи у випадку малого зовнiшнього ма-
гнiтного поля (див. (30), (31)):

𝑚(𝐻,𝑇 ) =
𝜇2𝐻

3𝑇

(︃
[𝑆2 (𝑆2 + 1)− 𝑆1 (𝑆1 + 1)] ×

× 𝑛ph𝑛

𝜅0(𝑇 )
2𝑆1+1
2𝑆2+1 + 𝑛

+ 𝑆1 (𝑆1 + 1)𝑛

)︃
, (47)

де величина 𝜅0(𝑇 ) визначається формулою (25).
Як легко бачити з (31), у даному наближеннi

(малого магнiтного поля, 𝜇𝐻
𝑇 ≪ 1, i малої густи-

ни фотонного компонента) при 𝑆1 < 𝑆2 намагнiче-
нiсть системи зростає не тiльки зi зростанням ве-
личини зовнiшнього поля, а й зi зростанням густи-
ни числа фотонiв у системi. Тобто, за малого ма-
гнiтного поля, що впливає на систему, “закачуван-
ня” до системи iз-зовнi додаткових фотонiв сприяє
збiльшенню її магнiтного моменту навiть якщо са-
ме поле не зростає.

У випадку великих магнiтних полiв, 𝜇𝐻
𝑇 ≫ 1

i малої густини фотонного компонента 𝑛ph ≪ 𝑛,
вважаючи, як i вище 𝑆1 < 𝑆2, можна прийти до та-
кого виразу для густини магнiтного моменту всiєї
системи:

𝑚(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜇𝑛𝑆1 + 𝜇 (𝑆2 − 𝑆1)
𝑛ph𝑛

𝜅0(𝑇 ) + 𝑛
, (48)

де величина 𝜅0(𝑇 ), як i попередньо, визначається
формулою (25). Знову ж таки бачимо, що за не-
змiнностi магнiтного поля (але великого за напру-
гою) збiльшення густини загального числа фото-
нiв викликає зростання намагнiченостi системи.
Наголосимо, що мова тут iде, як у випадку (47),
так i (48), лише про тенденцiю такого зростання
намагнiченостi саме тому, що є необхiднiсть три-
матися в рамках наближення 𝑛ph ≪ 𝑛.

Розглянемо, нарештi, випадок 𝑛ph ∼ 𝑛. Нагада-
ємо, що розглядати випадок 𝑛ph ≫ 𝑛 у рамках
застосованої нами моделi не коректно, оскiльки
тим самим порушується припущення про дворiв-
невий атом. Отже, за справедливостi спiввiдноше-
ння 𝑛ph ∼ 𝑛 вирази (26) для густин частинок у
компонентах можна навести у виглядi:

𝑛ph(𝐻,𝑇 )≈
1

2

{︃√︀
𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )− 𝜅(𝐻,𝑇 ) −

−

(︃
1 +

𝜅(𝐻,𝑇 )√︀
𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )

)︃
𝛿𝑛

}︃
,

𝑛1(𝐻,𝑇 )≈
1

2

{︃√︀
𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )− 𝜅(𝐻,𝑇 ) +

+

(︃
1− 𝜅(𝐻,𝑇 )√︀

𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )

)︃
𝛿𝑛

}︃
,

𝑛2(𝐻,𝑇 ) ≈

≈ 𝑛− 1

2

{︃√︀
𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )− 𝜅(𝐻,𝑇 ) −

−

(︃
1− 𝜅(𝐻,𝑇 )√︀

𝜅2(𝐻,𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝐻,𝑇 )

)︃
𝛿𝑛

}︃
, (49)

де 𝛿𝑛 ≡ 𝑛 − 𝑛ph i величина 𝜅(𝐻,𝑇 ) визначається
формулою (37).

Наведемо далi формули для намагнiченостi си-
стеми, виходячи з (49) у головному наближеннi
𝛿𝑛 = 0 у випадках великих та малих магнiтних по-
лiв, як розглядалося i вище. Для малих магнiтних
полiв, 𝜇𝐻

𝑇 ≪ 1, маємо такий вираз для намагнiче-
ностi середовища:

𝑚(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜇2𝐻

3𝑇

(︂
−1

2

(︁√︀
𝜅2(𝑇 ) + 4𝑛𝜅(𝑇 )− 𝜅(𝑇 )

)︁
×

× [𝑆2 (𝑆2 + 1)− 𝑆1 (𝑆1 + 1)] + 𝑆2(𝑆2 + 1)𝑛

)︂
, (50)

де 𝜅(𝑇 ) дається виразом (44) у головному набли-
женнi за 𝜇𝐻

𝑇 ≪ 1. У такому ж граничному набли-
женнi, 𝑛ph = 𝑛, випишемо й формулу для намагнi-
ченостi системи i в протилежному до (50) випадку,
тобто, при 𝜇𝐻

𝑇 ≫ 1:

𝑚(𝐻,𝑇 ) ≈ 𝜇𝑆2𝑛− 1

2
𝜇 (𝑆2 − 𝑆1)×

×
(︂√︁

𝜅20(𝑇 ) + 4𝑛𝜅0(𝑇 )− 𝜅0(𝑇 )

)︂
, (51)

де 𝜅0(𝑇 ) дається виразом (45) у головному набли-
женнi за 𝜇𝐻

𝑇 ≫ 1.
Iз порiвняльного аналiзу виразiв (46) iз (49), i

(47), (48) iз виразами (50), (51) можна зрозумiти,
що тенденцiя зростання густини компонента з iн-
версною заселенiстю енергетичних рiвнiв, а також
збiльшення густини намагнiченостi системи з ро-
стом густини сумарного числа фотонiв у системi
𝑛ph, зберiгається на всьому iнтервалi 0 < 𝑛ph ≤ 𝑛
дозволеної моделлю змiни цього числа (див. вище).
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Наведений аналiз демонструє можливiсть регу-
лювання iнверсної заселеностi i змiни намагнiчено-
стi середовища закачуванням до нього фотонiв iз-
зовнi, тобто, збiльшенням величини 𝑛ph. Але вар-
то також зауважити, що поведiнка iнверсної за-
селеностi й густини магнiтного моменту речови-
ни може значною мiрою визначатися величиною
𝜅(𝐻,𝑇 ), тобто, варiацiєю зовнiшнього магнiтного
поля. У зв’язку з цим слiд зауважити, що вели-
чина 𝜅(𝐻,𝑇 ), визначена виразом (25), у форму-
лах (24), (26), (46), (49)–(51), мiстить також темпе-
ратуру та характеристики енергетичного спектра
фотонiв (частота вiдтинання чи маса фотона, див.
(5), (6). Тобто, варiацiї значень величини 𝜅(𝐻,𝑇 )
можна досягти, варiюючи i магнiтне поле, i тем-
пературу (не порушуючи границь високотемпера-
турного наближення, див. (19)).

4. Висновки

Таким чином, можна вважати доведеним можли-
вiсть впливу фотонного компонента на магнiтнi
властивостi системи iз квантових газiв, що перебу-
вають у термодинамiчнiй рiвновазi з випромiнюва-
нням (фотонами) за впливу на систему зовнiшньо-
го магнiтного поля. Такий висновок не є a priory
тривiальним з огляду на ту обставину, що фото-
ни у вакуумi не мають магнiтного моменту. Твер-
дження про суттєвий вплив фотонної пiдсистеми
на намагнiченiсть середовища витiкає iз аналiзу
розв’язкiв загальних рiвнянь, що описують стан
термодинамiчної рiвноваги в системi, далеко вiд
температури виродження всiх трьох її компонен-
тiв. Проiлюстровано можливiсть керування iнвер-
сною заселенiстю рiвнiв атомарних компонентiв, а
також магнiтними властивостями середовища за
допомогою додаткового накачування фотонiв до
системи та змiни iнтенсивностi зовнiшнього магнi-
тного поля й температури.

Робота виконана за пiдтримки Нацiональної
академiї наук України (№0121U108722), Мiнi-
стерства освiти i наукиУкраїни (№0122U001575)
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M.Bulakhov, A.S. Peletminskii, Yu.V. Slyusarenko

INFLUENCE OF PHOTON
SUBSYSTEM ON THE MAGNETIC
PROPERTIES OF QUANTUM GASES

The possibility for the photon component to affect the mag-

netic properties of a system of quantum gases of two-level

atoms staying in thermodynamic equilibrium with radiation

(photons) has been studied. A corresponding simple model has

been proposed, which enabled the general equations describ-

ing the thermodynamic equilibrium in this system to be de-

rived. The resulting equations are solved in the temperature

interval far from the degeneracy temperatures of all three sys-

tem components. The analysis of the solutions testified to a

non-trivial behavior of the system’s magnetic state as a re-

sponse to changes in the photon density and the intensity of

the external magnetic field. It is shown that the growth of the

photon density induced in the system by external sources can

increase both system’s magnetization and the density of ex-

cited atoms. Such a conclusion is not trivial a priori given the

fact that photons in the vacuum have no magnetic moment.

Ke yw o r d s: quantum gases, two-level atoms, photons, ex-
ternal magnetic field, thermodynamic equilibrium, non-dege-
nerate state, inverse population, magnetic properties of the
medium.
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