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НЕСТIЙКIСТЬ ТА ЗБУРЕННЯ КОЛИВАНЬ
ПРИ IНДУКОВАНОМУ МАГНIТНИМ ПОЛЕМ
ОРIЄНТАЦIЙНОМУ МАГНIТНОМУ ФАЗОВОМУ
ПЕРЕХОДI У ФIЗИЧНОМУ МАЯТНИКУУДК 531.5; 537.6

Розглянуто ефекти нелiнiйного впливу намагнiчування та магнiтного фазового пере-
ходу на стiйкiсть та динамiку маятника, виготовленого з магнiтом’якого феромагне-
тика, який має форму балки, поздовжнiй розмiр якої набагато бiльший за її поперечнi
розмiри. Показано, що намагнiчування маятника впливає на стiйкiсть та може при-
звести до критичної змiни рiвноваги маятника в перпендикулярному (поперечному)
до маятника магнiтному полi. В критичному полi вiдбувається втрата жорсткостi
коливальної системи, а частота власних механiчних коливань маятника прямує до
нуля. Критичний характер впливу магнiтного поля на маятник пов’язаний iз iндуко-
ваним магнiтним полем орiєнтацiйним магнiтним фазовим переходом у феромагнети-
ку маятника, який супроводжується змiною симетрiї його магнiтного стану. Змiнне
магнiтне поле, додане до стацiонарного магнiтного поля, iндукує вимушенi механiчнi
коливання маятника за умови, що стацiонарне поле бiльше за порогову величину. Коли
стацiонарне поле менше вiд критичного, то змiнне магнiтне поле може спричинити
параметричний резонанс механiчних коливань маятника.
К люч о в i с л о в а: магнiтний маятник, власна частота, орiєнтацiйний магнiтний фазо-
вий перехiд, параметричний резонанс, вимушенi коливання.

1. Вступ
Дослiдження коливальних систем (маятникiв), якi
мiстять магнiти, i на якi дiють зовнiшнi магнiтнi
поля, становлять значний iнтерес, вони слугують
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об’єктами дослiдження проявiв нелiнiйної динамi-
ки [1–6], якi легко спостерiгати в реальному часi.
Такi маятники мiстять жорсткi магнiти, на якi чи-
нить силову дiю зовнiшнє магнiтне поле постiйного
магнiту чи котушки з струмом [7, 8].

Вiльнi коливання немагнiтного фiзичного мая-
тника за вiдсутнiстю магнiтного поля здiйснюю-
ться пiд дiєю моменту сили тяжiння, яка при-
кладена до центра мас тiла маятника, завдяки
якiй маятник здiйснює перiодичний (коливальний)
обертальний рух навколо горизонтальної осi [9].
Коли маятник виготовлено з магнiтного матерi-
алу, то зовнiшнє магнiтне поле також вплине на
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коливання маятника. Якщо магнiтне поле неодно-
рiдне або якщо напрямок намагнiченостi маятника
не спiвпадає з напрямком поля, то виникатиме мо-
мент сил, який впливає на жорсткiсть коливальної
системи та її динамiку [1–5].

В цiй роботi ми розглянемо ефект впливу на ма-
гнiтний маятник зовнiшнього магнiтного поля, яке
може спричинити в феромагнетику маятника ма-
гнiтний фазовий перехiд. Вплив нелiнiйностi спри-
чиненої фазовим перетворенням буде призводити
до критичної змiни динамiки маятника. Слiд очi-
кувати, що внаслiдок магнiтного фазового пере-
ходу, iндукованого магнiтним полем, можуть змi-
нитися умови рiвноваги маятника, змiниться йо-
го власна частота та характер збурення магнiтним
полем механiчних коливань маятника. Ми розгля-
немо випадок безкоорцитивного магнiтного мая-
тника в однорiдному магнiтному полi, яке iндукує
в феромагнетику маятника орiєнтацiйний магнi-
тний фазовий перехiд.

При орiєнтацiйних магнiтних фазових переходах
вiдбувається спонтанна змiна орiєнтацiї параметра
порядку (вектора намагнiченостi) [10, 11] в магне-
тику. Орiєнтацiйний фазовий перехiд вiдбувається
внаслiдок конкуренцiї взаємодiй, наприклад, зав-
дяки конкуренцiї зовнiшнього магнiтного поля та
поля магнiтної анiзотропiї, як це спостерiгається
у одновiсних феромагнетиках, коли магнiтне поле
направлене перпендикулярно до легкої осi феро-
магнетика [12–14]. В одновiсному феромагнетику
в малому полi, величина якого менша за величи-
ну поля магнiтної анiзотропiї, реалiзується кутова
фаза - низькосиметричний стан з вектором нама-
гнiченостi, який неколiнеарний вектору напруже-
ностi магнiтного поля, а коли магнiтне поле пере-
важає поле магнiтної анiзотропiї, то вектор нама-
гнiченостi стає спiвнаправленим з вектором напру-
женостi магнiтного поля i орiєнтованим вздовж осi
симетрiї феромагнетика – високосиметричний ма-
гнiтний стан. Така змiна станiв одновiсного фе-
ромагнетика вiдбувається критично, як фазовий
перехiд другого роду [11], iндукований магнiтним
полем мiж низькосиметричним та високосиметри-
чним магнiтними станами.

Орiєнтацiйнi магнiтнi фазовi переходи проявля-
ються в динамiчних властивостях магнетикiв при
спостереженнях коливань вектора магнiтного мо-
менту [15]. Умови коливань i частоти змiнюються,
коли змiнюється напрямок магнiтного поля [16–

18], або, що теж саме, коли змiнюється орiєнта-
цiя зразка по вiдношенню до магнiтного поля. У
випадку впливу магнiтного поля на маятник спо-
стерiгається зовсiм iнша ситуацiя, бо мова йде про
механiчнi коливання маятника, а не про високо-
частотнi коливання вектора намагнiченостi феро-
магнiтної речовини маятника. Тому вплив на мая-
тник магнiтного поля та можливого орiєнтацiйно-
го магнiтного фазового переходу в ньому представ-
ляється цiкавою задачею, бо виникає питання, як
змiна орiєнтацiї для вектора намагнiченостi впли-
не на коливання маятника i чи буде така змiна ма-
ти критичний характер, тобто чи є це критичним
явищем для механiчних коливань маятника.

В лiтературi [19–25] повiдомляється, що магнi-
тне поле може iндукувати критичний вигин магнi-
том’якої високо-еластичної балки з одним фiксо-
ваним кiнцем. При критичному вигинi балки ма-
гнiтним полем вiдбувається одночасна змiна симе-
трiї магнiтного стану балки i змiна симетрiї форми
балки [26], а сам вигин супроводжується неоднорi-
дним поворотом дiлянок балки на рiзнi кути [19].
Неоднорiднiсть i змiна симетрiї форми балки зава-
жають однозначно визначити, чи критичний вигин
балки вiдбувається тiльки завдяки орiєнтацiйно-
му магнiтному фазовому переходу, iндукованому
магнiтним полем. У випадку магнiтного маятника
орiєнтацiйний магнiтний фазовий перехiд також
може супроводжуватись критичним поворотом, як
при вигинi, але без змiни симетрiї форми.

В цiй роботi ми розглянемо однорiдний маятник,
який виготовлено з магнiтом’якої балки, поздов-
жнiй розмiр якої набагато бiльший за її попере-
чнi розмiри. Магнiтне поле однорiдне i орiєнто-
ване горизонтально, перпендикулярно (поперечно)
до довгої осi балки незбуреного маятника. Ми по-
кажемо, що стацiонарне магнiтне поле впливає на
стiйкiсть маятника. Буде отримано, що магнiтне
поле iндукує критичний поворот маятника, який
вiдбувається внаслiдок орiєнтацiйного магнiтного
фазового переходу, але на вiдмiну вiд одновiсно-
го феромагнетика поперечне поле при намагнiчу-
ваннi маятника iндукує перехiд з високосиметри-
чної магнiтної фази до низькосиметричної магнi-
тної фази. Залежнiсть стiйкостi вiд поля та кри-
тичний перехiд впливають на власнi частоти ко-
ливань маятника. Буде показано, що в докрити-
чнiй областi мале змiнне магнiтне поле, додане до
стацiонарного, може збурити параметричний ре-
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зонанс механiчних коливань маятника, якi подi-
бнi коливанням гойдалки, а коли стацiонарне поле
стає бiльше за порогове, то змiнне магнiтне поле
iндукує вимушенi механiчнi коливання маятника.

Розглянута задача опису впливу магнiтного по-
ля на стiйкiсть та коливання фiзичного маятни-
ка та отриманi результати можуть бути корисни-
ми при аналiзi впливу магнiтного поля на магнiтнi
частинки в матрицi еластомеру [27, 28]. Повороти
частинок в матрицi вiдбуваються завдяки дiї мо-
менту сил, створеному магнiтним полем, та кон-
куруючим з ним моментом сил, створених пружно
деформованою матрицею, дiя якого подiбна до дiї
моменту сили тяжiння [28], i який протилежний
до вектора кута повороту частинки. Однак, зада-
ча опису впливу магнiтного поля на фiзичний ма-
ятник значно простiша, порiвняно з задачею на-
магнiченої частинки в матрицi еластомеру, дефор-
мування якої при поворотi частинки є неоднорi-
дним [27], такi неоднорiдностi вiдсутнi у випадку
маятника.

2. Критичний поворот балки

На рис. 1, a, b наведено зображення двох маятни-
кiв (магнiтом’яких балок), у яких поздовжнiй роз-
мiр набагато бiльший за поперечнi розмiри, один
має форму прямокутного паралелепiпеда зi сторо-
нами 𝑎 ≫ 𝑏 > 𝑐, другий є цилiндром висотою 𝑎 та
радiусом 𝑟, 𝑎 ≫ 2𝑟. Балка має вмiщену у максиму-
мi верхньої частини спицю, розмiщену посерединi
сторони 𝑎 i орiєнтовану вдовж сторони 𝑏. Ця спи-
ця, з нехтовно малими масою i моментом iнерцiї,
праворуч i лiворуч балки закрiплена у безтерте-
вих пiдшипниках, так, що може в них обертати-
ся. На рис. 1 вона показана блакитним пунктиром
як вiсь 𝑂 обертання маятника. Отже балка може
коливатися, повертаючись навколо цiєї осi як фi-
зичний маятник. Маятники знаходяться в однорi-
дному горизонтальному магнiтному полi, яке пер-
пендикулярне до осi 𝑂, отже, i до довгої осi балки
у рiвновазi маятника при вiдсутностi магнiтного
поля. На рис. 1 наведенi два приклади для маятни-
кiв, прямокутна пластина i цилiндр, бо формаль-
но опис станiв обох маятникiв є однаковим незале-
жно вiд того чи це прямокутний паралелепiпед, чи
цилiндр. В експериментi легше виготовити прямо-
кутний паралелепiпед, а для цилiндричного мая-
тника краще виконуються умови для однорiдностi

Рис. 1. Зображення маятникiв, якi мають форму цилiндра
чи прямокутного паралелепiпеда (a, b); стани маятника в
поперечному (H⊥𝑚g) стацiонарному магнiтному полi b–d,
𝑂 позначено вiсь обертання, 𝐶 – центр мас балки

внутрiшнього магнiтного поля, тому переваг для
форми серед цих маятникiв нема.

Можливi три стани намагнiченого маятника:
(i) на рис. 1, b маятник не вiдхилений вiд ви-

хiдного стану з вертикальною орiєнтацiєю балки,
сила тяжiння 𝑚𝑔, де 𝑚 – маса, а 𝑔 – прискоре-
ння вiльного падiння, яка направлена вздовж осi
балки i не створює моменту сили, намагнiченiсть
балки направлена вздовж поля, M||H, векторний
добуток M · H = 0, тому маятник знаходиться в
рiвновазi;

(ii) на рис. 1, c маятник вiдхилений до поля на
кут, 𝜙 ̸= 0, сила тяжiння направлена пiд кутом 𝜙
до балки, намагнiченiсть M неколiнеарна з H, во-
на має складовi, 𝑀‖ = 𝜒‖𝐻 sin𝜙, 𝑀⊥ = 𝜒⊥𝐻 cos𝜙,
де 𝜒‖ та 𝜒⊥ – поздовжня та поперечна складовi
магнiтної сприйнятливостi, 𝜒‖ > 𝜒⊥, бо довга вiсь
балки є вiссю легкого намагнiчування;

(iii) на рис. 1, d – стан з протилежним по-
воротом маятника на кут (−𝜙) та поздовжньою
складовою намагнiченостi M‖, направленою вго-
ру вздовж балки.
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Рис. 2. Графiк польової залежностi кута вiдхилення 𝜙𝑒(𝐻)

маятника в магнiтному полi (a). Польова залежнiсть 𝜔0(𝐻)

для власної частоти (b)

Рис. 3. Залежнiсть енергiї 𝑊 вiд кута 𝜙 повороту маятни-
ка, 𝜙𝑒 = 0 при 𝐻 < 𝐻cr, ±𝜙𝑒 ̸= 0 при 𝐻 > 𝐻cr

Енергiю маятника можна записати у виглядi

𝑊 (𝜙,𝐻) =
1

2
𝑚𝑔𝑎(1− cos𝜙)− 1

2
Δ𝜒𝐻2𝑉 sin2𝜙, (1)

де Δ𝜒 = 𝜒‖−𝜒⊥, 𝑉 = 𝑎𝑏𝑐 або 𝑉 = 𝜋𝑟2𝑎 – об’єм бал-
ки. Енергiя 𝑊 (𝜙,𝐻) є парною функцiєю по H та 𝜙,
стани (ii) та (iii) мають однакову енергiю, поворот
та намагнiчування на рис. 1, c є рiвноможливим з
поворотом та намагнiчуванням на рис. 1, d.

Умова рiвноваги визначається з рiвняння

𝑑𝑊 (𝜙,𝐻)

𝑑𝜙
=

𝑉

2
sin𝜙(𝜌𝑔𝑎− 2Δ𝜒𝐻2 cos𝜙) = 0, (2)

де 𝜌 – густина речовини балки. Рiвняння (2) задо-
вольняє умову механiчної рiвноваги, момент сили
тяжiння скомпенсований моментом сил, що дiє на
балку завдяки її намагнiчуванню.

З (2) маємо два розв’язки. Для першого розв’яз-
ку sin𝜙 = 0, якому вiдповiдає рiвноважний стан
маятника з 𝜙𝑒 = 0, коли балка не вiдхилена. Дру-
гий розв’язок вiдповiдає рiвноважному стану, в

якому балка вiдхилена, 𝜙𝑒 ̸= 0,

cos𝜙𝑒 = 𝜌𝑔𝑎/2Δ𝜒𝐻2. (3)

Другий розв’язок виконується, коли поле стає
бiльшим за критичне

𝐻 > 𝐻cr =

√︂
𝜌𝑔𝑎

2Δ𝜒
. (4)

Залежнiсть кута повороту 𝜙𝑒(𝐻) вiд поля наве-
дена на рис. 2, вона має критичний характер в око-
лi порогового поля, коли 𝐻 > 𝐻cr та 𝐻/𝐻cr → 1, то

𝜙𝑒 ≈
√︀

2(𝐻/𝐻cr − 1).

Коли 𝐻 < 𝐻cr, балка маятника знаходиться
у високосиметричному магнiтному станi з нама-
гнiченiстю, направленою вздовж важкої осi бал-
ки, поздовжня намагнiченiсть вiдсутня, 𝑀‖ = 0.
Коли 𝐻 > 𝐻cr балка маятника без змiни форми
вiдхиляється полем у один з двох можливих мiнi-
мумiв енергiї (див. рис. 3), котрi виникають завдя-
ки спонтанному виникненню поздовжньої складо-
вої намагнiченостi в балцi, в нiй вiдбувається орi-
єнтацiйний магнiтний фазовий перехiд з високоси-
метричного стану, до низькосиметричного.

В полi 𝐻 > 𝐻cr при 𝐻 → 𝐻cr польова зале-
жнiсть 𝑀‖ в околi порогового поля має критичний
iндекс 1/2

𝑀‖ = 𝜒‖𝐻 sin𝜙𝑒 = ±𝜒‖𝐻

√︂
1− 𝐻2

cr

𝐻2
≈

≈ ±𝜒‖
√︀

2𝐻cr

√︀
𝐻 −𝐻cr. (5)

Похiдна поздовжньої складової намагнiченостi
балки в критичнiй точцi дорiвнює нескiнченностi(︀
𝑑𝑀‖/𝑑𝐻

)︀
𝐻=𝐻cr

= ±∞, що вiдповiдає критичнiй
поведiнцi намагнiченостi при орiєнтацiйному ма-
гнiтному фазовому переходi.

На вiдмiну вiд орiєнтацiйного магнiтного фазо-
вого переходу в магнiтному полi, направленому
перпендикулярно до легкої осi одновiсного феро-
магнетика, коли поле iндукує перехiд з низько-
симетричного магнiтного стану до високосиметри-
чного магнiтного стану, в маятнику вiдбувається
зворотний процес, поперечне магнiтне поле iнду-
кує орiєнтацiйний магнiтний фазовий перехiд з ви-
сокосиметричного магнiтного стану до низькоси-
метричного магнiтного стану.
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3. Власна частота коливань балки

Власна частота 𝜔0 маятника визначається з вiд-
ношення 𝜔2

0 = 𝑘/𝐼, де 𝐼 – момент iнерцiї балки,
𝐼 = 𝑚𝑎2/3, 𝑘 – коефiцiєнт жорсткостi коливальної
системи, який дорiвнює другiй похiднiй енергiї (1)
в положеннi рiвноваги 𝑘 = 𝑑2𝑊

𝑑𝜙2

⃒⃒
𝜙=𝜙𝑒

.
В полi 𝐻 < 𝐻cr в станi з 𝜙𝑒 = 0 величина коефi-

цiєнта 𝑘 залежить вiд магнiтного поля:

𝑘 =
𝑑2𝑊

𝑑𝜙2

⃒⃒⃒⃒
𝜙=0

=
1

2
𝑚𝑔𝑎−Δ𝜒𝐻2𝑉. (6)

Якщо маятник вiдхилений, то величина коефiцi-
єнта 𝑘 визначається переважно дiєю сили тяжiння,
магнiтне поле зменшує величину коефiцiєнта 𝑘.

Власна частота коливань маятника в попере-
чному стацiонарному полi, меншому за порогове
𝐻 < 𝐻cr, визначається з виразу

𝜔0(𝐻 < 𝐻cr) =

√︃
3

2

𝑔

𝑎

(︂
1− 𝐻2

𝐻2
cr

)︂
=

= 𝜔0(𝐻 = 0)

√︃
1− 𝐻2

𝐻2
cr

, (7)

де 𝜔2
0(𝐻 = 0) = 3

2
𝑔
𝑎 – квадрат власної частоти за

вiдсутностi поля.
Власна частота (7) зменшується у магнiтному

полi, вона стає рiвною нулю в критичнiй точцi
𝐻 = 𝐻cr (див. рис. 2, b). Величина похiдної власної
частоти (7) в критичнiй точцi прямує до нескiнче-
ностi, (𝑑𝜔0/𝑑𝐻)𝐻=𝐻cr

→ −∞.
В 𝐻 > 𝐻cr польова залежнiсть коефiцiєнта 𝑘

змiнюється

𝑘 =
𝑑2𝑊

𝑑𝜙2

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑒 ̸=0

= Δ𝜒𝑉 𝐻2 − 𝑚2𝑔2𝑎2

4Δ𝜒𝑉 𝐻2
=

= Δ𝜒𝑉 𝐻2

(︂
1− 𝐻4

𝑐𝑟

𝐻4

)︂
. (8)

Для вiдхиленого маятника, коли поле стає бiль-
ше за порогове, при визначеннi стiйкостi магнiтне
поле вiдiграє переважну роль порiвняно з тяжiн-
ням.

Користуючись (8), знайдемо вираз для власної
частоти при 𝐻 > 𝐻cr

𝜔0(𝐻 > 𝐻cr) =

√︃
3Δ𝜒𝐻2

𝜌𝑎2

(︂
1− 𝐻4

cr

𝐻4

)︂
. (9)

Власна частота (9) маятника прямує до нуля в
критичнiй точцi, а її похiдна в цiй точцi прямує до
нескiнченостi.

При 𝐻 ≫ 𝐻cr власна частота зростає прямо про-
порцiйно величинi магнiтного поля (див. рис. 2, b).
Це вiдбувається в результатi намагнiчування бал-
ки i її повороту. При зростаннi 𝐻 маятник повер-
тається до поля, зростає 𝑀‖ складова намагнiче-
ностi балки, тобто зростає величина вектора M, i
вiн бiльше нахилений до осi балки, яка є вiссю лег-
кого намагнiчування, що призводить до зростання
величини 𝑘.

4. Збудження коливань
змiнним магнiтним полем

Нехай на балку маятника додатково до стацiонар-
ного поля H дiє змiнне перiодичне магнiтне поле
h, колiнеарне до стацiонарного H ‖ h, яке має ам-
плiтуду ℎ𝑎 та частоту 𝜔, h = h𝑎𝑒

𝑖𝜔𝑡. Вплив змiн-
ного поля залежить вiд стану балки. Якщо балка
маятника не вiдхилена стацiонарним полем i нама-
гнiчена вздовж поля, 𝐻 < 𝐻cr, то змiнна складова
магнiтного поля може збуджувати коливання тiль-
ки завдяки польовiй залежностi власної частоти,
тобто завдяки параметричному резонансу. У вiд-
хиленому станi, коли стацiонарна складова поля
бiльша за порогове значення, 𝐻 > 𝐻cr, намагнiче-
нiсть не колiнеарна з вектором напруженостi ма-
гнiтного поля, то змiнна складова поля буде iнду-
кувати вимушенi коливання.

4.1. Вимушенi коливання

Розкладемо енергiю (1) в ряд по малому змiщенню
для кута повороту △𝜙 = 𝜙− 𝜙𝑒, де 𝜙𝑒 – кут пово-
роту спричинений стацiонарною складовою поля,
та для малого приросту поля △𝐻

𝑊 (𝜙,𝐻) =
1

2
𝑚𝑔𝑎(1− cos𝜙𝑒)−

− 1

2
Δ𝜒𝐻2𝑉 sin2𝜙𝑒 +

+
𝜕𝑊

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝐻,𝜙𝑒

Δ𝜙+
𝜕𝑊

𝜕𝐻

⃒⃒⃒⃒
𝐻,𝜙𝑒

Δ𝐻 +

+
1

2

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2

⃒⃒⃒⃒
𝐻,𝜙𝑒

(Δ𝜙)
2
+

𝜕𝑊

𝜕𝜙𝜕𝐻

⃒⃒⃒⃒
𝐻,𝜙𝑒

Δ𝜙Δ𝐻 +

+
1

2

𝜕2𝑊

𝜕𝐻2

⃒⃒⃒⃒
𝐻,𝜙𝑒

(Δ𝐻)
2
. (10)
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Врахуємо, що в рiвновазi виконується рiвнян-
ня (2), друга похiдна по куту дорiвнює коефiцi-
єнту 𝑘. Далi будемо вважати, що Δ𝐻 ≪ 𝐻, та
знехтуємо останнiм доданком в (10). Припусти-
мо також, що Δ𝐻 = ℎ𝑎𝑒

𝑖𝜔𝑡, де ℎ𝑎 – амплiтудне
значення змiнного поля. За цих наближень отри-
маємо, що коли стацiонарна складова бiльша по-
рога, 𝐻 > 𝐻cr, то в лiнiйному наближеннi при
малих величинах збудження кута повороту ма-
ятника, iндукованого змiнним магнiтним полем,
на маятник будуть дiяти два моменти сил, один
з яких пропорцiйний величинi змiщення 𝑁𝜙 =

= −Δ𝜒𝑉 𝐻2
(︁
1− 𝐻4

cr

𝐻4

)︁
Δ𝜙 = −𝑘Δ𝜙 i протилежний

до змiщення, а другий є вимушуючим моментом
сили 𝑁ℎ = Δ𝜒𝑉 𝐻 sin 2𝜙𝑒ℎ𝑎𝑒

𝑖𝜔𝑡.
Диференцiальне рiвняння вимушених коливань

[6, 29] балки при 𝐻 > 𝐻cr можна записати у
виглядi

𝑑2Δ𝜙

𝑑𝑡2
+ 𝜔2

0(𝐻 > 𝐻cr)Δ𝜙 =

= Δ𝜒
𝑉

𝐼
𝐻 sin 2𝜙𝑒ℎ𝑎𝑒

𝑖𝜔𝑡. (11)

З (11) знаходимо, що амплiтуда вимушених ко-
ливань, iндукованих магнiтним полем, може бути
записана у виглядi

Δ𝜙max =
𝑉

𝐼

Δ𝜒𝐻 sin 2𝜙𝑒

𝜔2
0(𝐻 > 𝐻cr)− 𝜔2

ℎ𝑎 =

=
2Δ𝜒 3

𝜌𝑎2

𝐻2
cr

𝐻

√︁
1− 𝐻2

cr

𝐻2

3Δ𝜒𝐻2

𝜌𝑎2

(︁
1− 𝐻4

cr

𝐻4

)︁
− 𝜔2

ℎ𝑎. (12)

З (12) видно, що амплiтуда вимушених механi-
чних коливань маятника залежить вiд стацiонар-
ної складової поля, бо власна частота залежить вiд
поля. Слiд враховувати, що чисельник в (12) та-
кож залежить вiд величини H.

4.2. Параметричний резонанс

Якщо балка маятника не вiдхилена стацiонарним
полем, 𝜙𝑒 = 0, то не буде вимушених коливань,
iндукованих малим змiнним полем, паралельним
стацiонарному полю, бо 𝑁ℎ = 0, для такої орiєн-
тацiї балки її намагнiченiсть паралельна до поля.
Але маємо врахувати, що при 𝐻 < 𝐻cr власна ча-
стота коливань маятника залежить вiд величини

прикладеного магнiтного поля. Якщо крiм стацiо-
нарного, дiє ще й змiнне магнiтне поле, яке пред-
ставимо у виглядi ℎ = ℎ𝑎 cos𝜔𝑡, то при 𝜙𝑒 = 0
вираз для власної частоти коливань маятника мо-
жна записати у виглядi

𝜔2
0 = 𝜔2

0(𝐻 = 0)

(︃
1− (𝐻 + ℎ𝑎 cos𝜔𝑡)

2

𝐻2
cr

)︃
≈

≈ 𝜔2
0(𝐻 = 0)

(︂
1− 𝐻2 + 2𝐻ℎ𝑎 cos𝜔𝑡

𝐻2
cr

)︂
=

= 𝜔2
0(𝐻 = 0)

(︂
1− 𝐻2

𝐻2
cr

− 2𝐻ℎ𝑎 cos𝜔𝑡

𝐻2
cr

)︂
=

= 𝜔2
0(𝐻)

(︂
1− 2𝐻ℎ𝑎

𝐻2
cr −𝐻2

cos𝜔𝑡

)︂
. (13)

Якщо вираз (13) пiдставити у рiвняння власних
коливань маятника, то отримаємо рiвняння Ма-
тьє [29]:

𝑑2Δ𝜙

𝑑𝑡2
+ 𝜔2

0(𝐻)(1− 𝛿 cos𝜔𝑡)Δ𝜙 = 0, (14)

де 𝛿 – параметр, 𝛿 = 2ℎ𝑎𝐻/(𝐻2
cr−𝐻2). В (14) врахо-

вано, що при 𝜙𝑒 = 0 виконується рiвнiсть △𝜙𝑒 = 𝜙.
З (14) маємо, що при ℎ𝑎 ≪ 𝐻 може спостерiгати-

ся ефект параметричного резонансу. Основна ча-
стота, на якiй спостерiгатиметься параметричний
резонанс має бути вдвiчi бiльшою власної частоти,
𝜔 ≈ 2𝜔0(𝐻) [29].

Коли 𝐻 = 0, величина параметра 𝛿 в рiвнян-
нi Матьє буде пропорцiйною квадрату амплiтуди
змiнного магнiтного поля 𝛿 ∼ ℎ2

𝑎, а основна резо-
нансна частота буде рiвною 𝜔 ≈ 𝜔0(𝐻).

Зауважимо, що частотнi особливостi поведiнки
магнiтного маятника розглянутi в наближеннi ма-
лих змiщень.

5. Висновки

Здiйснено опис стiйкостi фiзичного маятника, ви-
готовленого з магнiтом’якого феромагнетика в по-
перечному магнiтному полi. Показано, що коли на-
магнiченiсть маятника не колiнеарна магнiтному
полю, то момент сил, спричинений магнiтним по-
лем, змiнює рiвновагу маятника. Коли намагнiче-
нiсть колiнеарна магнiтному полю рiвновага мая-
тника не порушується, але змiнюється жорсткiсть
коливальної системи, її величина зменшується при
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зростаннi величини магнiтного поля. Пiд дiєю ста-
цiонарного магнiтного поля вiдбувається змiна по-
ложення рiвноваги маятника, якщо магнiтне по-
ле стає за величиною бiльше порогового значен-
ня. Пороговий характер змiни положення рiвнова-
ги маятника зумовлений орiєнтацiйним магнiтним
фазовим переходом у феромагнетику маятника. В
критичнiй точцi вiдбувається фазовий перехiд вiд
високосиметричного магнiтного стану до низько-
симетричного магнiтного стану.

Мале змiнне магнiтне поле, додане до постiйно-
го, iндукує вимушенi механiчнi коливання маятни-
ка, коли стала складова поля перевершує величину
критичного поля. Якщо стале поле менше крити-
чного, то змiнна складова магнiтного поля не iн-
дукує вимушених механiчних коливань маятника.
Але, якщо поле менше порогового, то можливий
ефект iндукування змiнним магнiтним полем па-
раметричного резонансу для механiчних коливань
маятника. Для коливань зi скiнченими (не мали-
ми) величинами змiщення маємо очiкувати новi
ефекти поведiнки магнiтного маятника як сильно
нелiнiйної системи.

Як вiдзначалося у вступi ефект втрати стiйко-
стi маятника в магнiтному полi схожий на iндуко-
ваний магнiтним полем критичний поворот магнi-
тної частинки в матрицi еластомера. В роботi [26]
також здiйснено опис збурення вимушених механi-
чних коливань частинки пiд дiєю змiнного магнi-
тного поля, проте ефект параметричного резонан-
су в цiй роботi не аналiзувався. Виходячи з резуль-
татiв нашого дослiдження, слiд припустити, що
для частинки в матрицi еластомера також можли-
вий параметричний резонанс для її механiчних ко-
ливань, iндукований змiнним магнiтним полем.
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INSTABILITY AND DISTURBANCE
OF FERROMAGNETIC PENDULUM OSCILLATIONS
AT MAGNETIC-ORIENTATION PHASE
TRANSITION INDUCED BY MAGNETIC FIELD

Nonlinear effects of magnetization and magnetic phase transi-
tion on the stability and dynamics of a pendulum made of soft-
magnetic ferromagnet have been considered. The pendulum is
a beam, with its longitudinal dimension being much larger
than the transverse dimensions. It has been shown that the
magnetization of the pendulum affects its stability and can
lead to a critical change in the pendulum equilibrium state in
a magnetic field directed perpendicularly (transversely) to the
pendulum. The oscillating system loses its rigidity in the criti-
cal field, and the eigenfrequency of mechanical pendulum osci-
llations tends to zero. The critical character of the influence of
the magnetic field on the pendulum occurs due to the magnetic-
field-induced orientational magnetic phase transition in the
ferromagnetic material of the pendulum, which is accompani-
ed by a change in its magnetic state symmetry. An alternating
magnetic field together with a stationary magnetic field induces
forced mechanical oscillations of the pendulum if the stationary
field strength is larger than a threshold value. If the stationary
field is less than the critical one, the alternating magnetic field
can cause the parametric resonance of the mechanical oscillati-
ons of the pendulum.

Ke yw o r d s: magnetic pendulum, eigenfrequency, orientati-
onal magnetic phase transition, parametric resonance, forced
oscillations.
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