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ФЛУКТУАЦIЇ ТА СТЕПЕНЕВI ФУНКЦIЇ
РОЗПОДIЛУ В НЕРIВНОВАЖНИХ СИСТЕМАХУДК 539

Сформульовано рiвняння Фоккера–Планка для функцiй розподiлу макроскопiчних вiд-
критих систем у просторi повiльно змiнних фiзичних величин (енергiї, адiабатичних
iнварiантiв тощо). Стацiонарний розв’язок отриманих рiвнянь визначає квазiрiвнова-
жну функцiю розподiлу у такому просторi. Запропонований пiдхiд враховує еволюцiю
систем пiд дiєю дисипацiї та дифузiї у просторi вiдповiдних змiнних. Показано, що вi-
домий степеневий закон розподiлу можна отримати, якщо врахувати внутрiшнi та
зовнiшнi флуктуацiї в статистичних системах. Наведено приклад рiвнянь Ланжевена,
якi генерують степеневi функцiї розподiлу.
К люч о в i с л о в а: рiвняння Фоккера–Планка, степенева функцiя розподiлу, флуктуацiї
в статистичних системах, рiвняння Ланжевена.

1. Вступ
Згiдно з основними положеннями термодинамiки,
макроскопiчна система, яка контактує з навколи-
шнiм середовищем, досягає стану рiвноваги протя-
гом часу релаксацiї. Час релаксацiї визначається
фiзичною природою системи, що розглядається, i
властивостями зовнiшнього середовища (див., на-
приклад, [1–3]). Встановлення рiвноваги в систе-
мi, що взаємодiє з термостатом, призводить як
до встановлення значень термодинамiчних пара-
метрiв, що дорiвнюють значенням вiдповiдних па-
раметрiв теплової ванни, так i до вiдсутностi течiй
у рiвноважнiй системi. У випадку нерiвноважних
вiдкритих систем потоки присутнi, але стацiонар-
нi стани також можуть iснувати. Такi стани мо-
жна iнтерпретувати як “квазiрiвноважнi” в тому
сенсi, що вони не змiнюються з часом, але термо-
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динамiчнi параметри системи та середовища вiд-
рiзняються мiж собою. Нерiвноважнi стацiонарнi
стани спостерiгаються в системi гарячих електро-
нiв у напiвпровiдниках [4], у системi фотонiв з не-
однорiдним розсiюванням, де коефiцiєнт дифра-
кцiї залежить вiд частоти фотонiв [5, 6], у систе-
мi високоенергетичних частинок, що утворюються
при зiткненнях важких iонiв на прискорювачах, i
у системах заряджених порошинок у плазмi [7–9].
Функцiї розподiлу таких систем зазвичай вiдрiзня-
ються вiд вiдомих рiвноважних розподiлiв.

Прикладом такого стацiонарного розподiлу мо-
же бути, зокрема, розподiл з “повiльно спадаю-
чим хвотом” (heavy-tailed distribution) при вели-
ких значеннях змiнної (степеневий закон розподi-
лу), що є надзвичайно важливим як з теоретичної,
так i з практичної точки зору [10]. У фiзицi, бiоло-
гiї та суспiльних науках знайдено багато степене-
вих розподiлiв. Головною особливiстю цього роз-
подiлу є його якiсна та кiлькiсна вiдмiннiсть вiд
нормального (гаусового) розподiлу.

У фiзицi всi функцiї розподiлу залежать вiд
енергiї, яка визначає гiперповерхню у фазовому
просторi i повнiстю визначає всi ймовiрнi стани си-
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стеми. Функцiя розподiлу в рiвноважному випадку
залежить тiльки вiд енергiї системи, i можна вва-
жати, що нерiвноважну функцiю розподiлу також
можна описати в термiнах енергiї макроскопiчної
системи. Для фiзичних систем енергiя є найповiль-
нiшою змiнною або керiвним параметром. В еко-
номiчних системах таким параметром може бути
кiлькiсть грошей, що беруть участь у фiнансових
операцiях. Для лiнгвiстики це набiр слiв, якi вжи-
ваються в тiй чи iншiй мовi. Тому в подальшому ми
розглянемо змiни найповiльнiшого керiвного пара-
метра системи.

Будь-яка система зазвичай перебуває в нерiвно-
важному станi a priori, однак ми можемо припу-
стити, що в деяких випадках стан деякої пiдсисте-
ми великої системи описується локальним розпо-
дiлом Гауса. Цей розподiл еволюцiонує, щоб забез-
печити найменшу енергiю та найбiльшу ентропiю
цiєї пiдсистеми. З iншого боку, у загальному випад-
ку, еволюцiю нерiвноважної системи можна описа-
ти на основi рiвняння Фоккера–Планка, де коефi-
цiєнти дифузiї та дисипацiї пов’язанi з вiдповiд-
ними рiвняннями Ланжевена [11–18]. Перевагою
рiвняння Фоккера–Планка є те, що воно враховує
як релаксацiю функцiї розподiлу за рахунок ди-
сипацiї, так i випадковий вплив флуктуацiй рiзної
природи (це можуть бути як внутрiшнi флукту-
ацiї, так i флуктуацiї параметрiв навколишнього
середовища). Таким чином, за допомогою рiвнян-
ня Фоккера–Планка можна знайти ймовiрнi ста-
цiонарнi розподiли, породженi, зокрема, мульти-
плiкативними шумами, якi виникають в результатi
нелiнiйної взаємодiї внутрiшнiх i зовнiшнiх флу-
ктуацiй. Крiм того, стацiонарнi розв’язки рiвнянь
Фоккера–Планка за певних умов вказують на ймо-
вiрне iснування фазового переходу в стан, який мо-
жна пов’язати зi стацiонарним станом системи. Ми
припускаємо, що мультиплiкативнi флуктуацiї мо-
жуть призвести до степеневого стацiонарного роз-
подiлу, якщо ми правильно їх врахуємо.

Метою даної роботи є обґрунтування виникнен-
ня степеневого розподiлу в просторi рiзних керiв-
них параметрiв та знаходження умов формуван-
ня такого розподiлу. Отримано розв’язок рiвнян-
ня Фоккера–Планка для функцiї розподiлу макро-
скопiчної системи, що описує ймовiрнi квазiстацiо-
нарнi стани системи. Запропонований пiдхiд опи-
сує еволюцiю системи мiж рiзними станами з ура-
хуванням дисипацiї та впливу зовнiшнього сере-

довища. Для економiчних систем та систем iншої
природи, де повiльною змiнною може бути iнша
величина (наприклад, грошi) [10], було показано,
що цей пiдхiд може дати вiдомий степеневий закон
розподiлу.

Стаття органiзована наступним чином. Загаль-
ний пiдхiд до виведення рiвняння Фоккера–
Планка з головного рiвняння представлений у роз-
дiлi 2. У роздiлi 3 ми формулюємо конкретне рiв-
няння Ланжевена, яке призводить до степеневого
закону функцiї розподiлу. Застосування рiвняння
Фоккера–Планка в енергетичному представленнi
проаналiзовано в роздiлi 4. Отриманi результати
сформульовано у висновках (роздiл 5). Iлюстрацiя
опису вiдомих результатiв (броунiвський рух) на-
ведена в Додатку A.

2. Основне кiнетичне рiвняння

Як вiдомо, макроскопiчний стан статистичної си-
стеми можна описати за допомогою функцiй роз-
подiлу, якi визначають усi макроскопiчнi власти-
востi системи, що розглядається [2, 11]. Такi фун-
кцiї розподiлу (на вiдмiну вiд мiкроскопiчних роз-
подiлiв) залежать лише вiд кiлькох макроскопi-
чних параметрiв. Щоб описати еволюцiю в термi-
нах функцiй розподiлу, цi параметри, як керiвнi
параметри нерiвноважних систем, повиннi бути ве-
личинами, що “повiльно змiнюються”. За вiдсутно-
стi будь-яких iнших знань про нерiвноважнi систе-
ми немає пiдстав вiддавати перевагу будь-якому
визначеному стану системи. Власне, поточний стан
системи визначається керiвними параметрами. Не-
рiвноважна функцiя розподiлу 𝜌(𝜀, 𝑡) включає за-
лежнiсть вiд керiвного параметра системи 𝜀 i ча-
су 𝑡. Функцiю розподiлу, у загальному випадку, мо-
жна отримати з головного кiнетичного рiвняння,
яке описує еволюцiю системи протягом тривалого
перiоду часу та враховує швидкi випадковi проце-
си в нiй. З точки зору довiльного керiвного па-
раметра, основне кiнетичне рiвняння для нерiвно-
важної функцiї розподiлу можна записати таким
чином [11]:

𝜕𝜌(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
=

∫︁ {︁
𝑊 (𝜀, 𝜀′)𝜌(𝜀′, 𝑡)−𝑊 (𝜀′, 𝜀)𝜌(𝜀, 𝑡)

}︁
𝑑𝜀′,

(1)

де 𝑊 (𝜀|𝜀′) – ймовiрнiсть переходу мiж рiзними зна-
ченнями керiвного параметра системи в одиницю
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часу. Це базове кiнетичне рiвняння є рiвнянням
балансу для ймовiрностей станiв. Усi розв’язки
основного кiнетичного рiвняння при 𝑡 → ∞ мають
загальну фундаментальну властивiсть: вони рела-
ксують до вiдповiдних стацiонарних розв’язкiв, якi
можна iнтерпретувати як “квазiрiвноважнi” ста-
ни для цих систем. Загалом така еволюцiя задо-
вольняє закон зростання ентропiї в загальному ро-
зумiннi [18]. Однак основне кiнетичне рiвняння є
нелiнiйним, а самi ймовiрностi переходу залежать
вiд функцiї розподiлу. Перехiд до лiнiйного рiвня-
ння можливий лише для броунiвського руху, коли
вiдсутня взаємодiя мiж окремими броунiвськими
системами. Форма рiвняння Фоккера–Планка для
броунiвської системи залежить вiд шляху розкла-
дання ймовiрностей переходу при змiнi Δ𝜀 = 𝜀−𝜀′.

Незалежно вiд процесу, що призводить до змiн
функцiї розподiлу за керiвним параметром, рiвня-
ння Фоккера–Планка можна записати в такiй за-
гальнiй формi [11–18]:

𝜕𝜌(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝜀

(︁
𝐴(𝜀)𝜌(𝜀, 𝑡)

)︁
+

1

2

𝜕2

𝜕𝜀2

(︁
𝐷(𝜀)𝜌(𝜀, 𝑡)

)︁
. (2)

Тут коефiцiєнти 𝐴(𝜀) i 𝐷(𝜀) залежать вiд керiв-
них параметрiв, i їх фiзичний змiст визначається
природою процесiв, що розглядаються. Явний ви-
гляд коефiцiєнтiв Фоккера–Планка не має осо-
бливого значення, оскiльки в рiзних презентацiях
iснує прямий зв’язок мiж ними [11–18]. Щоб ви-
брати одну з них, необхiдно залучити фiзичнi ар-
гументи. Зокрема, рiвняння Фоккера–Планка мо-
жна отримати з ланцюжка рiвнянь Боголюбова в
наближеннi слабкої взаємодiї (малий множник при
потенцiалi взаємодiї) або наближеннi малостi мас
молекули рiдини чи газу по вiдношенню до маси
частинки домiшки [19].

Змiст коефiцiєнтiв можна прояснити за допомо-
гою динамiчного рiвняння для керiвного параме-
тра. У загальному випадку [14, 18] можна припу-
стити, що стохастичне рiвняння дисипацiї можна
записати у виглядi

𝑑𝜀

𝑑𝑡
= 𝑓(𝜀) +

√︀
𝐷(𝜀)𝐿(𝑡). (3)

Розв’язок цього стохастичного рiвняння дисипа-
цiї залежить вiд зовнiшнiх впливiв i початкових
умов. Зовнiшнiй вплив проявляється у змiнi керiв-
ного параметра системи пiд випадковим впливом

навколишнього середовища, що дiє разом iз диси-
пацiєю. Розсiювання описується першим доданком
𝑓(𝜀) у наведеному вище рiвняннi. Цей доданок мо-
же бути отриманий з динамiчного рiвняння для
макроскопiчної системи з вiдомою взаємодiєю си-
стеми з навколишнiм середовищем.

Випадковий вплив середовища враховується
другим доданком у рiвняннi. Зазвичай передба-
чається, що джерела флуктуацiй не корельованi,
а кореляцiя мiж двома значеннями флуктуацiй у
два рiзнi моменти часу, ⟨𝐿(𝑡)𝐿(𝑡′)⟩ = 𝜑(𝑡 − 𝑡′), мо-
же вiдрiзнятись вiд нуля лише протягом iнтерва-
лу часу, що дорiвнює часу взаємодiї. Кутовi дуж-
ки ⟨...⟩ означають статистичне усереднення вiдпо-
вiдної величини. Функцiя 𝜑(𝑡 − 𝑡′) повинна мати
рiзкий пiк в околi нуля та задовольняти умову∫︀
𝜑(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜎2 для бiлого шуму [18]. Однак вла-

стивостi середовища також можуть змiнюватися
випадковим чином. У результатi система, яка не
може досягти рiвноваги пiсля швидких змiн се-
редовища, повинна релаксувати до нового стану.
Цей процес свiдчить про деградацiю системи при
її контактi з навколишнiм середовищем. Оскiль-
ки загальне стохастичне рiвняння має такий са-
мий вигляд, як i для звичайної броунiвської ча-
стинки, то надалi такi системи будемо називати
броунiвськими.

Нелiнiйне рiвняння Ланжевена повинно мати
еквiвалентне рiвняння для функцiї розподiлу ймо-
вiрностей, яке можна записати з урахуванням кон-
кретних властивостей статистичної системи. Сьо-
годнi ми знаємо два рiзних пiдходи до розгляду ви-
падкових процесiв. Якщо коефiцiєнт дифузiї 𝐷(𝜀)
залежить вiд керiвного параметра в початковiй то-
чцi, то рiвняння для нерiвноважної функцiї розпо-
дiлу можна отримати у формi Iто. Якщо ж цей
коефiцiєнт залежить вiд керiвного параметра до i
пiсля переходу, то рiвняння дифузiї можна записа-
ти у формi Стратоновича. Якщо використати роз-
бивку симетричної та асиметричної частин ймо-
вiрностi переходу, то отримаємо кiнетичну форму
представлення рiвняння Фоккера–Планка. Усi во-
ни пов’язанi з представленням сил “розсiювання”
та дифузiї, тобто

𝐴(𝜀) = 𝑓(𝜀) + 𝜈
𝑑𝐷(𝜀)

𝑑𝜀
, (4)

де коефiцiєнт 𝜈 дорiвнює 1, 1/2, або 0 у представ-
леннях Iто, Стратоновича та кiнетичному, вiдпо-
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вiдно. Явнi вирази для коефiцiєнтiв через мiкро-
скопiчнi параметри мають такий вигляд [11–18]:

𝑓(𝜀) =
∫︀
Δ𝜀𝑊 (Δ𝜀)𝑑Δ𝜀,

𝐷(𝜀) =
∫︀
(Δ𝜀)2𝑊 (Δ𝜀)𝑑Δ𝜀.

(5)

Рiвняння для нерiвноважної функцiї розподiлу в
цьому випадку можна переписати у виглядi ло-
кального закону збереження ймовiрностi, тобто

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕𝐽(𝜌(𝜀, 𝑡))

𝜕𝜀
, (6)

де

𝐽 = 𝐴(𝜀)𝜌(𝜀, 𝑡) +
𝜕

𝜕𝜀
𝐷(𝜀)𝜌(𝜀, 𝑡). (7)

Стацiонарний розв’язок рiвняння Фоккера–План-
ка при 𝐽(𝜌(𝜀, 𝑡)) = 0 дається формулою

𝜌𝑠(𝜀) =
𝐶

𝐷𝜈(𝜀)
exp

⎛⎝− 𝜀∫︁
0

𝑓(𝜀′)𝑑𝜀′

𝐷(𝜀′)

⎞⎠. (8)

Ця функцiя розподiлу має екстремальне значення,
якщо керiвний параметр 𝜀 задовольняє рiвняння

𝜈𝐷′(̃︀𝜀) = 𝑓(̃︀𝜀), (9)

де символ ′ означає похiдну за керiвним параме-
тром. Рiвняння (8) встановлює зв’язок мiж диси-
пацiєю та дифузiєю системи в стацiонарному ви-
падку та повнiстю визначає новий “квазiрiвнова-
жний” стан системи [15, 16].

3. Степенева функцiя розподiлу

Степеневий стацiонарний розподiл керiвного пара-
метра спостерiгався для багатьох систем рiзних ти-
пiв. Багато статей i оглядiв [10] пов’язанi з цiєю ва-
жливою проблемою. Хочеться звернути увагу на
одну iз загальних ймовiрних причин появи тако-
го стацiонарного розподiлу як у загальному пiдхо-
дi, так i у конкретних фiзичних прикладах. Перш
за все, ми зосередимося на стацiонарнiй функцiї
розподiлу (8). Очевидно, що за наявностi зв’яз-
ку мiж дрейфом системи пiд впливом зовнiшнiх
факторiв i коефiцiєнтом дифузiї 𝑓(𝜀) ∼ 𝐷′(𝜀) зав-
жди можна отримати степеневий закон залежно-
стi вiд керiвного параметра. На практицi це озна-
чає, що iснує залежнiсть мiж середнiм значенням
дрейфу системи при змiнi керiвного параметра та
дифузiєю в просторi цього керiвного параметра.

Це призводить до того, що встановлюється зв’язок
мiж дисперсiєю системи та флуктуацiями, який
i забезпечує стацiонарний стан системи зi стацiо-
нарною функцiєю розподiлу в степеневiй формi
𝜌𝑠 = 𝐷𝜇(𝜀), де степiнь 𝜇 визначатиметься спiввiд-
ношенням мiж коефiцiєнтом деградацiї та флукту-
ацiйними кореляцiями. Це дає змогу зробити ви-
сновок про те, що функцiя розподiлу типу Парето
виникає пiд впливом мультиплiкативного шуму в
системi, а саме, через флуктуацiї параметрiв про-
цесу дисипацiї.

Розглянемо простий випадок еволюцiї системи в
середовищi неоднорiдної дисипацiї. Для цього ви-
падку характеристики системи можуть бути вра-
хованi через iнше значення коефiцiєнта дисипацiї,
що залежить вiд керiвного параметра як випадко-
вої величини. У цьому випадку ми можемо викори-
стати загальнi результати [14], де поточний пiдхiд
використовується для опису спричиненого шумом
фазового переходу. У розглянутому випадку рiв-
няння Ланжевена для повiльного керiвного пара-
метра можна записати у виглядi

𝑑𝜀

𝑑𝑡
= −𝛾𝑡𝜀,

де множник 𝛾𝑡 = 𝛾 + 𝜉𝑡 складається з постiй-
ної частини 𝛾, яка визначає середнiй коефiцiєнт
дисипацiї, та хаотичної частини 𝜉𝑡, яка описує
вплив випадкової змiни дисипацiї. У випадку бiло-
го шуму ми можемо записати таке рiвняння Фок-
кера–Планка для нерiвноважної функцiї розподi-
лу в стандартнiй формi iнтерпретацiї Стратонови-
ча [14]:

𝜕𝜌(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝜀
(𝛾𝜀𝜌(𝜀, 𝑡)) +

𝜎2

2

𝜕2

𝜕𝜀2
𝜀2𝜌(𝜀, 𝑡), (10)

де 𝜎2 визначає дисперсiю флуктуацiй коефiцiєнта
дисипацiї 𝛾. Стацiонарний розв’язок цього рiвнян-
ня можна представити у виглядi [14]

𝜌𝑠(𝜀, 𝑡) = 𝐶(𝜀)−[𝜈+𝛾/𝜎2]. (11)

Це стацiонарне рiшення має вигляд розподiлу Па-
рето. Цей результат був експериментально перевi-
рений i визнаний дiйсним у багатьох випадках, на-
приклад, для розподiлу грошей у суспiльствi, чи
розподiлу слiв у лiтературних творах, тощо. Мо-
жна стверджувати, що розподiл функцiї Парето
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породжується флуктуацiями у середовищi, в яко-
му вiдбувається динамiка незбалансованої систе-
ми. Крiм того, слiд враховувати, що 𝜎2 є дисперсi-
єю лише коефiцiєнта дисипацiї 𝛾 i може визначати-
ся зовнiшнiми умовами. Залежнiсть дисипацiйних
властивостей вiд керiвного параметра може бути
нелiнiйною. У такому випадку ми можемо ввести
додатковий нелiнiйний член у функцiю 𝑓(𝜀),
𝑓(𝜀) = −𝛾𝜀+ 𝛿𝜀𝑛.

Як бачимо, якщо 𝑛 = 1, нiщо не змiнюється у
порiвняннi з попереднiм випадком, окрiм степенi
−[𝜈 + (𝛾 − 𝛿)/𝜎2]. У випадку нелiнiйної степенi ми
отримуємо такий результат для функцiї розподiлу:

𝜌(𝜀) = 𝐴𝜀−[𝜈+𝛾/𝜎2] exp

(︂
𝛿

𝜎

2

𝜀𝑛−1

)︂
. (12)

Отриманий розподiл погано працює як для малих,
так i для великих значень керiвного параметра 𝜀,
тобто цей розподiл може бути корисним лише в
певному 𝜀-дiапазонi. Множник перед експонентою
можна iнтерпретувати як залежнiсть вiд щiльностi
станiв. Виявляється, що фiзичнi властивостi систе-
ми, наприклад теплоємнiсть, залежать вiд щiльно-
стi станiв. На пiдставi поведiнки останнього пара-
метра робляться висновки про тип фазового пере-
ходу в рiвноважному випадку [20].

4. Енергетичний простiр

Для кращого розумiння отриманих результатiв за-
стосуємо цей пiдхiд до опису фiзичних систем, чия
енергiя може бути керiвним параметром. У нерiв-
новажному випадку енергiя макроскопiчної систе-
ми змiнюється в залежностi вiд зовнiшнiх впливiв i
початкових умов, тобто система здiйснює перехiд з
одного енергетичного стану в iнший. Щоб описати
таку еволюцiю, необхiдно взяти до уваги дисипа-
цiю та вплив зовнiшнього середовища [7–16].

Узагальнення статистичного опису таких систем
за допомогою розподiлу Гiббса в енергетичному
представленнi [21] не завжди можливо. Щоб зро-
зумiти причини цього, нагадаємо основнi моменти
такого пiдходу. Канонiчний розподiл Гiббса у фа-
зовому просторi задається формулою

𝜌(𝑞, 𝑝)𝑑Γ = exp

{︂
𝐹 −𝐻(𝑞, 𝑝)

Θ

}︂
𝑑Γ, (13)

де 𝐻(𝑞, 𝑝) = 𝐸 – це гамiльтонiан на гiперповерхнi
постiйної енергiї 𝐸, 𝑑Γ =

∏︀
𝑖 𝑑𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖 – елемент фа-

зового простору, Θ = 𝑘𝑇 , 𝑇 – температура, а 𝐹 –

вiльна енергiя, яку можна знайти з умови норма-
лiзацiї∫︁

exp

[︂
𝐹 −𝐻(𝑞, 𝑝)

Θ

]︂
𝑑Γ = 1.

Фазовий простiр, як вiдомо, визначається енергiєю
системи та зовнiшнiми параметрами [21]. Введемо
величину Σ = ln (𝑑Γ)/(𝑑𝐸). Тодi можна розгляну-
ти розподiл в енергетичному просторi

𝜌(𝐸)𝑑𝐸 = 𝐶 exp

{︂
𝐹 − 𝐸

Θ
+Σ(𝐸)

}︂
𝑑𝐸. (14)

Умова нормалiзацiї дає∫︁
𝑐 exp

[︂
𝐹 − 𝐸

Θ
+Σ(𝐸)

]︂
𝑑𝐸 = 1.

Щоб вибрати стани з домiнуючим внеском у ста-
тистичну суму, ми використовуємо умову для тем-
ператури, визначену рiвнянням (𝑑Σ)/(𝑑𝐸) = 1/Θ.

При цьому ми припускаємо, що зв’язок мiж змi-
нами величини фазового простору та енергiї 𝐸 вi-
домий. В рамках цього визначення та в контекстi
фундаментальних принципiв статистичної механi-
ки [13] ми приходимо до висновку, що формула

Σ = ln
𝑑Γ

𝑑𝐸
= 𝑆

вiдтворює ентропiю системи, враховуючи те, що
температура описує залежнiсть ентропiї лише вiд
енергiї, але не вiд iнших термодинамiчних фун-
кцiй. Звiдси також випливає, що iнтегрування по
енергiї в континуальному сенсi дає вираз для ста-
тистичної суми. Очевидно, що екстремальний вне-
сок у статистичну сумму пов’язаний зi станами,
для яких 𝐹 = 𝐸 − 𝜃𝑆, i що за будь-яких вiдхилень
вiд останньої умови внесок у статистичну сумму
є мiзерно малим, подiбно до внеску квантових по-
правок до класичних траєкторiй [8, 16].

У випадку вiдкритих систем може виникнути
додаткова дисипацiя (наприклад, дисипативнi ха-
рактеристики зовнiшнього середовища можуть ма-
ти значнi випадковi змiни в процесi еволюцiї), що
може призвести до повiльної змiни енергiї системи
пiд зовнiшнiм впливом. Випадкове блукання систе-
ми також є результатом взаємодiї iз навколишнiм
середовищем, вплив якого проявляється у випад-
ковiй послiдовностi змiн енергiї системи. Якщо си-
стема не має достатньо часу, щоб повернутися до
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початкового розподiлу пiсля випадкової змiни па-
раметрiв навколишнього середовища, вона повин-
на релаксувати до нового стану. Тому внесок ста-
нiв з енергiями, шо змiнилися внаслiдок флуктуа-
цiй зовнiшнiх параметрiв, та якi не задовольняють
умову домiнуючого внеску в статистичну сумму в
рiвноважному випадку, може бути значним, i тому
розподiл Гiббса бiльше не буде виконуватися.

Загальне рiвняння, яке описує змiнну енергiю
(3) як повiльний керiвний параметр (𝜀 = 𝐸) i вра-
ховує енергiю дисипацiї та випадковi кроки в енер-
гетичному просторi, можна представити у формi

𝜕𝐸

𝜕𝑡
= 𝑓(𝐸) + 𝐿(𝑡), (15)

де 𝑓(𝐸) визначає змiни енергiї внаслiдок проце-
сiв дисипацiї, а 𝐿(𝑡) – це флуктуацiя, яку немо-
жливо пов’язати зi змiнною дисипацiєю та враху-
вати випадковi збурення зовнiшнього середовища.
Залежнiсть функцiї дисипацiї вiд енергiї включає
вплив усiх зовнiшнiх факторiв, що призводять до
дисипацiї енергiї. Нижче ми розглянемо деякi при-
клади такої залежностi. У випадку бiлого шуму ми
використовуємо просте рiвняння Фоккера–Планка
(2) для нерiвноважної функцiї розподiлу [14, 18]:

𝜕𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝐸
(𝑓(𝐸)𝜌(𝐸, 𝑡)) +

𝜎2

2

𝜕2𝜌(𝐸, 𝑡)

𝜕𝐸2
. (16)

Стацiонарний розв’язок цього рiвняння має про-
стий вигляд

𝜌(𝐸) = 𝐴 exp

⎛⎝ 𝐸∫︁
0

𝑓(𝐸′)

𝜎2
𝑑𝐸′

⎞⎠. (17)

У випадку 𝑓(𝐸) = −𝛾𝐸, коли враховується ефе-
ктивна дисипацiя енергiї в зовнiшньому сере-
довищi, стацiонарний розв’язок можна записати
у формi

𝜌(𝐸) = 𝐴 exp

(︂
−𝛾𝐸2

𝜎2

)︂
. (18)

Щоб визначити фiзичний змiст коефiцiєнта диси-
пацiї енергiї, слiд повернутися до динамiчного рiв-
няння енергiї. Розв’язок цього рiвняння можна за-
писати у виглядi⟨︀
𝐸2

⟩︀
= 𝐸2

0 exp(−2𝛾𝑡) +
𝜎2

2𝛾
[1− exp(−2𝛾))], (19)

з необхiдною умовою lim𝑡→∞
⟨︀
𝐸2

⟩︀
= 𝜎2

2𝛾 . У такому
випадку нерiвноважна функцiя розподiлу визна-
чається формулою

𝜌(𝐸) = 𝐴 exp

(︂
− 𝐸2

⟨𝐸2⟩

)︂
, (20)

яка є рiвноважною “функцiєю розподiлу Максвел-
ла” для енергiї, близької за значенням до сере-
днього значення флуктуацiйної енергiї. Цю фор-
мулу можна розглядати як узагальнення розподi-
лу енергiї в консервативнiй системi, яка не взаємо-
дiє з термостатом. В останньому випадку 𝑓(𝐸) = 0,
i стацiонарний розв’язок перетворюється на кон-
станту. Рiвняння для нерiвноважної функцiї роз-
подiлу у випадку вiдкритої системи має вигляд
рiвняння дифузiї, яке має розв’язок

𝜌(𝐸) = 𝐴
1√
8𝜋𝜎

exp

(︂
− 𝐸2

4𝜎2𝑡

)︂
, (21)

що описує вiльну мiграцiю системи, яка є нечi-
ткою (розмитою) в енергетичному просторi. Сту-
пiнь нечiткостi системи зростає з часом за законом⟨︀
𝐸2

⟩︀
= 4𝜎2𝑡. Це рiшення описує еволюцiю систе-

ми, яка у початковому станi описувалася функцi-
єю розподiлу замкнутої системи 𝜌(𝐸) = 𝛿(𝐸−𝐸0).
Усi стани системи в початковий момент часу зна-
ходяться в точках поверхнi постiйної енергiї. Флу-
ктуацiї зовнiшнiх умов призводять до розмитостi
мiкроканонiчного розподiлу. У цiй ситуацiї не iснує
стацiонарної щiльностi ймовiрностi. У цьому сенсi
необхiдно враховувати, що значення 𝐸 = 0 – це
не тiльки внутрiшня межа, а також i стацiонар-
на точка, в якiй усi ймовiрнi стани системи мають
однаковi щiльностi ймовiрностi, а тому процеси пе-
реносу та дифузiї не вiдбуваються. Ця точка також
є точкою притягання, i вся “маса” щiльностi ймо-
вiрностi зосереджена в нулi i повинна задовольня-
ти умову нормалiзацiї для функцiї розподiлу [14].
Згiдно зi щiльнiстю ймовiрностi вона повинна вiд-
повiдати мiкроканонiчнiй функцiї розподiлу. Ста-
цiонарний розв’язок у загальному нерiвноважному
випадку можна подати у виглядi

𝜌𝑠(𝐸) =
𝐶

𝐷𝜈(𝐸)
exp

⎛⎝− 𝐸∫︁
0

𝑓(𝐸′)𝑑𝜀′

𝐷(𝐸′)

⎞⎠. (22)

Ця функцiя розподiлу має екстремальне значення
при значеннi керiвного параметра, яке можна зна-
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йти як розв’язок рiвняння

𝜈𝐷′( ̃︀𝐸) = 𝑓( ̃︀𝐸). (23)

Якщо ми припустимо, що дисипацiя 𝑓(𝐸) є не-
лiнiйною функцiєю стану системи, може виникну-
ти багато цiкавих ситуацiй, включаючи спричине-
нi шумом переходи до нових нерiвноважних ста-
нiв, якi є бiльш стабiльними, нiж попереднiй стан.
У цьому сенсi можна реалiзувати новий нерiвнова-
жний стан з бiльшим часом життя системи. У цьо-
му особливому станi система виявляє новi власти-
востi, якi не проявлялися при початкових умовах.
Флуктуацiї у зовнiшньому середовищi визначають
температуру системи i всi можливi стани цiєї си-
стеми. Температура системи визначається дифузi-
єю в енергетичному просторi, i ця дифузiя є унi-
версальною характеристикою середовища. Темпе-
ратура визначається процесом, що розглядається.
Як приклад, обчислимо ентропiю при екстремаль-
ному значеннi функцiї розподiлу, тобто

𝑆 = −
∫︁

𝜌𝑠(𝐸) ln 𝜌𝑠(𝐸)𝑑𝐸 = ⟨𝑈(𝐸)⟩, (24)

та знайдемо, у вiдповiдностi до визначення, тем-
пературу системи в сiдловiй точцi,

1

Θ
=

𝑑𝑆

𝑑 ⟨𝐸⟩
=

𝑑 ⟨𝑈(𝐸)⟩
𝑑 ⟨𝐸⟩

. (25)

Це означає, що температура не вiдповiдає сере-
дньому значенню енергiї в системi i в загально-
му випадку є певною функцiєю середньої енергiї.
В додатку ми продемонструємо це для деяких ви-
падкiв. У найпростiшому випадку броунiвської ча-
стинки ми можемо взяти 𝑓(𝐸) = −𝛾𝐸, де 𝛾 – це
коефiцiєнт дисипацiї, i 𝑔(𝐸) = 1 для бiлого шу-
му; тодi 𝑈(𝐸) = 2𝛾

𝜎2𝐸 i 1
Θ = 2𝛾

𝜎2 . Температура для
таких систем визначається тiльки через iнтенсив-
нiсть шуму, що є природним.

5. Висновок

Показано, що причиною розподiлу Парето в бага-
тьох нерiвноважних системах є флуктуацiї власти-
востей навколишнього середовища.

Наведено обґрунтування запропонованого ранi-
ше пiдходу до статистичного опису нерiвноважних
систем в енергетичному просторi [15] та запро-
поновано загальний опис еволюцiї нерiвноважної
функцiї розподiлу в енергетичному просторi. На

основi рiвняння Фоккера–Планка для функцiї роз-
подiлу макроскопiчної системи отримано нове рiв-
няння, що враховує флуктуацiї стану навколи-
шнього середовища. Стацiонарний розв’язок та-
кого рiвняння описує стацiонарнi стани нерiвно-
важних систем. Запропонований пiдхiд враховує
ймовiрнi переходи мiж рiзними станами внаслi-
док дисипацiї та дифузiї системи в енергетичному
просторi.

Для опису еволюцiї нерiвноважної системи необ-
хiдно знайти розв’язки рiвняння Фоккера–Планка
з нелiнiйними кiнетичними коефiцiєнтами, якi мо-
жуть бути предметом подальших дослiджень. Ево-
люцiю в енергетичному просторi природно опису-
вати за допомогою кiнетичних коефiцiєнтiв, якi
слiд знайти з вiдповiдних рiвнянь Ланжевена для
еволюцiї керiвного параметра системи, що взає-
модiє з флуктуацiями середовища, та її макро-
скопiчних характеристик. Зменшення значимостi
початкового основного стану не суперечить Н-
теоремi, оскiльки вiдомо, що розподiли, еволюцiя
яких пiдпорядкована рiвнянню Фоккера–Планка,
приводять до зростання ентропiї. Тому запропо-
нована в цiй статтi картина видається цiлком
послiдовною.

ДОДАТОК A.
Звичайний броунiвський рух

Щоб повнiше проiлюструвати переваги запропонованого
пiдходу, розглянемо вiдомi результати, отриманi в теорiї
броунiвського руху. Зараз ми покажемо, що для звичай-
ної броунiвської частинки запропонований пiдхiд до опису
стохастичної динамiки в енергетичному просторi повнiстю
еквiвалентний опису в просторi швидкостей. Динамiку бро-
унiвських частинок можна описати у термiнах швидкостi 𝑣
рiвнянням Ланжевена

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣 + 𝐹 (𝑡), (A1)

де 𝛾 – коефiцiєнт тертя, а 𝐹 (𝑡) – випадкова сила, яка опи-
сує дiю середовища на частинку i для якої виконуються
такi умови: середнє по рiвноважному ансамблю значення
дорiвнює нулю, ⟨𝐹 (𝑡)⟩ = 0; ⟨𝐹 (𝑡)𝐹 (𝑡′)⟩ = 𝜑2𝛿(𝑡 − 𝑡′). Вони
задовольняють умову бiлого шуму i описують процес не-
корельованого руху частинок. Для броунiвської частинки
енергiю 𝐸 = 𝑀𝑣2/2 i змiну енергiї можна визначити таким
чином:

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑀𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −2𝛾𝐸 +

√
2𝑀𝐸𝐹 (𝑡). (A2)

Це є нiщо iнше, як рiвняння (15) з 𝑓(𝐸) = −2𝛾𝐸, 𝑔(𝐸) =
√
𝐸

i 𝐿(𝑡) =
√
2𝑀𝐹 (𝑡). Використовуючи розв’язок рiвняння
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Ланжевена для швидкостi, отримуємо [18]⟨︀
𝑣2(∞)

⟩︀
= 𝜑2/(2𝛾) = (𝑘𝑇 )/𝑀.

Тому ⟨𝐸⟩ = (𝑘𝑇 )/2, де 𝑇 – це температура термальної ван-
ни. Використовуючи розв’язок рiвняння (A2) i нехтуючи
кореляцiєю флуктуацiй енергiї, ми отримуємо√︁

⟨𝐸⟩2 =
𝜎2

4𝛾
≡

𝜑2

4𝛾
2𝑀 = 𝑘𝑇,

що, як i в попередньому результатi, повнiстю задовольняє
умову рiвноваги.

Рiзнi описи процесу, що протiкає в нерiвноважнiй систе-
мi, є еквiвалентними, але перевага вiддається енергетично-
му представленню, оскiльки воно дає можливiсть знайти
умови “сталих” станiв нерiвноважної системи. Такий пiдхiд
справедливий для рiзних систем, для яких можливо визна-
чити прямий вплив взаємодiї з навколишнiм середовищем i
ймовiрнi випадковi нерiвноважнi флуктуацiї. Вiн є кращим
у порiвняннi з iншими пiдходами, оскiльки енергiя є найпо-
вiльнiшою змiнною, вiд якої залежить релаксацiя системи.

Енергетичне представлення може бути бiльш прозорим
для розумiння, якщо ми порiвняємо його зi звичайним
способом опису станiв рiвноваги. Наприклад, для звичайної
броунiвської частинки стацiонарний розв’язок можна запи-
сати у виглядi

𝜌𝑠(𝐸) = 𝐴 exp

{︂
−
4𝛾

𝜎2
𝐸 − ln

√
𝐸

}︂
≡ 𝐴

1
√
𝐸

exp(−𝛽𝐸), (A3)

де використовується добре вiдоме спiввiдношення (2𝛾)/𝜎2=

= 𝛽. Враховуючи умову нормування∫︁
𝜌𝑠(𝐸)𝑑𝐸 ≡

∫︁
𝜌𝑠(𝑝)𝑑𝑝,

ми отримуємо рiвноважну функцiю розподiлу в iмпульсно-
му просторi у такому виглядi:

𝜌𝑠(𝑝) = 𝐴 exp

(︂
−𝛽

𝑝2

2𝑀

)︂
= 𝐴 exp

(︂
−
𝑀𝑣2

2𝑘𝑇

)︂
. (A4)

Стацiонарний розчин повнiстю вiдтворює добре вiдому рiв-
новажну функцiю розподiлу для звичайних броунiвських
частинок.

Розглянемо iнший випадок, коли енергiя постiйно вводи-
ться в систему i розсiюється, тобто 𝑓(𝐸) = 𝛼 − 𝛾𝐸. Для
такої системи отримуємо таку стацiонарну функцiю розпо-
дiлу для флуктуацiй коефiцiєнта дисипацiї 𝛾 = 𝛾 + 𝜉𝑡:

𝜌(𝜀) = 𝐴𝐸−[1+(2𝛾)/𝜎2] exp

(︂
−

2𝛼

𝜎2𝐸

)︂
. (A5)

Тут 𝜎2 – це дисперсiя лише коефiцiєнта дисипацiї 𝛾. При ве-
ликих значеннях енергiї ми маємо лише степеневу функцiю
розподiлу.
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FLUCTUATIONS AND POWER
LAW DISTRIBUTION FUNCTION
IN NONEQUILIBRIUM SYSTEMS

The Fokker–Planck equation is formulated for the distribu-

tion functions of macroscopic open systems in the space of

slowly changing physical variables (energy, adiabatic invari-

ants, etc.). The stationary solution of such equations deter-

mines a quasi-equilibrium distribution function in the relevant

space. The proposed approach involves the evolution of sys-

tems under the action of dissipation and diffusion in the space

of the appropriate variables. It is shown that the well-known

power law distribution can be obtained by considering internal

and external fluctuations in statistical systems.

Ke yw o r d s: Fokker–Planck equation, power low distributi-
on function, fluctuations in statistical systems, Langevin equa-
tions.
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