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РОМБIЧНОПОДIБНИЙ ЛАНЦЮЖОК
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Точний розв’язок для дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда аналiзується
в спецiальнiй границi нескiнченного одноцентрового електрон-електронного вiдштов-
хування, де двоелектронний димер Габбарда стає еквiвалентним антиферомагнiтному
iзотропному димеру Гайзенберґа. Аналiтично розраховано спецiальну границю нескiн-
ченного вiдштовхування для матрицi комiркового гамiльтонiана цiєї моделi i показа-
но, що точний розв’язок для дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда в цiй
границi збiгається з точним розв’язком спiн-1/2 дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Гайзенберґа з антиферомагнiтною iзотропною взаємодiєю Гайзенберґа. Чисель-
ний розрахунок спецiальної границi нескiнченного вiдштовхування для фазової дiаграми
основного стану i термодинамiчних характеристик дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Габбарда виконано таким чином, щоб забезпечити дуже швидку збiжнiсть до
граничних результатiв для цих характеристик.
Ключ о в i с л о в а: ромбiчний ланцюжок Iзiнга–Габбарда, точний розв’язок, основний
стан, термодинамiчнi характеристики, геометрична фрустрацiя.

1. Вступ
Iнтерес до вивчення основного стану, магнiтних i
теплових властивостей, а останнiм часом i псевдо-
критичної поведiнки спiн-1/2 ромбiчного ланцюж-
ка Iзiнга–Гайзенберґа [1–16] i спiн-електронного
ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда [17–22] в
значнiй мiрi iнiцiйований незвичайними особли-
востями магнiтних i теплових властивостей при-
родного мiнералу азуриту Cu3(CO3)2(OH)2, таки-
ми як наявнiсть плато на однiй третинi намагнi-
ченостi насичення на кривiй намагнiчування при
низькiй температурi i наявнiсть двох пiкiв на тем-
пературнiй залежностi питомої теплоємностi [23–
26]. Вiдомо, що азурит забезпечує експерименталь-
ну реалiзацiю фрустрованого спiн-1/2 ромбiчного
ланцюжка Гайзенберґа [27, 28]. Хоча точно розв’я-
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зуваний спiн-1/2 ромбiчний ланцюжок Iзiнга–Гай-
зенберґа [1, 2, 11] дає лише спрощену версiю ви-
щезгаданої моделi, вона якiсно вiдтворює експе-
риментальнi особливостi намагнiченостi та тепло-
ємностi азуриту: промiжне плато намагнiчування
на третинi намагнiченостi насичення та подвiйний
пiк температурної залежностi питомої теплоємно-
стi [23–26]. Тому теоретичне дослiдження спiн-1/2
ромбiчних Iзiнга–Гайзенберґа [1–16] i Iзiнга–Габ-
барда [17–22] ланцюжкiв є корисною сферою дi-
яльностi для розумiння механiзмiв утворення про-
мiжних плато на кривiй намагнiчування i дода-
ткових максимумiв на температурнiй кривiй пи-
томої теплоємностi, а також для аналiзу впливу
геометричної фрустрацiї i квантових флуктуацiй.
Цi вiдносно простi моделi можна також використо-
вувати для вивчення бiльш складних систем за до-
помогою багаточастинкової теорiї збурень [29, 30].

Фазовi дiаграми основного стану, кривi нама-
гнiчування, температурнi кривi намагнiченостi,
магнiтної сприйнятливостi i питомої теплоємно-
стi спiн-1/2 антиферомагнiтних дисторсних ромбi-
чних ланцюжкiв Iзiнга–Габбарда [19] i Iзiнга–Гай-
зенберґа [2] дуже схожi мiж собою. Ця схожiсть є
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не випадковою, оскiльки модель Габбарда для двох
електронiв на двовузловому кластерi (димер) з ду-
же сильним одноцентровим електрон-електронним
вiдштовхуванням у другому порядку розкладу за
iнтегралом перескокiв еквiвалентна антиферома-
гнiтнiй iзотропнiй (XXX ) моделi Гайзенберґа на
спiн-1/2 двовузловому кластерi [31, 32].

У спецiальнiй границi нескiнченного одноцен-
трового вiдштовхування, яка зберiгає спецiаль-
не спiввiдношення мiж одноцентровим вiдштов-
хуванням i iнтегралом перескокiв, розклад за iн-
тегралом перескокiв [31, 32] мiстить лише дру-
гий порядок, а вищi порядки перетворюються на
нуль. Отже, двоелектронний димер Габбарда у цiй
спецiальнiй границi нескiнченного вiдштовхува-
ння еквiвалентний антиферомагнiтному спiн-1/2
XXX димеру Гайзенберґа. Поблизу цiєї спецiаль-
ної границi iснує якiсний i кiлькiсний взаємозв’я-
зок мiж квантово-механiчними, магнiтними i те-
пловими характеристиками ромбiчних ланцюжкiв
Iзiнга–Габбарда [19] i Iзiнга–Гайзенберґа [2] (з ан-
тиферомагнiтною iзотропною взаємодiєю Гайзен-
берґа). Дослiдження цього взаємозв’язку дозво-
лить передбачити поведiнку i обчислити фiзичнi
характеристики моделей Iзiнга, декорованих анти-
феромагнiтними димерами Гайзенберґа, на основi
результатiв для фiзичних характеристик вiдповiд-
них моделей, декорованих двоелектронними диме-
рами Габбарда i навпаки.

У статтi розглядається спецiальна границя не-
скiнченного електрон-електронного одноцентрово-
го вiдштовхування, у якiй двоелектронний ди-
мер Габбарда є еквiвалентним антиферомагнiтно-
му iзотропному димеру Гайзенберґа, для основ-
ного стану i точного розв’язку дисторсного ром-
бiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда. Ми аналiти-
чно продемонструємо, що квантовомеханiчнi ста-
ни i точний розв’язок для дисторсного ромбiчного
ланцюжка Iзiнга–Габбарда у цiй спецiальнiй гра-
ницi i спiн-1/2 ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Гай-
зенберґа з антиферомагнiтною XXX взаємодiєю
Гайзенберґа є еквiвалентними мiж собою. Ми та-
кож отримаємо спецiальну границю нескiнченного
електрон-електронного вiдштовхування для фазо-
вої дiаграми основного стану, магнiтної i теплової
характеристик дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Габбарда у випадку антиферомагнiтної вза-
ємодiї за допомогою чисельного методу, який за-
безпечує дуже швидку збiжнiсть до результатiв

Рис. 1. Схематична дiаграма фрагмента дисторсного ром-
бiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда. Суцiльнi i порожнистi
кола позначають вузли, зайнятi спiнами Iзiнга, i мiжвузловi
позицiї, зайнятi мобiльними електронами, вiдповiдно

спецiальної границi для цих характеристик. Таким
чином ми обчислимо фазову дiаграму основного
стану, магнiтнi та тепловi характеристики спiн-
1/2 дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Гай-
зенберґа у випадку антиферомагнiтних взаємодiй:
Iзiнга i XXX Гайзенберґа.

2. Спецiальна границя нескiнченного
одноцентрового вiдштовхування
для точного розв’язку моделi

Розглянемо дисторсний ромбiчний ланцюжок Iзiн-
га–Габбарда у зовнiшньому магнiтному полi [19].
Примiтивна комiрка ланцюжка (рис. 1) мiстить ву-
зли 𝑖 i 𝑖+1, а також мiжвузловi положення (𝑖, 1) i
(𝑖, 2). Вузли 𝑖 зайнятi спiнами Iзiнга 𝜇𝑖 = ±1/2,
якi з’єднуються з сусiднiми спiнами за допомо-
гою взаємодiї Iзiнга. На мiжвузлових положеннях
(𝑖, 1) i (𝑖, 2) є два мобiльнi електрони з одноцен-
тровим вiдштовхуванням мiж ними, якi перестри-
бують мiж цими мiжвузловими положеннями вiд-
повiдно до правила Паулi. Отже, мiжвузловi по-
ложення (𝑖, 1) i (𝑖, 2) формують димер Габбарда,
наполовину заповнений електронами.

Гамiльтонiан цього ланцюжка ℋ є сумою гамiль-
тонiанiв комiрок ℋ𝑖 [19]:

ℋ =

𝑁∑︁
𝑖=1

ℋ𝑖,

ℋ𝑖 =
∑︁

𝜎∈{↑,↓}

𝑡(𝑐†𝑖,1;𝜎𝑐𝑖,2;𝜎 + 𝑐†𝑖,2;𝜎𝑐𝑖,1;𝜎)+

+

2∑︁
𝑑=1

𝑈𝑐†𝑖,𝑑;↑𝑐𝑖,𝑑;↑𝑐
†
𝑖,𝑑;↓𝑐𝑖,𝑑;↓ +

+ 𝜇𝑖(𝐼1𝑆𝑖,1 + 𝐼2𝑆𝑖,2) + 𝜇𝑖+1(𝐼2𝑆𝑖,1 + 𝐼1𝑆𝑖,2)−

− 1

2
ℎ1(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1)− ℎ2(𝑆𝑖,1 + 𝑆𝑖,2),

(1)
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де 𝑁 це кiлькiсть примiтивних комiрок у лан-
цюжку; 𝑐†𝑖,𝑑;𝜎 i 𝑐𝑖,𝑑;𝜎 є операторами народження
i знищення для електрона з спiном 𝜎 ∈ {↑, ↓} у
мiжвузловому положеннi (𝑖, 𝑑); 𝜇𝑖 є 𝑧-компонента
спiн-1/2 оператора на вузлi 𝑖, для якого мається
на увазi перiодична гранична умова 𝜇𝑁+1 ≡ 𝜇1;
𝑆𝑖,𝑑 = (𝑐†𝑖,𝑑;↑𝑐𝑖,𝑑;↑−𝑐

†
𝑖,𝑑;↓𝑐𝑖,𝑑;↓)/2 є 𝑧-компонента опе-

ратора для сумарного спiна електронiв у мiжву-
зловому положеннi (𝑖, 𝑑); параметри 𝑡 i 𝑈 познача-
ють iнтеграл перескоку i кулонiвське одноцентрове
вiдштовхування електронiв; 𝐼1 i 𝐼2 – це параметри
взаємодiї Iзiнга для зв’язкiв вздовж сторiн ром-
ба (рис. 1), якi є однаковими лише для колiнеар-
них зв’язкiв; ℎ1 i ℎ2 – це магнiтнi поля, якi дiють
на спiни Iзiнга i спiни електронiв вiдповiдно. Слiд
зазначити, що гамiльтонiан (1) також вiдповiдає
простому ланцюжку Iзiнга–Габбарда (вузли i мiж-
вузловi положення розташованi на лiнiї), в якому
спiн Iзiнга 𝜇𝑖 з’єднується з першим, 𝐼1, i другим,
𝐼2, сусiдами.

Статистична сума дисторсного ромбiчного лан-
цюжка Iзiнга–Габбарда 𝒵 = Tr exp(−𝛽ℋ), де 𝛽 =
= 1/𝑘B𝑇 , 𝑘B є константа Больцмана, i 𝑇 є абсолю-
тною температурою, зводиться до форми [19]

𝒵 = Tr{𝜇}
𝑁∏︁
𝑖=1

Tr{𝑖,1;𝑖,2} exp(−𝛽ℋ𝑖),

де Tr{𝜇} є слiд щодо спiнiв Iзiнга, а також Tr{𝑖,1;𝑖,2}
є слiд щодо станiв двох електронiв у положен-
нях (𝑖, 1) i (𝑖, 2). Для того, щоб отримати точний
розв’язок i визначити основний стан цiєї моде-
лi, необхiдно отримати власнi значення i власнi
функцiї комiркового гамiльтонiана ℋ𝑖 (1). Точний
розв’язок i основний стан цiєї моделi були отри-
манi ранiше в роботi [19]. Тут ми знайдемо ма-
трицю i власнi значення комiркового гамiльтонi-
ана ℋ𝑖 в границi 𝑈 → ∞ з умовою 4𝑡2/𝑈 = 𝐽 ,
де 𝐽 є позитивним параметром, тобто у границi
(𝑡→ ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 . У цiй спецiальнiй грани-
цi 𝑈 → ∞, яка зберiгає спецiальне спiввiдношен-
ня мiж одноцентровим вiдштовхуванням i iнтегра-
лом перескокiв, двоелектронний димер Габбарда є
еквiвалентним спiн-1/2 антиферомагнiтному XXX
димеру Гайзенберґа.

Перейдемо до матричного представлення га-
мiльтонiана ℋ𝑖 у пiдпросторi електронiв. Для цьо-
го ми беремо базис, побудований з станiв двох еле-

ктронiв у 𝑖-тiй ромбiчнiй комiрцi [19]:

|↑, ↑⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,1;↑𝑐
†
𝑖,2;↑|0⟩, |↓, ↓⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,1;↓𝑐

†
𝑖,2;↓|0⟩,

|↑, ↓⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,1;↑𝑐
†
𝑖,2;↓|0⟩, |↓, ↑⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,1;↓𝑐

†
𝑖,2;↑|0⟩, (2)

|↑↓, 0⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,1;↑𝑐
†
𝑖,1;↓|0⟩, |0, ↑↓⟩𝑖 = 𝑐†𝑖,2;↑𝑐

†
𝑖,2;↓|0⟩.

У цьому базисi гамiльтонiан ℋ𝑖 може бути пред-
ставлений у наступнiй матричнiй формi:

H𝑖 = 𝜖1 ⊕ (−𝜖1)⊕K− ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1)1, (3)

де

𝜖1 =
𝐼1 + 𝐼2

2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1)− ℎ2,

K =

⎛⎜⎝
𝜖2 0 𝑡 𝑡
0 −𝜖2 −𝑡 −𝑡
𝑡 −𝑡 𝑈 0
𝑡 −𝑡 0 𝑈

⎞⎟⎠,
𝜖2 =

𝐼1 − 𝐼2
2

(𝜇𝑖 − 𝜇𝑖+1),

i 1 є одиничною матрицею. Матриця K є iнварi-
антною щодо перестановки третього i четвертого
рядкiв/стовпцiв. Ця симетрiя дозволяє нам знайти
унiтарне перетворення

P =

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃
⊕

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃
, (4)

що зводить матрицю K до квазi-дiагональної
форми

K1 = P+KP = L⊕ 𝑈, (5)

де

L =

(︃0 𝜖2 0
𝜖2 0 2𝑡
0 2𝑡 𝑈

)︃
.

Отже, тепер нам потрiбно знайти спецiальну
границю 𝑈 → ∞ для матрицi L. Для цього ми
напишемо матрицю L як суму з двох матриць:

L = L0 + 𝜖2

(︃0 1 0
1 0 0
0 0 0

)︃
,
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де

L0 =

(︃0 0 0
0 0 2𝑡
0 2𝑡 𝑈

)︃
.

Таким чином, ми вiдокремили внески вiд двоеле-
ктронного димера Габбарда i вiд зв’язкiв Iзiнга
уздовж сторiн ромбiчної комiрки. Тепер ми зосе-
реджуємось на матрицi L0, яка мiстить параметри
𝑡 i 𝑈 , для яких нам потрiбно перейти до границi
(𝑡 → ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 . Ми знаходимо власнi
значення матрицi L0:

𝑙1 = 0, 𝑙2,3 =
1

2

(︁
𝑈 ∓

√︀
𝑈2 + 16𝑡2

)︁
,

i їх вiдповiднi власнi вектори, на основi яких ми
отримуємо унiтарне перетворення

Q =

(︃1 0 0
0 𝑞2 𝑞3
0 −𝑞3 𝑞2

)︃
, 𝑞2,3 =

1√
2

√︃
1± 𝑈√

𝑈2 + 16𝑡2
,

яке реалiзує перехiд до базису, утвореного з вла-
сних векторiв матрицi L0. Тепер ми застосовуємо
унiтарне перетворення Q до матрицi L i отримуємо
її у наступнiй формi:

L1 = Q+LQ =

⎛⎝0 0 0
0 𝑙2 0
0 0 𝑙3

⎞⎠+ 𝜖2

(︃ 0 𝑞2 𝑞3
𝑞2 0 0
𝑞3 0 0

)︃
.

Давайте знайдемо матрицю L1 у спецiальнiй гра-
ницi 𝑈 → ∞. Для цього ми знаходимо власнi зна-
чення 𝑙2, 𝑙3 i елементи 𝑞2 i 𝑞3 матрицi Q в границi
(𝑡→ ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 :

lim
𝑈→∞

𝑙2 = −𝐽, lim
𝑈→∞

𝑙3 = ∞, lim
𝑈→∞

𝑞2 = 1, lim
𝑈→∞

𝑞3 = 0.

Використовуючи цi результати, ми отримуємо ма-
трицi Q, L1, i L у спецiальнiй границi 𝑈 → ∞:
lim

𝑈→∞
Q = 1,

lim
𝑈→∞

L1 = lim
𝑈→∞

L =

(︃0 𝜖2 0
𝜖2 −𝐽 0
0 0 ∞

)︃
.

Тепер ми отримуємо матрицю K1 (5) у спецiальнiй
границi 𝑈 → ∞:

K1∞ = lim
𝑈→∞

K1 =

(︂
0 𝜖2
𝜖2 −𝐽

)︂
⊕
(︂
∞ 0
0 ∞

)︂
.

Щоб повернутися до базисних векторiв | ↑, ↓⟩𝑖 i
| ↓, ↑⟩𝑖 (див. (2)), ми застосовуємо унiтарне пере-
творення

R =

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃
⊕
(︂
1 0
0 1

)︂
,

що нейтралiзує дiю першого блоку унiтарного пе-
ретворення P (4), для матрицi K1∞. У результатi
серiї послiдовних операцiй над матрицею K (3) –
унiтарне перетворення P, перехiд до спецiальної
границi 𝑈 → ∞, i унiтарне перетворення R – ми
отримуємо матрицю H𝑖 (3) комiркового гамiльто-
нiана ℋ𝑖 у спецiальнiй границi 𝑈 → ∞

H′
𝑖 = 𝜖1 ⊕ (−𝜖1)⊕

(︂
𝜖2 − 𝐽

2
𝐽
2

𝐽
2 −𝜖2 − 𝐽

2

)︂
⊕
(︂
∞ 0
0 ∞

)︂
−

− ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1)1. (6)

Якщо додати константу (𝐽/4)1 до матрицi H′
𝑖 i

вiдкинути два одновимiрнi пiдпростори з нескiн-
ченними власними значеннями, тодi ми отриму-
ємо матрицю комiркового гамiльтонiана спiн-1/2
дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Гайзен-
берґа з антиферомагнiтною iзотропною взаємодi-
єю Гайзенберґа 𝐽 [2]. Зауважте, що нескiнченно ве-
ликi енергiї гамiльтонiана H′

𝑖 не впливають на тер-
модинамiку цiєї системи в областi скiнченних тем-
ператур, оскiльки вони недосяжнi для скiнченних
теплових збуджень. Тому гамiльтонiан для дистор-
сного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда в спе-
цiальнiй границi 𝑈 → ∞ є еквiвалентний гамiльто-
нiану спiн-1/2 дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Гайзенберґа з антиферомагнiтною iзотро-
пною взаємодiєю Гайзенберґа 𝐽 [2]. Таким чином,
основний стан i термодинамiчнi характеристики,
крiм вiльної енергiї, дисторсного ромбiчного лан-
цюжка Iзiнга–Габбарда [19] у спецiальнiй границi
𝑈 → ∞ збiгаються з основним станом i вiдповiдни-
ми термодинамiчними характеристиками спiн-1/2
дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Гайзен-
берґа [2] з антиферомагнiтною iзотропною взаємо-
дiєю Гайзенберґа. Вiльна енергiя даного ланцюж-
ка Iзiнга–Габбарда на елементарну комiрку менша
за вiдповiдну вiльну енергiю ланцюжка Iзiнга–Гай-
зенберґа на вiдповiдну константу 𝐽/4.
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Матриця H′
𝑖 (6) має наступнi власнi значення:

ℰ ′
1(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = 𝜖1 −

ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1),

ℰ ′
2(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = −𝜖1 −

ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1),

ℰ ′
3(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = −𝐽

2
−
√︂
𝐽2

4
+ 𝜖22 −

ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1),

ℰ ′
4(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = −𝐽

2
+

√︂
𝐽2

4
+ 𝜖22 −

ℎ1
2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1),

ℰ ′
5(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = ∞− ℎ1

2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1),

ℰ ′
6(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) = ∞− ℎ1

2
(𝜇𝑖 + 𝜇𝑖+1).

(7)

Значення ℰ ′
𝑘(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1)+𝐽/4, де 𝑘 = 1, 4, збiгаються

з вiдповiдними власними значеннями комiрково-
го гамiльтонiана спiн-1/2 дисторсного ромбiчно-
го ланцюжка Iзiнга–Гайзенберґа з антиферомагнi-
тною iзотропною взаємодiєю Гайзенберґа 𝐽 [2].

3. Чисельне обчислення
спецiальної границi 𝑈 → ∞
для фазової дiаграми основного стану
i термодинамiчних характеристик

Розглянемо чисельний метод обчислення спецiаль-
ної границi 𝑈 → ∞ для фазової дiаграми основно-
го стану i термодинамiчних характеристик, вико-
ристовуючи для них аналiтичнi результати роботи
[19]. Граничної точки (𝑡 → ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽

можна досягти уздовж кривої 𝜉(𝑡, 𝑈) = 0, що за-
довольняє рiвнiсть lim

𝑈→∞
𝜉(𝑡, 𝑈) = 𝑎 lim

𝑈→∞
𝑡2/𝑈 − 𝑏,

де 𝑎 i 𝑏 це ненульовi позитивнi коефiцiєнти, якi за-
довольняють вiдповiдне спiввiдношення 𝐽 = 4𝑏/𝑎.
Ми знайшли таку криву, що веде до спецiальної
границi 𝑈 → ∞, яка виявляє дуже сильний якi-
сний i кiлькiсний зв’язок мiж фазовими дiагра-
мами основного стану i термодинамiчними хара-
ктеристиками дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Габбарда в широких дiапазонах значень па-
раметрiв 𝑡 i 𝑈 i спiн-1/2 дисторсного ромбiчно-
го ланцюжка Iзiнга–Гайзенберґа з антиферомагнi-
тною iзотропною взаємодiєю Гайзенберґа 𝐽 .

Спочатку коротко нагадаємо властивостi ди-
сторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбарда
в основному станi, якi детально дослiджувалися
в роботi [19]. Розглянемо випадок антиферомагнi-
тної взаємодiї Iзiнга на зв’язках у ромбiчнiй комiр-
цi (𝐼1 > 0, 𝐼2 > 0). У цьому випадку ланцюжок має

геометричну фрустрацiю, оскiльки перескок еле-
ктрона можливий лише при антиферомагнiтному
впорядкуваннi електронних спiнiв у рiзних мiж-
вузлових положеннях. Не втрачаючи загальнiсть,
беремо 𝐼1 > 𝐼2 i вводимо параметр 𝛿 = 𝐼1 − 𝐼2.
Розглянемо випадок, коли магнiтнi поля ℎ1 i ℎ2 є
однаковими: ℎ = ℎ1 = ℎ2. Переходимо до безроз-
мiрних параметрiв

𝑡 =
𝑡

𝐼1
, �̃� =

𝑈

𝐼1
, 𝛿 =

𝛿

𝐼1
, ℎ̃ =

ℎ

𝐼1
.

Параметр 𝛿 ∈ [0, 1] характеризує ступiнь дистор-
сiї ромбiчної комiрки. У системi безрозмiрних па-
раметрiв, визначення спецiальної границi �̃� → ∞
має вiдповiдну форму (𝑡→ ∞, �̃� → ∞)|4𝑡2/�̃�=𝐽 , де
𝐽 = 𝐽/𝐼1 є безрозмiрним параметром антиферома-
гнiтної взаємодiї Гайзенберґа.

Модель має чотири основнi стани [19]: повнi-
стю намагнiчений (FM) стан, ферiмагнiтний (FRI)
стан, мономер-димерний (MD) стан i квантовий
антиферомагнiтний (QAF) стан. Енергiї станiв на
примiтивну комiрку є такими [19]

ℰ̃FM = 1− 𝛿

2
− 3ℎ̃

2
,

ℰ̃FRI = −1 +
𝛿

2
− ℎ̃

2
,

ℰ̃MD =
1

2

(︁
�̃� −

√︀
�̃�2 + 16𝑡2

)︁
− ℎ̃

2
,

ℰ̃QAF = Λ̃0,

де Λ̃0 є найменшим власним значенням матрицi
L̃ = L/𝐼1. Цим станам вiдповiдають такi хвильовi
функцiї [19]:

|FM⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

|+⟩𝑖|↑, ↑⟩𝑖,

|FRI⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

|−⟩𝑖|↑, ↑⟩𝑖,

|MD⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

|+⟩𝑖
[︀
𝛼1

(︀
|↑, ↓⟩𝑖 − |↓, ↑⟩𝑖

)︀
+ 𝛼2|𝜓𝑖⟩

]︀
,

|QAF⟩=
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
(−)𝑛={

𝑖
𝑖+1

⟩
𝑖
×

×
(︀
𝐴(−)𝑛 |↑, ↓⟩𝑖 −𝐴(−)𝑛+1 |↓, ↑⟩𝑖 +𝐵|𝜓𝑖⟩

)︀
,
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де функцiї |±⟩𝑖 описують стани спiнiв 𝜇𝑖, |𝜓𝑖⟩ =
= |↑↓, 0⟩𝑖 + |0, ↑↓⟩𝑖, вираз “(−)𝑛” означає знак чи-
сла (−1)𝑛,

𝛼1,2 = ±1

2

√︃
1± �̃�√︀

�̃�2 + 16𝑡2
,

𝐴± =

(︁
Λ̃0 ± 1

2𝛿
)︁
(Λ̃0 − �̃�)

√
2Φ

, 𝐵 =
2𝑡Λ̃0√
2Φ

,

Φ =

(︂
Λ̃2
0 +

1

4
𝛿2
)︂
(Λ̃0 − �̃�)2 + 4𝑡2Λ̃2

0.

Намагнiченiсть 𝑚=⟨𝜇𝑖+𝑆𝑖,1+𝑆𝑖,2⟩/3 в цих станах
має наступнi значення: 𝑚 = 𝑚sat у станi FM,
де 𝑚sat = 1/2 є намагнiченiсть насичення, 𝑚 =
= 𝑚sat/3 у станах FRI i MD, 𝑚 = 0 у станi QAF.

За результатами роботи [19], вiдомо, що топо-
логiя фазової дiаграми основного стану в площинi
(𝛿, ℎ̃) визначається топологiчним параметром (𝒯 )

𝒯 =
√︀
�̃�2 + 16𝑡2 − �̃� . (8)

За вiдсутностi одноцентрового вiдштовхування
(𝑈 = 0), топологiчний параметр 𝒯 визначається
наступним спiввiдношенням: 𝒯 = 4𝑡0, де 𝑡0 =
= 𝑡0/𝐼1, i 𝑡0 є iнтегралом перескоку у моделi без
одноцентрового вiдштовхування електронiв. Фазо-
ва дiаграма основного стану в площинi (𝛿, ℎ̃) має
три типи топологiї [19]. Рис. 2 вiдображає дру-
гий тип топологiї фазової дiаграми основного ста-
ну (𝛿, ℎ̃), який реалiзується за умови 1 < 𝒯 < 2
[19]. Областi станiв FRI i MD на цiй фазовiй дi-
аграмi роздiленi сегментом на вертикальнiй лiнiї
𝛿 = 𝛿F|M ≡ 2− 𝒯 . Нагадаємо, що фазова дiаграма
основного стану (𝛿, ℎ̃) з першим типом топологiї
реалiзується за умови 𝒯 6 1. Виглядає так само
як i фрагмент фазової дiаграми на рис. 2, який
вiдповiдає iнтервалу 𝛿 ∈ [0, 𝛿F|M] [19]. Третiй тип
топологiї фазової дiаграми основного стану (𝛿, ℎ̃)
реалiзується за вiдповiдної умови 2 6 𝒯 . Загалом
вiдповiдає фрагменту фазової дiаграми на рис. 2,
який охоплює iнтервал 𝛿 ∈ [𝛿F|M, 1], за винятком
того, що лiнiя спiвiснування основних станiв QAF
i MD починається в вiдповiднiй точцi (0, 0) [19].

Залежнiсть топологiї фазової дiаграми основно-
го стану (𝛿, ℎ̃) вiд параметрiв 𝑡 i �̃� може бути
представлена за допомогою топологiчної дiаграми
(𝑡, �̃�) [19], яка зображена на рис. 3. Еквiтопологi-
чна лiнiя (8), яка починається у вiдповiднiй точцi

Рис. 2. Фазова дiаграма основного стану в (𝛿, ℎ̃) площи-
нi. Лiнiї спiвiснування основних станiв вiдображенi для чо-
тирьох наборiв значень 𝑡 i �̃� , якi задовольняють умову
𝒯 = 1,5. У випадку �̃� = 0, лiнiї спiвiснування вiдображенi
як в [17], а у випадку �̃� = 55/12 вони вiдображенi як у [19]

Рис. 3. Топологiчна дiаграма (𝑡, �̃�) для фазової дiаграми
основного стану (𝛿, ℎ̃) [19]: показано еквiтопологiчнi лiнiї
𝒯 (𝑡, �̃�) = const. Областi трьох топологiй, позначенi номера-
ми I, II, III, роздiленi жирними лiнiями

(𝑡 = 𝑡0, �̃� = 0) i вiдповiдає топологiчному параме-
тру 𝒯 = 4𝑡0, описується рiвнянням

2𝑡
2 − 2𝑡0

2 − 𝑡0�̃� = 0.

З цього рiвняння ми виявляємо, що еквiтопологi-
чна лiнiя в границi �̃� → ∞ задовольняє вiдпо-
вiдне вiдношення lim�̃�→∞ 4𝑡

2
/�̃� = 2𝑡0. Це озна-

чає, що гранична точка (𝑡 → ∞, �̃� → ∞) на
еквiтопологiчнiй лiнiї є точкою спецiальної грани-
цi �̃� → ∞, i має мiсце рiвнiсть 𝐽 = 2𝑡0 = 𝒯 /2,
яка пов’язує параметр антиферомагнiтної взаємо-
дiї Гайзенберґа iз iнтегралом перескоку у моде-
лi без одноцентрового вiдштовхування i з тополо-
гiчним параметром. Отже, еквiтопологiчна лiнiя
починається у точцi (𝑡 = 𝑡0, �̃� = 0), що вiдпо-
вiдає моделi без одноцентрового електронного вiд-
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Рис. 4. Намагнiченiсть як функцiя температури у випадку
𝛿 = 0,8 для двох точок (𝑡, �̃�) i кiлькох вибраних значень ма-
гнiтного поля. Результати для 𝑡 = 1 i �̃� = 55/12 зображенi
суцiльними лiнiями, а результати для спецiальної границi
�̃� → ∞ (𝐽 = 0.75) вiдображенi пунктирними лiнiями

Рис. 5. Сприйнятливiсть при нульовому магнiтному полi
помножена на температуру як функцiя температури для
двох точок (𝑡, �̃�) i кiлькох вибраних значень 𝛿. Результа-
ти для 𝑡 = 1 i �̃� = 55/12 зображенi суцiльними лiнiями,
а результати для спецiальної границi �̃� → ∞ (𝐽 = 0,75)
зображенi пунктирними лiнiями

штовхування, i закiнчується в точцi нескiнченно-
стi (𝑡→ ∞, �̃� → ∞), в якiй двоелектронний димер
Габбарда еквiвалентний антиферомагнiтному iзо-
тропному димеру Гайзенберґа з параметром взає-
модiї 𝐽 = 2𝑡0 = 𝒯 /2.

Енергiї станiв FM, FRI та MD не змiнюються
уздовж еквiтопологiчної лiнiї (8). Тому фазова дiа-
грама основного стану (𝛿, ℎ̃) змiнюється найменше
(див. рис. 2) при змiнi 𝑡 i �̃� уздовж еквiтопологi-
чної лiнiї. На рис. 2 ми можемо бачити, що зi зро-
станням �̃� уздовж еквiтопологiчної лiнiї область
основного стану QAF розширюється, у той час

як значення перемiщень лiнiй спiвiснування ста-
нiв, що обмежують область основного стану QAF,
швидко зменшується. Зокрема, перемiщення цих
лiнiй через змiну �̃� вiд 5 до 533 приблизно у три
рази меншi, нiж вiдповiднi перемiщення через змi-
ну �̃� вiд 0 до 5. Лiнiї спiвiснування станiв для
�̃� = 533 i для границi �̃� → ∞ при 𝐽 = 0,75 практи-
чно збiгаються мiж собою. Зауважимо, що фазо-
ва дiаграма основного стану в спецiальнiй границi
�̃� → ∞ була розрахована за допомогою енергети-
чного спектру (7). Крива намагнiчування для ну-
льової температури визначається з фазової дiагра-
ми основного стану (𝛿, ℎ̃). Тому змiна цiєї кривої
намагнiчування, яка вiдбувається уздовж еквiто-
пологiчної лiнiї, безпосередньо пов’язана з вищеза-
значеними змiнами фазової дiаграми, вiдображе-
ної на рис. 2.

Тепер ми порiвнюємо мiж собою термодинамiчнi
характеристики для двох точок на еквiтопологi-
чнiй лiнiї 𝒯 = 1,5: перша точка (𝑡 = 1, �̃� = 55/12 ≈
≈ 4,6) i друга точка (𝑡 = 103, �̃� = 63999991/12 ≈
≈ 5333333), що вiдповiдає математичнiй спецiаль-
нiй границi �̃� → ∞ при 𝐽 = 0,75. Температурна
залежнiсть намагнiченостi 𝑚 для цих двох точок
(𝑡, �̃�) представлена на рис. 4. Ми бачимо, що тем-
пературнi кривi намагнiченостi для �̃� = 55/12 i
�̃� → ∞ практично збiгаються мiж собою в обла-
стi низьких та середнiх температур для всiх ви-
браних значень магнiтного поля, за винятком зна-
чення ℎ̃ = 0,3109. Значна рiзниця в температур-
них кривих намагнiченостi при ℎ̃ = 0,3109 побли-
зу нульової температури викликана тим, що для
�̃� = 55/12 значення ℎ̃ = 0,3109 належить до лiнiї
спiвiснування станiв QAF i FRI, а для спецiальної
границi �̃� → ∞ воно належить до областi основ-
ного стану QAF (рис. 2). У областi високих тем-
ператур кривi намагнiченостi для �̃� → ∞ лежать
дещо вище, нiж для �̃� = 55/12.

На рис. 5 ми можемо побачити незначну кiль-
кiсну рiзницю мiж температурними кривими ма-
гнiтної сприйнятливостi у нульовому полi 𝜒 = 𝑑𝑚

𝑑ℎ

для �̃� = 55/12 i �̃� → ∞, якi представленi для де-
кiлькох значень параметра 𝛿. Зауважте, що тем-
пературнi кривi 𝜒𝑘B𝑇 на рис. 5 для 𝛿 = 𝛿F.Q,
де 𝛿F.Q – це точка спiвiснування станiв FRI та
QAF при нульовому полi (рис. 2), що є функцiєю
𝑡 i �̃� , вiдповiдають рiзним значенням 𝛿, тому що
𝛿F.Q = 0,40815 для �̃� = 55/12, але 𝛿F.Q = 0,40 для
границi �̃� → ∞.
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Рис. 6. Питома теплоємнiсть при нульовому полi як функцiя температури для двох точок (𝑡, �̃�) i кiлькох вибраних
значень 𝛿: на iнтервалi 𝛿 ∈ [0, 𝛿F.Q] (a), що вiдповiдає основному стану FRI, i на iнтервалi 𝛿 ∈ (𝛿F.Q, 1] (b), що вiдповiдає
основному стану QAF. Результати для 𝑡 = 1 i �̃� = 55/12 представленi суцiльними лiнiями, а результати для спецiальної
границi �̃� → ∞ (𝐽 = 0,75) поданi пунктирними лiнiями

Питома теплоємнiсть 𝑐 = −𝑇 𝜕2𝑓
𝜕𝑇 2 , де 𝑓 є вiль-

ною енергiєю на примiтивну комiрку в термодина-
мiчнiй границi [19], в залежностi вiд температури
при нульовому полi показана на рис. 6. Як вiдомо
з [19], температурнi кривi питомої теплоємностi у
нульовому полi для 𝑡 = 1, �̃� = 55/12 i 𝛿 ∈ [0, 1]
мають дуже широкий максимум у високотемпера-
турнiй областi, його початкову частину можна по-
бачити на рис. 6. Температура цього максимуму
питомої теплоємностi пропорцiйна одноцентрово-
му вiдштовхуванню. У спецiальнiй границi �̃� → ∞
питома теплоємнiсть не має цього максимуму [2].
Тому цей максимум питомої теплоємностi вiдпо-
вiдає iнтенсивному збiльшенню/зменшенню реалi-
зацiї станiв
𝑁∏︁
𝑖=1

|±⟩𝑖
1√
2
(|↑↓, 0⟩𝑖 − |0, ↑↓⟩𝑖),

енергiя яких в нульовому полi дорiвнює �̃� , а у спе-
цiальнiй границi �̃� → ∞ вiдповiдає ℰ ′

6(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) (7),

а також станiв з високою ймовiрнiстю перебуван-
ня двох електронiв на однiй позицiї, енергiя яких в
нульовому полi дещо вiдрiзняється вiд �̃� , до того
ж, у спецiальнiй границi �̃� → ∞, вона вiдповiдає
ℰ ′
5(𝜇𝑖, 𝜇𝑖+1) (7). У областi низьких i середнiх темпе-

ратур конкретнi кривi теплоємностi для �̃� = 55/12
i у границi �̃� → ∞ практично збiгаються мiж со-
бою для 𝛿 6 𝛿F.Q (рис. 6, a), i дуже близькi мiж
собою для 𝛿 > 𝛿F.Q (рис. 6, b). Ще раз зазначає-
мо, що цей параметр 𝛿F.Q має рiзнi значення для
�̃� = 55/12 i в границi �̃� → ∞.

Ми також обчислили намагнiченiсть, магнiтну
сприйнятливiсть i питому теплоємнiсть як фун-
кцiї температури в нульовому полi для точки 𝑡 =
= 10 та �̃� = 6391/12 на еквiтопологiчнiй лiнiї
𝒯 = 1.5. Температурнi кривi намагнiченостi i ма-
гнiтної сприйнятливостi для �̃� = 6391/12 практи-
чно збiгається з вiдповiдними кривими у границi
�̃� → ∞, а температурнi кривi питомої теплоємно-
стi для �̃� = 6391/12 вiдрiзняються вiд вiдповiдних
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кривих у границi �̃� → ∞ лише дуже широким ма-
ксимумом (вiн починається з 𝑘B𝑇/𝐼1 ≈ 36) у висо-
котемпературнiй областi.

4. Висновки

Квантово-механiчнi i термодинамiчнi властиво-
стi дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габ-
барда розглядаються в границi (𝑡 → ∞, 𝑈 →
→ ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 за допомогою аналiтичних i число-
вих пiдходiв. Спецiальна границя 𝑈 → ∞ для
матрицi комiркового гамiльтонiана цього ланцюж-
ка аналiтично отримується шляхом вiдокремлен-
ня внеску вiд двоелектронного димеру Габбарда
i застосування унiтарних перетворень. Як резуль-
тат, продемонстровано, що матриця комiркового
гамiльтонiана дисторсного ромбiчного ланцюжка
Iзiнга–Габбарда [19] у спецiальнiй границi 𝑈 → ∞
пiсля додавання константи (𝐽/4) i вiдкидання пiд-
простору двох нескiнченних енергiй дорiвнює ма-
трицi комiркового гамiльтонiана спiн-1/2 дистор-
сного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Гайзенберґа [2]
з антиферомагнiтною iзотропною взаємодiєю Гай-
зенберґа 𝐽 . Це означає, що аналiтичнi результати
для квантових станiв i термодинамiчних характе-
ристик дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–
Габбарда [19] у спецiальнiй границi 𝑈 → ∞ вiд-
повiдають спiн-1/2 дисторсному ромбiчному лан-
цюжку Iзiнга–Гайзенберґа [2] у випадку антифе-
ромагнiтної iзотропної взаємодiї Гайзенберґа 𝐽 .

Спецiальна границя 𝑈 → ∞ для фазової дiагра-
ми основного стану в площинi (параметр дисторсiї,
магнiтне поле) i термодинамiчних характеристик
дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–Габбар-
да [19] чисельно обчислюється у випадку антифе-
ромагнiтної iзiнгової взаємодiї, в якому ця модель
має геометричну фрустрацiю. Ми показали, що
еквiтопологiчна лiнiя

√
𝑈2 + 16𝑡2−𝑈 = 2𝐽 для фа-

зової дiаграми основного стану закiнчується гра-
ничною точкою (𝑡 → ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 . Тому
на еквiтопологiчнiй лiнiї iснує дуже сильний якi-
сний i кiлькiсний зв’язок мiж числовими результа-
тами для фазової дiаграми основного стану i для
термодинамiчних характеристик цiєї моделi Iзiн-
га–Габбарда [19] i числовими результатами для фа-
зової дiаграми основного стану i для термодинамi-
чних характеристик вiдповiдної моделi Iзiнга–Гай-
зенберґа [2] з антиферомагнiтною iзотропною вза-
ємодiєю Гайзенберґа. Це пiдтверджує аналiз якi-

сного та кiлькiсного зв’язку мiж числовими ре-
зультатами для фазової дiаграми основного стану
i для теплових i магнiтних характеристик у двох
точках еквiтопологiчної лiнiї: точки поблизу поча-
тку еквiтопологiчної лiнiї i точки, що вiдповiдає
математичнiй границi (𝑡 → ∞, 𝑈 → ∞)|4𝑡2/𝑈=𝐽 .
Отже, взаємозв’язок мiж параметрами взаємодiї
Габбарда i параметром антиферомагнiтної взаємо-
дiї Гайзенберґа, заданий рiвнянням еквiтопологi-
чної лiнiї, дає можливiсть на основi результатiв
для фазової дiаграми основного стану i термодина-
мiчних характеристик спiн-1/2 дисторсного ром-
бiчного ланцюжка Iзiнга–Гайзенберґа з антиферо-
магнiтною iзотропною взаємодiєю Гейзенберга пе-
редбачати якiсну i кiлькiсну поведiнку характе-
ристик дисторсного ромбiчного ланцюжка Iзiнга–
Габбарда.

Варто зауважити, що отриманi результати та-
кож дiйснi для простих ланцюжкiв Iзiнга–Габ-
барда (iзiнговi спiни i двоелектроннi димери розта-
шованi на лiнiї), у яких iзiнговий спiн з’єднується
з першим (𝐼1) i другим (𝐼2) сусiдами.

Автор вдячний Т.Верхоляку за обговорення i
кориснi зауваження.
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DISTORTED DIAMOND
ISING–HUBBARD CHAIN IN THE SPECIAL
LIMIT OF INFINITE ON-SITE REPULSION

The exact solution of the distorted diamond Ising–Hubbard

chain is analyzed in the special limit of infinite on-site electron-

electron repulsion, where the two-electron Hubbard dimer be-

comes equivalent to the antiferromagnetic isotropic Heisenberg

dimer. The special limit of infinite repulsion for the matrix of

the cell Hamiltonian of this model is analytically calculated,

and it is demonstrated that the exact solution of the distorted

diamond Ising–Hubbard chain in this limit coincides with the

exact solution of the spin-1/2 distorted diamond Ising–Heisen-

berg chain with antiferromagnetic isotropic Heisenberg inter-

action. The numerical calculation of the special limit of infinite

repulsion for the ground-state phase diagram and thermody-

namic characteristics of the distorted diamond Ising–Hubbard

chain was performed in a way that provides a very fast conver-

gence to the limit results for these characteristics.

Ke yw o r d s: Ising–Hubbard diamond chain, exact soluti-
on, ground state, thermodynamic characteristics, geometric
frustration.
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