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Встановлено, що як метричнi, так i варiанти Палатiнi ґравiтацiї 𝑓(𝑅), мають цiка-
вi особливостi i, водночас, також виявляють декiлька недолiкiв. Гiбридна комбiнацiя
теорiй, що мiстить елементи обох формалiзмiв, виявляється дуже успiшною у по-
ясненнi спостережуваної феноменологiї i здатна уникнути деяких недолiкiв первiсних
пiдходiв. В цiй статтi дослiджується формулювання цього гiбридного пiдходу iз ме-
трикою Палатiнi у динамiчно еквiвалентнiй скалярно-тензорнiй формi. Ми наводимо
кiлька основних досягнень цього пiдходу, таких як перевiрка спостережуваних даних
для Сонячної системи, навiть якщо скалярне поле є дуже легким або безмасовим, i
окреслюємо кiлька застосувань до астрофiзичних i космологiчних сценарiїв. Крiм того,
ми також дослiджуємо життєздатнiсть узагальнених гiбридних теорiй ґравiтацiї iз
метрикою Палатiнi.
К люч о в i с л о в а: загальна теорiя вiдносностi, модифiкована ґравiтацiя, гiбридна ґра-
вiтацiя iз метрикою Палатiнi.

1. Вступ
Досягнення загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ) у
малих масштабах, зокрема: Сонячна система, мо-
делi зiрок або компактнi бiнарнi системи, стиму-
лювали дослiдження можливостi модифiкованої
динамiки у бiльших масштабах. Протягом остан-
нiх рокiв значна увага придiляється дослiджен-
ню теорiй, у яких ґравiтацiйна дiя описується
бiльш широкими комбiнацiями iнварiантiв криви-
зни за межами традицiйного доданку Ейнштейна–
Гiльберта [1–9]. Цi дослiдження виявили фунда-
ментальну розбiжнiсть мiж формулюванням стан-
дартної метрики i її аналогом Палатiнi [10]. Тодi як
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метричний пiдхiд зазвичай вiдображає рiвняння з
похiдними вищого порядку, формулювання Пала-
тiнi послiдовно породжує рiвняння поля другого
порядку. Хоча простота рiвнянь Палатiнi другого
порядку є привабливою, вони передбачають алге-
браїчнi спiввiдношення мiж полями матерiї i афiн-
ним зв’язком, що визначається рiвняннями, пов’я-
заними як з полями матерiї, так i з метрикою.

Теорiї 𝑓(𝑅) служать iлюстративними приклада-
ми цих рiзних пiдходiв. У метричному формулю-
ваннi величина 𝜑 ≡ 𝑑𝑓/𝑑𝑅 дiє як динамiчне ска-
лярне поле, яке задовольняє рiвнянню другого по-
рядку з самовзаємодiями, що залежать вiд форми
Лагранжiана, 𝑓(𝑅). Щоб це скалярне поле вплива-
ло на астрофiзичнi i космологiчнi масштаби, воно

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.
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повинно мати надзвичайно малу масу, що перед-
бачає великий радiус взаємодiї. Однак присутнiсть
легких скалярiв у менших масштабах стикається iз
суворими обмеженнями з боку лабораторних спо-
стережень i спостережень в межах Сонячної си-
стеми, якщо тiльки взаємодiя не екранується яки-
мось механiзмом [11–14]. У пiдходi Палатiнi також
можливе скалярно-тензорне представлення, хоча
скалярне поле задовольняє алгебраїчне, а не ди-
ференцiйне рiвняння. Отже, скаляр 𝜑 стає алге-
браїчною функцiєю тензора енергiї-iмпульсу речо-
вини, 𝜑 = 𝜑(𝑇 ), що потенцiйно може призводити
до небажаної градiєнтної нестабiльностi у рiзних
контекстах, про що свiдчать дослiдження космо-
логiчних збурень [15, 16] i дослiдження в областi
атомної фiзики [17,18].

Даний огляд зосереджується на гiбриднiй варi-
ацiї цих теорiй, де суто метрична дiя Ейнштейна-
Гiльберта доповнюється метрично-афiнними кори-
гуючими членами, пов’язаними iз пiдходом Пала-
тiнi [19, 20]. Визнаючи, що метричнi теорiї i тео-
рiї Палатiнi 𝑓(𝑅) пропонують простi розширення
ЗТВ з iнтригуючими властивостями, але стражда-
ють вiд явних недолiкiв, було розпочато програ-
му поєднання цих пiдходiв [21–23]. Завдяки гiбри-
дному поєднанню метричних елементiв i елементiв
Палатiнi при побудовi Лагранжiана були виявле-
нi життєздатнi моделi, що мають атрибути обох
формалiзмiв. Примiтно, що цi гiбриднi теорiї до-
зволяють генерувати сили великого радiусу дiї без
протирiччя з локальними ґравiтацiйними спосте-
режуваними даними або iз необхiдностю iснуван-
ня механiзмiв екранування. Вираз цих гiбридних
𝑓(𝑅) теорiй iз метрикою Палатiнi за допомогою
скалярно-тензорного представлення полегшує ана-
лiз рiвнянь поля i побудову розв’язкiв.

По сутi, прийняття теорiї на зразок 𝑅 + 𝑓(ℛ)
зберiгає успiшнi результати ЗТВ, втiленi в дiї
Ейнштейна–Гiльберта (𝑅), тодi як додатковi ґра-
вiтацiйнi ефекти криються в метрико-афiннiй ком-
понентi 𝑓(ℛ), де ℛ позначає скаляру кривину Па-
латiнi, яка отримується вiд незалежного зв’язку.
Хоча метрично-афiнний i суто метричний форма-
лiзми збiгаються в ЗТВ, вони вiдрiзняються при
розглядi бiльш загальних функцiй 𝑓(ℛ) [10]. Роз-
ширення структури 𝑓(ℛ) змiнює зв’язок матерiї з
ґравiтацiєю лiнiйно [24] або нелiнiйно залежно вiд
Лагранжiана матерiї [25–32] або її слiду [33–35]. Цi
модифiкацiї часто викликають негеодезичний рух

через додаткову силу, ортогональну до чотири-
швидкостi [36], що призводить до нестабiльностi
в секторi матерiї через новi нелiнiйнi взаємодiї [37,
38]. Однак у гiбридному пiдходi iз метрикою Па-
латiнi передбачається, що нестабiльностi в секторi
матерiї будуть вiдсутнiми, якщо звичайнi закони
збереження виконуються.

У цьому оглядi всебiчно розглядаються форму-
лювання i застосування гiбридних моделей ґра-
вiтацiї iз фокусуванням на границi слабкого по-
ля i дослiдженнi бiльш загальних гiбридних тео-
рiй iз метрикою Палатiнi. Структура статтi насту-
пна: у роздiлi 2 викладено основнi характеристики
гiбридної моделi ґравiтацiї iз метрикою Палатiнi
включно iз дiєю, рiвнянням поля, еквiвалентним
скалярно-тензорним представленням i переходом
до границi слабкого поля. У роздiл 3 дослiджую-
ться довiльнi гiбриднi теорiї ґравiтацiї, побудованi
з метричних i незалежних зв’язкiв, демонструю-
чи конкретнi моделi, якi обходять типовi патологiї.
Нарештi, роздiл 4 мiстить заключнi зауваження.

2. Гiбридна ґравiтацiя
iз метрикою Палатiнi: загальна структура

2.1. Дiя i рiвняння ґравiтацiйного поля

Дiя, що породжує гiбридну ґравiтацiю iз метрикою
Палатiнi, записується як [20, 39]

𝑆 =

∫︁
d4𝑥

√
−𝑔

{︂
1

2𝜅2
[𝑅+ 𝑓(ℛ)] + ℒ𝑚(𝑔𝜇𝜈 , 𝜓)

}︂
, (1)

де 𝜅2 ≡ 8𝜋𝐺, ℒ𝑚 позначає стандартний Лагран-
жiан матерiї з мiнiмальним зв’язком, 𝜓 пред-
ставляє поля матерiї, 𝑅 означає метричний член
Ейнштейна–Гiльберта, а ℛ ≡ 𝑔𝜇𝜈ℛ𝜇𝜈 є кривиною
Палатiнi. Остання визначається через незалежний
зв’язок Γ̂𝛼

𝜇𝜈 :

ℛ ≡ 𝑔𝜇𝜈
(︁
Γ𝛼
𝜇𝜈,𝛼 − Γ̂𝛼

𝜇𝛼,𝜈 + Γ̂𝛼
𝛼𝜆Γ̂

𝜆
𝜇𝜈 − Γ̂𝛼

𝜇𝜆Γ̂
𝜆
𝛼𝜈

)︁
, (2)

який породжує тензор кривини Рiччi ℛ𝜇𝜈 у ви-
глядi

ℛ𝜇𝜈 ≡ Γ̂𝛼
𝜇𝜈,𝛼 − Γ̂𝛼

𝜇𝛼,𝜈 + Γ̂𝛼
𝛼𝜆Γ̂

𝜆
𝜇𝜈 − Γ̂𝛼

𝜇𝜆Γ̂
𝜆
𝛼𝜈 . (3)

Варiацiя дiї (1) вiдносно метрики дає рiвняння
ґравiтацiйного поля:

𝐺𝜇𝜈 + 𝐹 (ℛ)ℛ𝜇𝜈 − 1

2
𝑓(ℛ)𝑔𝜇𝜈 = 𝜅2𝑇𝜇𝜈 , (4)
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де 𝐹 (ℛ) = 𝑑𝑓(ℛ)/𝑑ℛ, а тензор енергiї-iмпульса ви-
значено як звичайно,

𝑇𝜇𝜈 ≡ − 2√
−𝑔

𝛿(
√
−𝑔ℒ𝑚)

𝛿(𝑔𝜇𝜈)
. (5)

Варiацiя дiї вiдносно незалежного зв’язку Γ̂𝛼
𝜇𝜈

дає рiвняння руху:

∇̂𝛼

(︀√
−𝑔𝐹 (ℛ)𝑔𝜇𝜈

)︀
= 0, (6)

маючи на увазi, що Γ̂𝛼
𝜇𝜈 є зв’язком Левi-Чiвiта ме-

трики ℎ𝜇𝜈 = 𝐹 (ℛ)𝑔𝜇𝜈 . Отже, ℎ𝜇𝜈 є конформно по-
в’язаним iз фiзичною метрикою 𝑔𝜇𝜈 , з конформ-
ним фактором 𝐹 (ℛ) ≡ 𝑑𝑓(ℛ)/𝑑ℛ.

2.2. Скалярно-тензорне представлення

Подiбно до випадкiв чистої метрики чи варiантiв
Палатiнi [40, 41], дiю (1) для гiбридної ґравiтацiї
iз метрикою Палатiнi можна переформулювати як
скалярно-тензорну теорiю шляхом введення допо-
мiжного поля 𝐴,

𝑆 =
1

2𝜅2

∫︁
d4𝑥

√
−𝑔 [𝑅+ 𝑓(𝐴) + 𝑓𝐴(ℛ−𝐴)] + 𝑆𝑚,

(7)
де 𝑓𝐴 ≡ 𝑑𝑓/𝑑𝐴, а 𝑆𝑚 є дiєю матерiї.

Поле 𝐴 динамiчно еквiвалентне скалярнiй кри-
винi Палатiнi ℛ, якщо 𝑓 ′′(ℛ) ̸= 0. Якщо ввести

𝜑 ≡ 𝑓𝐴, 𝑉 (𝜑) = 𝐴𝑓𝐴 − 𝑓(𝐴), (8)

дiя (7) прийме вигляд:

𝑆 =
1

2𝜅2

∫︁
d4𝑥

√
−𝑔 [𝑅+ 𝜑ℛ− 𝑉 (𝜑)] + 𝑆𝑚. (9)

Дiя (9) еквiвалентна початковiй (1). Варiацiя ви-
щевказаної дiї вiдносно метрики, скаляра 𝜑 i зв’яз-
ку приводить до рiвнянь поля:

𝑅𝜇𝜈 + 𝜑ℛ𝜇𝜈 − 1

2
(𝑅+ 𝜑ℛ− 𝑉 ) 𝑔𝜇𝜈 = 𝜅2𝑇𝜇𝜈 , (10)

ℛ− 𝑉𝜑 = 0, (11)
∇̂𝛼

(︀√
−𝑔𝜑𝑔𝜇𝜈

)︀
= 0, (12)

вiдповiдно, де 𝑉𝜑 = 𝑉 ′(𝜑).
Розв’язок рiвняння (12) означає, що незалежний

зв’язок є зв’язком Левi-Чiвiта метрики ℎ𝜇𝜈 = 𝜑𝑔𝜇𝜈 .
Таким чином, спiввiдношення мiж тензорами ℛ𝜇𝜈

i 𝑅𝜇𝜈 можна записати у виглядi (докладнiше
див. [20]):

ℛ𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 +
3

2𝜑2
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑−

− 1

𝜑

(︂
∇𝜇∇𝜈𝜑+

1

2
𝑔𝜇𝜈�𝜑

)︂
, (13)

який може бути використаний у дiї (9) для ви-
ключечня незалежного зв’язку, що приводить до
скалярно-тензорного представлення гiбридної мо-
делi ґравiтацiї iз метрикою Палатiнi [42]. В резуль-
татi отримуємо таку дiю:

𝑆 =
1

2𝜅2

∫︁
d4𝑥

√
−𝑔

[︁
(1 + 𝜑)𝑅+

+
3

2𝜑
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑉 (𝜑)
]︁
+ 𝑆𝑚. (14)

Варто зазначити, що з урахуванням замiни 𝜑→
→ −(𝜅𝜑)2/6, дiя (14) спрощується до знайомого
сценарiю конформно зв’язаного скалярного поля з
потенцiалом самовзаємодiї. Ця замiна перетворює
кiнетичний член у дiї (14) на вираз стандартної
форми, перетворюючи дiю на еквiвалентну дiю ма-
сивного скалярного поля, конформно пов’язану з
ґравiтацiєю Ейнштейна. Однак вона вiдрiзняється
вiд ґравiтацiї Бранса–Дiкке, де скалярне поле за-
лишається безмасовим, i тепер ми вводимо нену-
льовий 𝑉 (𝜑), як зазначено в (9).

Дiйсно, ми дiйшли до теорiй типу теорiй Бран-
са–Дiкке, якi визначаються нетривiальною функ-
цiєю зв’язку:

𝜔BD =
3𝜑

2𝜑− 2
. (15)

Це формулювання виходить за межi конкретних
випадкiв 𝜔BD = 0 i 𝜔BD = −3/2, якi вiдповiд-
ають скалярно-тензорним представленням метри-
чної 𝑓(𝑅) ґравiтацiї i ґравiтацiї Палатiнi 𝑓(ℛ), вiд-
повiдно, як це обговорюється в лiтературi [2].

Використовуючи отриманi рiвняння (11) i (13)
у контекстi рiвняння (10), польове рiвняння для
метрики можна виразити таким чином:

(1 + 𝜑)𝑅𝜇𝜈 = 𝜅2
(︂
𝑇𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝑇

)︂
+

1

2
𝑔𝜇𝜈 (𝑉 +�𝜑)+

+∇𝜇∇𝜈𝜑− 3

2𝜑
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑, (16)

або еквiвалентно як:

(1 + 𝜑)𝐺𝜇𝜈 = 𝜅2𝑇𝜇𝜈 +∇𝜇∇𝜈𝜑−�𝜑 𝑔𝜇𝜈 −

− 3

2𝜑
∇𝜇𝜑∇𝜈𝜑+

3

4𝜑
∇𝜆𝜑∇𝜆𝜑 𝑔𝜇𝜈 − 1

2
𝑉 𝑔𝜇𝜈 , (17)
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з якого видно, що кривина простору-часу поро-
джується як матерiєю, так i скалярним полем.

До рiвняння скалярного поля можна пiдiйти
двома рiзними способами, кожен з яких дає мо-
жливiсть зрозумiти, як гiбриднi моделi iлюстру-
ють фiзичнi характеристики скалярно-тензорних
моделей 𝜔BD = 0 i 𝜔BD = −3/2. По-перше, обчи-
слюючи згортку рiвняння (10) з 𝑔𝜇𝜈 , ми знаходимо
−𝑅− 𝜑ℛ+ +2𝑉 = 𝜅2𝑇 , i, використовуючи рiвнян-
ня (11), знаходимо:

2𝑉 − 𝜑𝑉𝜑 = 𝜅2𝑇 +𝑅. (18)

Подiбно до випадку Палатiнi (𝜔BD = −3/2), це
рiвняння означає, що поле 𝜑 можна представити
як алгебраїчну функцiю скаляра 𝑋 ≡ 𝜅2𝑇 + 𝑅,
тобто як 𝜑 = 𝜑(𝑋). Однак у чистому сценарiї Па-
латiнi 𝜑 залежить виключно вiд 𝑇 . Зокрема, пра-
ва частина рiвняння (16) включає новi матерiальнi
доданки, пов’язанi зi слiдом 𝑇 та його похiдними,
а також iз кривиною 𝑅 та її похiдними. Отже, цю
теорiю можна iнтерпретувати як теорiю iз вищи-
ми похiдними, яка включає як поля матерiї, так i
метричнi поля. Однак таке тлумачення можна обi-
йти, якщо 𝑅 замiнити в рiвняннi (18) за допомогою
спiввiдношення:

𝑅 = ℛ+
3

𝜑
�𝜑− 3

2𝜑2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑, (19)

разом з ℛ = 𝑉𝜑. Це дає еволюцiйне рiвняння дру-
гого порядку для скалярного поля:

−�𝜑+
1

2𝜑
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑+
𝜑

3
[2𝑉 − (1+𝜑)𝑉𝜑] =

𝜑𝜅2

3
𝑇, (20)

яке є ефективним рiвнянням Кляйна–Гордона.
Цей останнiй вираз показує, що, на вiдмiну вiд ви-
падку Палатiнi (𝜔BD = −3/2), скалярне поле є ди-
намiчним. Отже, на теорiю не впливають мiкро-
скопiчнi нестабiльностi, властивi моделям Палатi-
нi з iнфрачервоними поправками [10].

2.3. Лiнеаризованi польовi рiвняння

Визначення постньютонiвських параметрiв теорiї
має вирiшальне значення для оцiнки її границi
слабкого поля i сумiсностi з локальними преци-
зiйними ґравiтацiйними тестами. Для аналiзу по-
стньютонiвської поведiнки в метричнiй теорiї i те-
орiї 𝑓(𝑅) Палатiнi, ми посилаємося на роботи [40,
41]. Унiфiкований аналiз можна знайти в таких

джерелах, як у [43]. Тут ми головним чином зосе-
реджуємося на параметрi 𝛾, що представляє дро-
бову рiзницю ньютонiвських потенцiалiв, особливо
коли ефектами космологiчного розширення можна
знехтувати.

Щоб розпочати цю спробу, нам потрiбно вивчи-
ти збурення рiвнянь (16) i (20) на фонi простору
Мiнковського. Як правило, це передбачає припу-
щення 𝜑 = 𝜑0+𝜙(𝑥), де 𝜑0 — асимптотичне значен-
ня поля далеко вiд локальних систем, яке зазвичай
визначається космологiчним фоновим розв’язком.
Одночасно ми приймаємо квази-мiнковську систе-
му координат, де 𝑔𝜇𝜈 ≈ 𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈 з |ℎ𝜇𝜈 | ≪ 1. За-
мiсть того, щоб детально описувати цей аналiз, ми
вiдсилаємо читача до [20, 39], щоб отримати дода-
тковi вiдомостi i зробити вiдповiднi висновки.

Зокрема, ефективна стала Ньютона, постньюто-
нiвський параметр 𝛾 i маса скалярного поля вира-
жаються як

𝐺eff ≡ 𝜅2

8𝜋(1 + 𝜑0)

(︂
1 +

𝜑0
3
𝑒−𝑚𝜙𝑟

)︂
, (21)

𝛾 ≡ [1 + 𝜑0 exp (−𝑚𝜙𝑟) /3]

[1− 𝜑0 exp (−𝑚𝜙𝑟) /3]
, (22)

𝑚2
𝜙 ≡ 1

3
[2𝑉 − 𝑉𝜑 − 𝜑(1 + 𝜑)𝑉𝜑𝜑]|𝜑=𝜑0

, (23)

вiдповiдно. Цi результати представляють стандар-
тну постньютонiвську метрику до другого порядку
для цього класу теорiй.

Порiвняємо цi результати з ґравiтацiєю 𝑓(𝑅), де
ми зазвичай маємо:

𝐺eff ≡ 𝐺

𝜑0

(︂
1 +

1

3
𝑒−𝑚𝑓𝑟

)︂
, (24)

𝛾 ≡ (1− 𝑒−𝑚𝑓𝑟/3)

(1 + 𝑒−𝑚𝑓𝑟/3)
, (25)

що вимагає великої маси 𝑚2
𝑓 ≡ (𝜑𝑉𝜑𝜑 − 𝑉𝜑)/3, щоб

зробити поправки типу Юкава незначними в ло-
кальних експериментах. Таким чином, досягнен-
ня 𝛾 ≈ 1 залежить вiд однiєї можливостi [40, 41]:
𝑚𝜙𝑟 ≫ 1 вiд мiлiметрiв до астрономiчних масшта-
бiв, що означає, що дiапазон скалярної взаємодiї
1/𝑚𝜙 має бути меншим за кiлька мiлiметрiв.

Однак у поточному гiбридному сценарiї до 𝛾 ≈ 1
ведуть два шляхи. Перший вiддзеркалює теорiї
𝑓(𝑅), потребуючи дуже масивного скалярного по-
ля. Другий варiант передбачає дуже мале значен-
ня 𝜑0. Якщо 𝜑0 ≪ 1, поправки типу Юкава стають
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незначними незалежно вiд величини 𝑚𝜙. Це мо-
же дозволити iснування далекосяжного скалярно-
го поля, здатного змiнювати космологiчну i гала-
ктичну динамiку, не впливаючи на Сонячну систе-
му. За оптимiстичних обставин тонкi модифiкацiї
можуть бути виявленi як аномалiї в локальному
ґравiтацiйному полi [44].

3. Загальнi гiбриднi
теорiї iз метрикою Палатiнi

Простiр “гiбридних” теорiй досить великий. По-
ряд з метрикою i її зв’язком Левi-Чiвiта iснує до-
датковий незалежний зв’язок, який використову-
ється для побудови iнварiантiв кривини [22]. Це
розширення дозволяє розглядати рiзнi новi члени,
такi як:

ℛ𝑅, ℛ𝜇𝜈ℛ𝜇𝜈 , 𝑅𝜇𝜈ℛ𝜇𝜈 ,

ℛ𝜇𝜈𝛼𝛽ℛ𝜇𝜈𝛼𝛽 , 𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽ℛ𝜇𝜈𝛼𝛽 , тощо.

Хоча комплексний аналiз цих гiбридних тео-
рiй не проводився, є докази того, що гiбридний
клас теорiй iз метрикою Палатiнi, на якому ми
зосереджуємося, є унiкальним класом життєзда-
тних гiбридних теорiй ґравiтацiї вищого порядку.
У бiльш обмеженому контекстi суто метричних те-
орiй, клас теорiй 𝑓(𝑅) видiляється тим, що уникає
нестабiльностi Остроградського завдяки вiдокрем-
ленню додаткових ступенiв свободи у нешкiдливий
скалярний ступiнь свободи [45]. Подiбним чином,
як ми бачили, таке вiдокремлення можливе для
гiбридних теорiй iз метрикю Палатiнi. Ця виня-
ткова особливiсть поширюється на ширшу сферу
метрично-афiнних теорiй, де загальнi теорiї часто
мiстять у собi “духовi” стани, надяскравiсть або iн-
шi нефiзичнi ступенi вiльностi.

Як репрезентативний клас бiльш загальних тео-
рiй, розглянемо таку дiю:

𝑆 =
1

2𝜅2

∫︁
d4𝑥

√
−𝑔, 𝑓(𝑅,ℛ, �̂�𝐻), (26)

де

�̂�𝐻 = 𝑅𝜇𝜈ℛ𝜇𝜈 , (27)

яка дослiджувалася в [46]. Тут було визначено то-
чний вмiст полiв у цiй дiї в границi слабкого поля.

Варiацiя дiї (26) вiдносно метрики дає такi рiвня-
ння поля:

𝑓,𝑅𝑅𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓 + 𝑔𝜇𝜈�𝑓,𝑅 −∇𝜇∇𝜈𝑓,𝑅 +

+ 𝑓,ℛℛ𝜇𝜈 + 2𝑓,�̂�𝑅
𝜆
𝜇ℛ𝜈𝜆 +

1

2
�
(︁
𝑓,�̂�ℛ𝜇𝜈

)︁
+

+
1

2
𝑔𝜇𝜈∇𝛼∇𝛽

(︁
𝑓,�̂�ℛ

𝛼𝛽
)︁
−∇𝜆∇(𝜈

(︁
𝑓,�̂�ℛ

𝜆
𝜇)

)︁
= 𝜅2𝑇𝜇𝜈 ,

(28)

де 𝑓,𝑅, 𝑓,ℛ i 𝑓,�̂� є похiдними вiд 𝑓 вiдносно 𝑅, ℛ i
�̂�𝐻 , вiдповiдно. Розв’язок рiвняння руху для зв’яз-
ку вказує на те, що це зв’язок Левi-Чiвiта метрики
𝑔𝜇𝜈 , яка визначається як

𝑔𝜇𝜈 =

√
−𝑟√
−𝑔

𝑟𝜇𝜈 , (29)

де

𝑟𝜇𝜈 = 𝑓,ℛ𝑔
𝜇𝜈 + 𝑓,�̂�𝑅

𝜇𝜈 . (30)

Це дозволяє нам усунути допомiжну метрику 𝑔𝜇𝜈
в термiнах фiзичної метрики 𝑔𝜇𝜈 .

Розглядаючи збурення ℎ𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 − 𝜂𝜇𝜈 по вiд-
ношенню до простору Мiнковського, де 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 ,
i згодом iнвертуючи лiнеаризованi рiвняння поля
для фiзичної метрики, ми отримуємо пропагатори
як для ґравiтону, так i для будь-яких додаткових
ступенiв вiльностi, якi можуть бути присутнiми в
ℎ𝜇𝜈 . Пропагатор Π𝛼𝛽𝛾𝛿 визначається як:

Π−1𝛾𝛿
𝛼𝛽 ℎ𝛾𝛿 = 𝜅2𝜏𝛼𝛽 , (31)

де 𝜏𝛼𝛽 позначає лiнеаризоване джерело енергiї-
iмпульсу. Використовуючи формалiзм операторiв
проекцiї спiну, як описано в [47] i далi роз’яснено
в [48], результат може бути виражений у просторi
Фур’є (де � → −𝑘2) у формi двох функцiй, 𝑎 i 𝑐,

𝑘2Π𝛼𝛽𝛾𝛿 =
𝒫2
𝛼𝛽𝛾𝛿

𝑎(−𝑘2)
−

𝒫0
𝛼𝛽𝛾𝛿

𝑎(−𝑘2)− 3𝑐(−𝑘2)
, (32)

де 𝒫2
𝛼𝛽𝛾𝛿 вибирає моди спiну-2, тодi як 𝒫0

𝛼𝛽𝛾𝛿 вiдпо-
вiдає скалярним модам флуктуацiй (за детальною
iнформацiєю ми вiдсилаємо читача до робiт [46–
48]). Функцiї 𝑎 i 𝑐 можна легко визначити, якщо
розглядається теорiя вигляду (26), i вони спираю-
ться на комбiнацiї

𝐴 =
6𝑓 (0)ℛℛ+ 𝑓 (0), �̂�

2𝑓 (0),ℛ
, 𝐵 =

𝑓 (0), �̂�

𝑓 (0)ℛ
, (33)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 7 443



Ф.С.Н. Лобо

у такий спосiб:

𝑎(�) = 𝑓
(0)
,𝑅 + 𝑓 (0),ℛ− 𝑓

(0)

,�̂�

𝐵

4
�2, (34)

𝑐(�) = 𝑓
(0)
,𝑅 + 𝑓

(0)
,ℛ − 2

(︁
𝑓
(0)
,𝑅𝑅 + 4𝑓

(0)
,𝑅ℛ + 𝑓

(0)

,�̂�

)︁
�+

+

[︂
𝑓
(0)
,𝑅ℛ (6𝐴+𝐵) + 𝑓

(0)

,�̂�

(︂
2𝐴+

𝐵

4

)︂]︂
�2. (35)

Щоб отримати певне уявлення про цей метод,
ми розглянемо кiлька спецiальних випадкiв, i для
спрощення аналiзу припустимо, що 𝑓 (0)ℛℛ = 0.

3.1. Метричнi моделi 𝑓(𝑅)

У випадку чистої метрики 𝑓(𝑅), маємо 𝑓 (0),𝑅ℛ = 𝐴 =
= 0 i отримуємо:

Π𝛼𝛽𝛾𝛿
𝑓(𝑅) = Π𝛼𝛽𝛾𝛿

𝐺𝑅 +
1

2
(︁
𝑘2 + (3𝑓

(0)
,𝑅𝑅)

−1
)︁𝒫0𝛼𝛽𝛾𝛿. (36)

Отже, як i очiкувалося, ми стикаємося з дода-
тковим скалярним ступенем вiльностi, узгодженим
з тим фактом, що моделi 𝑓(𝑅) еквiвалентнi тео-
рiям Бранса–Дiкке з параметром 𝜔BD = 0. Маса
“скалярона” визначається як 𝑚2 = (3𝑓

(0)
,𝑅𝑅)

−1, i по-
ки 𝑓 ′′(𝑅) > 0, теорiя стабiльна; iнакше тахiонна
маса пiдриває стабiльнiсть поблизу простору Мiн-
ковського.

3.2. Моделi Палатiнi 𝑓(𝑅)

Як згадувалося вище, моделi 𝑓(ℛ) типу Пала-
тiнi еквiвалентнi теорiям Бранса-Дiкке з 𝜔BD =
= −3/2. Це конкретне значення робить кiнетичний
член поля нульовим, що має на увазi його неди-
намiчну природу. Отже, ми передбачаємо вiдсу-
тнiсть будь-якого додаткового скалярного ступеня
вiльностi. Щоб забезпечити правильне нормуван-
ня, припустимо 𝑓 (0),ℛ = 1, що дає 𝑓 (0),𝑅𝑅 = 𝑓

(0)
,𝑅ℛ =

= 𝑓 (0), �̂� = 0. Отже, маємо:

Π𝛼𝛽𝛾𝛿
𝑓(ℛ) = Π𝛼𝛽𝛾𝛿

𝐺𝑅 , (37)

що пiдтверджує нашi очiкування.

3.3. Гiбриднi моделi iз метрикою Палатiнi

Як зазначено в роботi [42], у плоскому за Рiччi
просторi-часi гiбриднi теорiї iз метрикою Палатiнi
демонструють характеристики, подiбнi до теорiй
𝑓(ℛ) Палатiнi, якi у вакуумi зводяться до ЗТВ з
космологiчною сталою. Отже, не дивно, що ми не

iдентифiкуємо жодних нових ступенiв вiльностi у
вакуумi Мiнковського:

Π𝛼𝛽𝛾𝛿
𝑓(𝑋) = Π𝛼𝛽𝛾𝛿

𝐺𝑅 . (38)

Примiтно, що цей клас теорiй не еквiвалентний
жодному з попереднiх сценарiїв. При дослiджен-
нi викривленого простору-часу виникає новий ска-
лярний ступiнь вiльностi. У цьому контекстi гiбри-
дна ґравiтацiя iз метриою Палатiнi виступає як мi-
нiмалiстичне скалярно-тензорне розширення ЗТВ,
причому скаляр поширюється виключно за наяв-
ностi фонової кривини.

3.4. Гiбриднi моделi 𝑓(𝑅,ℛ)

Узагальненi гiбриднi скалярнi теорiї Рiччi були
вперше представленi в [49, 50], виявляючи якiсно
вiдмiннi властивостi порiвняно з бiльш обмежени-
ми гiбридними моделями, якi обговорювалися ра-
нiше. Зокрема, було продемонстровано, що теорiї
𝑓(𝑅,ℛ) еквiвалентнi класу бiскалярно-тензорних
теорiй. Цi теорiї передбачають додатковий 𝒫0𝛼𝛽𝛾𝛿

спiн-0 пропагатор з подвiйним полюсом, який свiд-
чить про два розповсюджуванi скалярнi ступенi
вiльностi. Маси цих скалярних полiв можна лег-
ко визначити, i вони знаходяться як

𝑚2
± =

𝑓
(0)
,ℛ

18
(︁
𝑓
(0)
,𝑅ℛ

)︁2

(︁
𝑓
(0)
,𝑅𝑅 + 4𝑓

(0)
,𝑅ℛ ± 𝑆

)︁
, (39)

де для зручностi величина 𝑆 визначається як

𝑆 ≡

⎯⎸⎸⎸⎷(︁
𝑓
(0)
,𝑅𝑅 + 4𝑓

(0)
,𝑅ℛ

)︁2
− 12

(︁
𝑓
(0)
,𝑅ℛ

)︁2
𝑓
(0)
,ℛ

. (40)

Варто зазначити, що скалярна частинка з ква-
дратом маси 𝑚2

− вiдповiдає скалярону, згаданому
в (36) при аналiзi чистої метричної ґравiтацiї 𝑓(𝑅).
Проте, в загальному випадку, його маса зараз змi-
стилася. Iнший скаляр є новою частинкою, що ви-
никає внаслiдок нетривiальної залежностi вiд ℛ, i,
на вiдмiну вiд сценарiю гiбридної ґравiтацiї iз ме-
трикою Палатiнi, вiн поширюється навiть у пло-
ских за Рiччi просторах. Критерiй, що забезпечує
вiдсутнiсть тахiонних нестабiльностей для будь-
якого скаляра, виражається як

𝑓
(0)
,ℛ > 0, i 𝑓

(0)
,𝑅𝑅 + 4𝑓

(0)
,𝑅ℛ − 𝑆 > 0. (41)
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Щоб жоден iз цих скалярiв не був “духом”, ми
повиннi мати як 𝑟+ > 0, так i 𝑟− > 0. Друга умова
повинна була б вимагати, щоб

𝑓
(0)
,𝑅𝑅 + 4𝑓

(0)
,𝑅ℛ − 𝑆 < 0, (42)

що суперечить умовi (41). Отже, здається, що ми
не можемо уникнути тахiонiв i “духiв” у цiй теорiї.

3.5. Квадратичнi за Рiччi
гiбриднi теорiї 𝑓(ℛ, �̂�)

На закiнчення, розглянемо �̂�𝐻 -iнварiант. Для про-
стоти ми обмежуємося моделями без нелiнiйної за-
лежностi вiд скаляра метрики Рiччi. В основному,
пропагатор ґравiтона отримує свою структуру вiд
функцiї 𝑎(�) (34), i тепер тiльки член вищої похi-
дної �̂�𝐻 змiнює його. Ми можемо записати резуль-
тат для пропагатора у формi

Π𝛼𝛽𝛾𝛿

𝑓(ℛ,�̂�)
=

Π𝛼𝛽𝛾𝛿
𝐺𝑅(︂

1− 1
4

(︁
𝑓
(0)

,�̂�

)︁2
𝑘4
)︂ +

+
3𝑓

(0)

,�̂�

(︁
1 + 3

4𝑓
(0)

,�̂�
𝑘2
)︁

2

(︂
1− 1

4

(︁
𝑓
(0)

,�̂�

)︁2
𝑘4
)︂(︂

1 + 3𝑓
(0)

,�̂�
𝑘2 + 2

(︁
𝑓
(0)

,�̂�

)︁2
𝑘4
)︂𝒫0𝛼𝛽𝛾𝛿.

(43)

Теорiя шостого порядку, з якою ми маємо спра-
ву, дає модульований пропагатор ґравiтону, який
вносить два додаткових полюси. Бiльше того, iснує
скалярний пропагатор з п’ятьма полюсами. Це рiз-
ко контрастує з метричною 𝑄-теорiєю, яка вклю-
чає лише одну додаткову частинку зi спiном 2 i
дає рiвняння поля четвертого порядку. Ми не бу-
демо тут заглиблюватися в детальнi властивостей
цих нових ступенiв вiльностi, оскiльки очевидно,
що теорiя страждає вiд “духiв”, що робить її не-
фiзичною. Легко побачити, що це загальне явище
при побудовi дiї з будь-якого iнварiанта гiбридної
кривини, за винятком ℛ у конкретному сценарiї
роздiленої функцiональної залежностi 𝑅+ 𝑓(ℛ).

Цi спостереження пiдтверджують наш висновок
про те, що гiбриднi теорiї iз метрикою Палатiнi
мають особливе теоретичне значення.

4. Висновок

В цiй статтi пропонуються гiбриднi теорiї ґравiта-
цiї iз метрикою Палатiнi i перевiряються наслiдки
цих нових теорiй щодо теоретичної узгодженостi.

З точки зору теорiї поля, гiбридний клас теорiй iз
метрикою Палатiнi або 𝑓(𝑋), де 𝑋 = 𝑅+𝜅2𝑇 , має
особливий статус, подiбний до статусу теорiй 𝑓(𝑅)
у суто метричнiй ґравiтацiї [45]. Цi теорiї видiля-
ються тим, що серед теорiй ґравiтацiї, позбавле-
них схожих на “духiв” чи iншим чином проблема-
тичних ступенiв вiльностi, дiї 𝑓(𝑋) є єдиними жит-
тєздатними конструкцiями, що використовують як
метрику, так i незалежний зв’язок Палатiнi. Унi-
кальнiсть дiї 𝑓(𝑋) полягає в її здатностi вiддiляти
вищi похiднi в секторi ґравiтацiї у скалярну моду,
уникаючи нестабiльностi Остроградського.

Коли ми встановили теоретичну послiдовнiсть i
значимiсть гiбридних теорiй iз метрикою Палатi-
нi, про що свiдчить наш постньютонiвський аналiз,
цi теорiї виявили багатообiцяючi можливостi в мо-
дифiкацiї космологiчної динамiки у великих мас-
штабах, одночасно обходячи обмеження локаль-
ної ґравiтацiї [51]. Це пояснюється тим, що, як i
скалярно-тензорна теорiя, гiбридна теорiя має ево-
люцiю зв’язку Бранса-Дiкке, що допускає потен-
цiйно значнi вiдхилення вiд загальної теорiї вiдно-
сностi у минулому i майбутньому. Навпаки, у ме-
тричних моделях 𝑓(𝑅) зв’язок Бранса–Дiкке зали-
шається скiнченною константою, що вимагає вико-
ристання рiзноманiтних “механiзмiв екранування”.

Космологiчнi збурення також були проаналiзо-
ванi в цих моделях до лiнiйного порядку вклю-
чно [20, 39, 52], припускаючи, що формування ве-
ликомасштабної структури є можливим, хоча й з
тонкими особливостями, якi можна буде вияви-
ти в майбутнiх експериментах. Важливо зауважи-
ти: чисельнi дослiдження показують, що рiзниця
ґравiтацiйних потенцiалiв може виявляти осциля-
цiї при бiльших червоних зсувах, потенцiйно спо-
стережуваних у крос-кореляцiях спектрiв матерiї
i лiнзування.

На ефективному рiвнi модифiкацiї 𝑓(𝑋) вклю-
чають як слiд енергiї-iмпульсу матерiї, так i ска-
ляр Рiччi метричної кривини, що свiдчить про
актуальнiсть пiдходу як для проблеми темної енер-
гiї, так i для проблеми темної матерiї [19]. Обгово-
рювалися рiзнi аспекти феноменологiї темної ма-
терiї, вiд астрономiчних до галактичних i позага-
лактичних масштабiв [19, 53–55]. Крiм того, геоме-
трiя кротової нори [56–59] i зiрки [60, 61], розв’язки
для космiчних струн [62–65] i структури товстих
бран [66] були дослiдженi в цих теорiях, але при-
рода можливих розв’язкiв для чорних дiр вимагає
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подальшого дослiдження [67]. Обмеження, якi на-
кладають на цi теорiї астрофiзичнi данi, такi як
вимiрювання подвiйних пульсарiв [68], також ви-
магають дослiдження.

Пiдсумовуючи, зауважимо, що хоча фiзика 𝑓(𝑅)
ґравiтацiї метричного варiанта i варiанта Палатi-
нi широко вивчалася в рiзних контекстах, дослi-
дження гiбридної версiї 𝑓(𝑋) теорiї залишаються
в основному незавершеними. Результати, наведе-
нi в цiй роботi, є переконливою мотивацiєю для
подальшого дослiдження цих специфiчних теорiй.

Автор висловлює подяку за пiдтримку контра-
кту про стимулювання наукової роботи з Фонду
науки i технiки (FCT) iз посиланням на CEECI-
NST/00032/2018, а також фiнансуванню за раху-
нок дослiдницьких ґрантiв UIDB/04434/2020, UI-
DP/04434/2020 i PTDC/FIS-AST/ 0054/2021.
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

F.S.N. Lobo

BEYOND EINSTEIN’S GENERAL
RELATIVITY: HYBRID METRIC-PALATINI GRAVITY

It has been established that both metric and Palatini versions

of 𝑓(𝑅) gravity have interesting features, but also manifest sev-

eral downsides. A hybrid combination of theories, containing

elements from both formalisms, turns out to be very successful

in accounting for the observed phenomenology and it is able to

avoid some drawbacks of the original approaches. Here, we ex-

plore the formulation in a dynamically equivalent scalar-tensor

form of this hybrid metric-Palatini approach. We present sev-

eral of its main achievements, such as, passing the Solar System

observational tests even if the scalar field is very light or mass-

less, and outline several applications to astrophysical and cos-

mological scenarios. Furthermore, we also explore the viability

of generalized hybrid metric-Palatini gravitational theories.

Ke yw o r d s: general relativity, modified gravity, hybrid met-
ric-Palatini gravity.
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