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СИМЕТРIЯ ЕНЕРГЕТИЧНИХ
СТАНIВ З УРАХУВАННЯМ IНВАРIАНТНОСТI
ДО IНВЕРСIЇ ЧАСУ ТА ДИСПЕРСIЯ ФОНОННИХ
ГIЛОК У ГIРОТРОПНИХ КРИСТАЛАХ 𝛼-LiIO3УДК 539

Iз залученням теорiї проективних представлень груп побудовано незвiднi представле-
ння груп хвильового вектора в точках 𝛤 , 𝛥 i 𝐴 зони Брiллюена кристала 𝛼-LiIO3 та
знайдено умови їхньої сумiсностi. Iз врахуванням iнварiантностi до iнверсiї часу про-
ведено класифiкацiю енергетичних станiв кристалiв 𝛼-LiIO3 в цих точках та надано
вiдповiдну їх класифiкацiю у великiй зонi (зонi Джонса). На основi експериментально
вимiряних раманiвських спектрiв першого порядку побудовано кривi дисперсiї фононних
гiлок у напрямку 𝛤–𝐴. Обговорюються внески в експериментально зареєстрований ра-
манiвський спектр другого порядку обертонiв та складових тонiв точок 𝛤 i 𝐴, участь
яких у формуваннi спектра другого порядку зумовлена розглянутими особливостями
розподiлу густини фононних станiв у цих точках, та коливальних станiв iнших кри-
тичних точок зони Брiллюена. Зроблено висновок про правомiрнiсть застосування ква-
зимолекулярного наближення при розглядi динамiки ґратки кристалiв 𝛼-LiIO3.
К люч о в i с л о в а: динамiка кристалiчної ґратки, зона Брiллюена, зона Джонса, рама-
нiвська спектроскопiя, йодат лiтiю.

1. Вступ
Енергетичнi спектри коливальних станiв у гiро-
тропних гексагональних кристалах йодату лiтiя 𝛼-
LiIO3, досить ретельно вивчались методами iнфра-
червоної (IЧ) та раманiвської спектроскопiї (РС) у
багатьох роботах [1–4]. Накопичений також обшир-
ний матерiал з дослiдження у цих кристалах енер-
гетичних спектрiв поляритонних станiв i їхньої
дисперсiї поблизу центра зони Брiллюена [5]. Те-
оретичнi розрахунки дисперсiї елементарних збу-
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джень по всiй зонi Брiллюена, однак, для криста-
лiв 𝛼-LiIO3 не проводились, так само як i не вра-
ховувалась iнварiантнiсть енергетичних станiв до
iнверсiї часу в точках, що не лежать в її центрi, –
точцi 𝛤 . Для з’ясування цих питань у роботi, що
пропонується, вперше для кристалiв 𝛼-LiIO3 вико-
ристаний метод побудови незвiдних проективних
представлень груп хвильових векторiв, який до-
зволяє врахувати iнварiантнiсть енергетичних ста-
нiв до iнверсiї часу, ввести їхню класифiкацiю у
великiй зонi (зонi Джонса) i зробити якiснi ви-
сновки про дисперсiю фононних станiв, яка мо-
же бути дослiджена експериментально при вимi-
рюваннi у цих кристалах раманiвських спектрiв
другого порядку. У роботi також обговорюється
наближений кореляцiйний метод оцiнки вигляду
кривих дисперсiї фононiв у напрямку 𝛤–𝐴 зони
Брiллюена кристалiв 𝛼-LiIO3 та можливiсть засто-
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сування квазимолекулярного пiдходу для iнтер-
претацiї енергетичних спектрiв їхнiх елементарних
збуджень.

2. Симетрiя та кристалiчна
будова кристалiв 𝛼-LiIO3

Симетрiя обох енантiоморфних структурних форм
гексагональних кристалiв 𝛼-LiIO3 описується однi-
єю й тiєю ж просторовою групою 𝑃63 (𝐶6

6 ), а кри-
сталiчного класу, до якого вони належать, – точко-
вою групою 6(𝐶6). Наявнiсть оптичної активностi
в цих кристалах зумовлюється хiральним положе-
нням в кристалiчних ґратках первiсно не хiраль-
них i не пiдданих дисиметричнiй деформацiї при
кристалiзацiї (тобто таких, що не набувають де-
формацiйної хiральностi) структурних груп – iонiв
(IO3)

−. Групи (IO3)
− мають у вiльному станi симе-

трiю 3𝑚 (𝐶3𝑣), i цi, завдяки наявностi площин вiд-
биття, первiсно нехiральнi групи, деформуючись
при кристалiзацiї в ґратцi 𝛼-LiIO3, не змiнюють
власну симетрiю. Але дещо повертаючись навколо
осей, котрi проходять через них, вони зберiгають
з оточуючою їх структурою, яка складається з iо-
нiв Li+, спiльними тiльки елементи симетрiї гру-
пи 3(𝐶3). Взаємно втрачаючи не спiвпадаючi для
обох структур поворотнi осi та площини вiдбит-
тя, вони стають хiральними по своєму положенню
в ґратцi.

Елементарнi комiрки обох енантiомерiв криста-
лiчного 𝛼-LiIO3 мiстять по 10 атомiв, що утворю-
ють двi формульнi одиницi. Вони вiдрiзняються
одна вiд одної поворотом iонiв (IO3)

− навколо по-
лярних осей третього порядку, якi проходять че-
рез їхнi центри та паралельнi осi шостого порядку,
що, зокрема, спiвпадає просторово i за напрямком
з кристалографiчною вiссю 𝑂𝑍 (вважатимемо, що
напрямок полярних осей визначається, вiдповiдно
до послiдовностi запису хiмiчного символу сполу-
ки, напрямком вiд атома I в групах (IO3)

− до цен-
тра рiвностороннього трикутника, що утворюється
трьома атомами кисню), на невеликий кут 𝜗 вiдно-
сно положення, при якому атоми Li, I та O лежали
б в тих самих площинах, що мiстять в собi вiсь 𝑐6;
або проти годинникової стрiлки з точки зору спо-
стерiгача, який дивиться назустрiч полярнiй осi,
що вiдповiдає додатньому куту повороту, або ж
за годинниковою стрiлкою за тих же умов спосте-
реження, що вiдповiдає вiд’ємному куту поворо-

a б
Рис. 1. Елементарна комiрка кристала 𝛼-LiIO3 правої (а)
та лiвої (б) енантiоморфної модифiкацiї

ту. Першу з цих структурних форм називатимемо
правою енантiоморфною модифiкацiєю 𝛼-LiIO3, а
другу – лiвою 1.

На рис. 1, а зображена в двох проекцiях спiв-
падаюча з примiтивною елементарна комiрка кри-
стала 𝛼-LiIO3 правої енантiоморфної модифiка-
цiї. Її параметри визначаються значеннями 𝑎1
(a1||𝑂𝑍) = (5,170 ± 0,002) Å та 𝑎2 (a2||𝑂𝑋) =
= (5,478± 0,002) Å [6–9]. За координати атомiв у
примiтивнiй комiрцi в кристалографiчнiй системi
координат вибранi такi: Li1 (𝑋,𝑌, 𝑍) i Li2 (1 −𝑋,
1−𝑌,𝑍+1/2) при 𝑋 = 0, 𝑌 = 0, 𝑍 = 0 (положення
𝑎 (початок кристалографiчної системи координат
сумiщений з положенням атома Li1)); I1(𝑋,𝑌, 𝑍)
та I2(1 −𝑋, 1 − 𝑌,𝑍 + 1/2) при 𝑋 = 2/3, 𝑌 = 1/3,

1 Тут визначення правої i лiвої енантiоморфної модифiка-
цiї кристалiчної структури введено, шляхом постулюван-
ня напрямку полярної осi та використання лише даних
кристалографiї (на даний час вважається, що правою
енантiоморфною модифiкацiєю кристалiв 𝛼-LiIO3, як i
багатьох iнших iз вiдповiдних гiротропних класiв, завжди
є та, у якої п’єзоелектричний коефiцiєнт 𝑑33 > 0).
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Таблиця 1. Характери незвiдних представлень точкової групи 6

𝑍 = 0,0727 ± 0,0067 (положення 𝑏); O1 (𝑋, 𝑌, 𝑍),
O2 (1 − 𝑌, 𝑋 − 𝑌, 𝑍), O3 (1 − 𝑋 + 𝑌, 1 − 𝑋, 𝑍),
O4 (𝑋 − 𝑌,𝑋, 𝑍 + 1/2), O5 (1−𝑋, 1− 𝑌,𝑍 + 1/2),
O6 (𝑌, 1−𝑋 + 𝑌,𝑍 +1/2) при 𝑋 = 0,3437± 0,0013,
𝑌 = 0,0957± 0,0013, 𝑍 = 0,2345± 0,0023 (положен-
ня 𝑐). На рис. 1, б зображена елементарна комiрка
кристала 𝛼-LiIO3 лiвої енантiоморфної модифiка-
цiї. Її параметри, зрозумiло, не вiдрiзняються вiд
вищезазначених параметрiв елементарної комiрки
кристала 𝛼-LiIO3 правої модифiкацiї.

На рис. 2, a вказанi використанi далi для по-
будови форм нормальних коливань кристалiчної
ґратки вектори твiрного базису – ортогональнi ба-
зиснi вектори у просторi змiщень, котрi для рi-
зних атомiв однiєї хiмiчної природи, що переходять
один в один при перетвореннях симетрiї, також пе-
ретворюються самi в себе [11].

а б
Рис. 2. Твiрний базис (а) та графiк просторової групи си-
метрiї (б) кристала 𝛼-LiIO3 правої енантiоморфної модифi-
кацiї

На рис. 2, б наведений графiк просторової групи
симетрiї 𝑃63 [10], який вказує на положення еле-
ментiв симетрiї у примiтивнiй комiрцi кристала 𝛼-
LiIO3, яка визначається використаним вище вибо-
ром атомних координат. Цей графiк характеризує
симетрiю просторової групи 𝑃63 i має однаковий
вигляд як для правої, так i для лiвої енантiомор-
фних структурних форм 𝛼-LiIO3 при аналогiчно-
му виборi атомних координат (звичайно iз замi-
ною координат 𝑋 
 𝑌 ). Без обмеження загально-
го розгляду надалi будемо аналiзувати динамiку
кристалiчної ґратки кристалiв 𝛼-LiIO3 на прикла-
дi ґратки лише її правої структурної модифiкацiї.

Характери незвiдних представлень точкової гру-
пи 6 наведенi в табл. 1. Ми приводимо широковi-
дому таблицю характерiв незвiдних представлень
групи 6 з тих мiркувань, що в наведеному нами
способi її зображення незвiднi представлення си-
стематизовано iз урахуванням внутрiшньої стру-
ктури групи 6, яка є прямим добутком груп 3 та
2 (6 = 3 × 2 ). Головною вiссю в групi 6 є вiсь
3 (𝑐3) як вiсь найвищого порядку в пiдгрупi най-
старшого порядку, що входить у прямий добуток,
який визначає групу 6. До того ж, група 6 (𝐶6)
iзоморфна групi 3̄ (𝐶3𝑖), яка є прямим добутком
груп 3 та 1̄ (3̄ = 3 × 1̄). Iзоморфнi групи 6 та 3
повиннi мати однакову таблицю характерiв незвi-
дних представлень, а спосiб її побудови для групи
3̄ (розподiл представлень на симетричнi та антиси-
метричнi вiдносно iнверсiї) є загальноприйнятим.
Саме таку систематику рекомендовано до засто-
сування [12–15]. Саме ця систематика, як можна
побачити з подальшого, є переважною при побу-
довi проективних представлень точкових груп, за-
стосування яких останнiм часом стає все бiльш i
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бiльш поширеним. На жаль, широкозастосовною
залишається також систематика (кiлька її варiан-
тiв), яка не враховує внутрiшньої структури групи
6. У нiй вважається, що головною вiссю у циклi-
чнiй абелевiй групi 6 є вiсь 6 (𝑐6), а впорядкува-
ння номерiв незвiдних представлень проведено за
формальною ознакою, в основi якої лежить поря-
док перелiку значень 6

√
1 в комплекснiй площинi,

що принципово є неоднозначним [16, 17]. Один з
варiантiв такої систематики, на жаль, було вико-
ристано в роботi [1], де проведено класифiкацiю та
представленi результати експериментальних дослi-
джень фононних станiв в кристалах 𝛼-LiIO3. За-
стосування однозначної систематики, якiй ми на-
даємо перевагу, призводить до того, що пiд коли-
вальними модами симетрiї 𝐸1 в кристалах класу
6 (𝐶6) ми розумiємо коливальнi моди симетрiї 𝐸2

з роботи [1], i навпаки, пiд коливальними мода-
ми симетрiї 𝐸2 – коливальнi моди симетрiї 𝐸1 з
роботи [1].

3. Кореляцiйний метод аналiзу
фононного спектра кристалiв 𝛼-LiIO3.
Координати симетрiї та форми
нормальних коливань

Розглянемо спочатку наближений загальноужива-
ний кореляцiйний метод аналiзу фононного спе-
ктра кристалiв 𝛼-LiIO3, що базується на квази-
молекулярному пiдходi (тут i далi для розрахун-
кiв використовуватиметься структура правої енан-
тiоморфної форми кристала 𝛼-LiIO3; для криста-
ла 𝛼-LiIO3 лiвої енантiоморфної форми усi розра-
хунки є iдентичними). При такому пiдходi в еле-
ментарнiй комiрцi кристала видiляються два силь-
но зв’язанi молекулярнi структурнi утворення: два
iони (IO3)

−, зв’язки всереденi яких сильнiшi за
їхнi зв’язки з iонами Li+ та значно сильнiшi зв’яз-
кiв квазимолекулярних утворень 𝛼-LiIO3 один з
одним. Роздiлення зв’язкiв на сильнi та слабкi в
ґратцi 𝛼-LiIO3 у такому методi дозволяє визна-
чити наближенi форми нормальних коливань, на
основi яких i проводиться iнтерпретацiя фононно-
го спектра. Фундаментальнi нормальнi коливання
кристалiчної ґратки при цьому по вiдношенню до
коливань своїх зберiгаючих вiдносну iндивiдуаль-
нiсть структурних елементiв подiляються на “вну-
трiшнi” i “зовнiшнi”. Внутрiшнi коливання видiля-
ються типом симетрiї, або, як це часто зустрiчає-
ться, можуть бути роздiленi на квазивалентнi та

квазидеформацiйнi, а зовнiшнi – на трансляцiйнi
та лiбрацiйнi.

Фононний спектр для видiленого напрямку в k-
просторi для кристалiв 𝛼-LiIO3 налiчує 30 вiток. В
𝛤 -точцi фундаментальнi коливальнi моди, що опи-
суються представленням усiх змiщень атомiв при-
мiтивної комiрки, класифiкуються за незвiдними
представленнями групи 6 таким чином:

𝛤vib = 5𝐴1 + 5𝐴2 + 5𝐵1 + 5𝐵2 + 5𝐵3 + 5𝐵4,

у тому числi для акустичних коливань

𝛤ac = 𝐴1 +𝐵2 +𝐵4,

i для оптичних

𝛤opt = 4𝐴1 + 5𝐴2 + 5𝐵1 + 4𝐵2 + 5𝐵3 + 4𝐵4.

Об’єднуючи в результатi iнварiантностi до iнвер-
сiї часу одномiрнi комплексно спряженi представ-
лення у двомiрнi, маємо

𝛤vib = 5[𝐴1 +𝐴2 + (𝐵1 +𝐵3) + (𝐵2 +𝐵4)] =

= 5𝐴1 + 5𝐴2 + 5𝐸1 + 5𝐸2,

у тому числi

𝛤ac = 𝐴1 + (𝐵2 +𝐵4) = 𝐴1 + 𝐸2,

i

𝛤opt = 5[𝐴1 + 5𝐴2 + 5(𝐵1 +𝐵3) + 4(𝐵2 +𝐵4)] =

= 4𝐴1 + 5𝐴2 + 5𝐸1 + 4𝐸2.

Iз 27 оптичних фундаментальних коливальних
мод 12 активнi в IЧ поглинаннi [моди 4𝐴1 i 4𝐸2

(4𝐵2 i 4𝐵4)], 22 активнi в РС [моди 4𝐴1, 5𝐸1 (5𝐵1

i 5𝐵3) i 4𝐸2 (4𝐵2 i 4𝐵4)] i 5 мод не активнi нi IЧ
поглинаннi, нi в РС (моди 5𝐴2). Оскiльки моди 𝐴1

i 𝐸2 одночасно IЧ i РС активнi, то внаслiдок да-
лекодiючих кулонiвських сил вони додатково роз-
дiляються на 𝑇𝑂–𝐿𝑂 пари.

Побудуємо форми фундаментальних нормаль-
них коливань кристалiчної ґратки 𝛼-LiIO3, котрi
являють собою ортогональнi коливальнi функцiї,
що є лiнiйними комбiнацiями коливальних (дина-
мiчних) симетризованих координат, або симетри-
зованих змiщень [11, 16]. Цi змiщення, розподiля-
ючись за типами симетрiї таким же чином, як i
коливальнi моди, мають вигляд:
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для симетрiї 𝐴1

𝑠𝐴1
1 =

1√
2
(𝑧I1 + 𝑧I2),

𝑠𝐴1
2 =

1√
6
(𝑧O1 + 𝑧O2 + 𝑧O3 + 𝑧O4 + 𝑧O5 + 𝑧O6 ),

𝑠𝐴1
3 =

1√
6
(𝑢O

1 + 𝑢O
2 + 𝑢O

3 + 𝑢O
4 + 𝑢O

5 + 𝑢O
6 ),

𝑠𝐴1
4 =

1√
6
(𝑣O1 + 𝑣O2 + 𝑣O3 + 𝑣O4 + 𝑣O5 + 𝑣O6 ),

𝑠𝐴1
5 =

1√
2
(𝑧Li1 + 𝑧Li2 ),

для симетрiї 𝐴2

𝑠𝐴2
1 =

1√
2
(𝑧I1 − 𝑧I2),

𝑠𝐴2
2 =

1√
6
(𝑧O1 + 𝑧O2 + 𝑧O3 − 𝑧O4 − 𝑧O5 − 𝑧𝑂6 ),

𝑠𝐴2
3 =

1√
6
(𝑢O

1 + 𝑢O
2 + 𝑢O

3 − 𝑢O
4 − 𝑢O

5 − 𝑢O
6 ),

𝑠𝐴2
4 =

1√
6
(𝑣O1 + 𝑣O2 + 𝑣O3 − 𝑣O4 − 𝑣O5 − 𝑣O6 ),

𝑠𝐴2
5 =

1√
2
(𝑧𝐿𝑖

1 − 𝑧Li2 ),

для симетрiї 𝐵1

𝑠𝐵1
1 = (𝑥I

1 + 𝑖𝑦I1)− (𝑥I
2 + 𝑖𝑦I2),

𝑠𝐵1
2 =

1√
6
(𝑧O1 + 𝜖3𝑧

O
2 + 𝜖−1

3 𝑧O3 + 𝑧O4 + 𝜖3𝑧
O
5 + 𝜖−1

3 𝑧O6 ),

𝑠𝐵1
3 = (𝑢O

1 + 𝜖3𝑢
O
2 + 𝜖−1

3 𝑢O
3 + 𝑢O

4 + 𝜖3𝑢
O
5 + 𝜖−1

3 𝑢O
6 ),

𝑠𝐵1
4 = (𝑣O1 + 𝜖3𝑣

O
2 + 𝜖−1

3 𝑣O3 + 𝑣O4 + 𝜖3𝑣
O
5 + 𝜖−1

3 𝑣O6 ),

𝑠𝐵1
5 = (𝑥Li

1 + 𝑖𝑦Li1 )− (𝑥Li
2 + 𝑖𝑦Li2 ),

для симетрiї 𝐵2

𝑠𝐵2
1 = (𝑥I

1 + 𝑖𝑦I1) + (𝑥I
2 + 𝑖𝑦I2),

𝑠𝐵2
2 = (𝑧O1 + 𝜖3𝑧

O
2 + 𝜖−1

3 𝑧O3 − 𝑧O4 − 𝜖3𝑧
O
5 − 𝜖−1

3 𝑧O6 ),

𝑠𝐵2
3 = (𝑢O

1 + 𝜖3𝑢
O
2 + 𝜖−1

3 𝑢O
3 − 𝑢O

4 + 𝜖3𝑢
O
5 + 𝜖−1

3 𝑢O
6 ),

𝑠𝐵2
4 = (𝑣O1 + 𝜖3𝑣

O
2 + 𝜖−1

3 𝑣O3 − 𝑣O4 − 𝜖3𝑣
O
5 − 𝜖−1

3 𝑣O6 ),

𝑠𝐵2
5 = (𝑥Li

1 + 𝑖𝑦Li1 ) + (𝑥Li
2 + 𝑖𝑦Li2 ),

для симетрiї 𝐵3

𝑠𝐵3
1 = (𝑥I

1 − 𝑖𝑦I1)− (𝑥I
2 − 𝑖𝑦I2),

𝑠𝐵3
2 = (𝑧O1 + 𝜖−1

3 𝑧O2 + 𝜖3𝑧
O
3 + 𝑧O4 + 𝜖−1

3 𝑧O5 + 𝜖3𝑧
O
6 ),

𝑠𝐵3
3 = (𝑢O

1 + 𝜖−1
3 𝑢O

2 + 𝜖3𝑢
O
3 + 𝑢O

4 + 𝜖−1
3 𝑢O

5 + 𝜖3𝑢
O
6 ),

𝑠𝐵3
4 = (𝑣O1 + 𝜖−1

3 𝑣O2 + 𝜖3𝑣
O
3 + 𝑣O4 + 𝜖−1

3 𝑣O5 + 𝜖3𝑣
O
6 ),

𝑠𝐵3
5 = (𝑥Li

1 − 𝑖𝑦Li1 )− (𝑥Li
2 − 𝑖𝑦Li2 ),

для симетрiї 𝐵4

𝑠𝐵4
1 = (𝑥I

1 − 𝑖𝑦I1) + (𝑥I
2 − 𝑖𝑦I2),

𝑠𝐵4
2 = (𝑧O1 + 𝜖−1

3 𝑧O2 + 𝜖3𝑧
O
3 − 𝑧O4 − 𝜖−1

3 𝑧O5 − 𝜖3𝑧
O
6 ),

𝑠𝐵4
3 = (𝑢O

1 + 𝜖−1
3 𝑢O

2 + 𝜖3𝑢
O
3 − 𝑢O

4 − 𝜖−1
3 𝑢O

5 − 𝜖3𝑢
O
6 ),

𝑠𝐵4
4 = (𝑣O1 + 𝜖−1

3 𝑣O2 + 𝜖3𝑣
O
3 − 𝑣O4 − 𝜖−1

3 𝑣O5 − 𝜖3𝑣
O
6 ),

𝑠𝐵4
5 = (𝑥Li

1 − 𝑖𝑦Li1 ) + (𝑥Li
2 − 𝑖𝑦Li2 ).

Пiсля об’єднання коливальних станiв з урахува-
нням їхньої iнварiантностi до iнверсiї часу (𝐵1 +
+𝐵3 =⇒ 𝐸1 та 𝐵2+𝐵4 =⇒ 𝐸2) симетризованi змi-
щення набувають вигляду:
для симетрiї 𝐸1

𝑠𝐸1
1𝛼 =

1√
2

(︀
𝑥𝐽
1 − 𝑥I

2

)︀
,

𝑠𝐸1
2𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑧O1 − 𝑧O2 − 𝑧O3 + 2𝑧O4 − 𝑧O5 − 𝑧O6

)︀
,

𝑠𝐸1
3𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑢O

1 − 𝑢O
2 − 𝑢O

3 + 2𝑢O
4 − 𝑢O

5 − 𝑢O
6

)︀
,

𝑠𝐸1
4𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑣O1 − 𝑣O2 − 𝑣O3 + 2𝑣O4 − 𝑣O5 − 𝑣O6

)︀
,

𝑠𝐸1
5𝛼 =

1√
2

(︀
𝑥Li
1 − 𝑥Li

2

)︀
,

𝑠𝐸1

1𝛽 =
1√
2

(︀
𝑦𝐽1 − 𝑦𝐽2

)︀
,

𝑠𝐸1

2𝛽 =
1

2

(︀
𝑧O2 − 𝑧O3 + 𝑧O5 − 𝑧O6

)︀
,

𝑠𝐸1

3𝛽 =
1

2

(︀
𝑢O
2 − 𝑢O

3 + 𝑢O
5 − 𝑢O

6

)︀
,

𝑠𝐸1

4𝛽 =
1

2

(︀
𝜐O
2 − 𝜐O

3 + 𝜐O
5 − 𝑣O6

)︀
,

𝑠𝐸1

5𝛽 =
1√
2

(︀
𝑦Li1 − 𝑦Li2

)︀
.
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Для симетрiї 𝐸2

𝑠𝐸2
1𝛼 =

1√
2

(︀
𝑥I
1 + 𝑥I

2

)︀
,

𝑠𝐸2
2𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑧O1 − 𝑧O2 − 𝑧O3 − 2𝑧O4 + 𝑧O5 + 𝑧O6

)︀
,

𝑠𝐸2
3𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑢O

1 − 𝑢O
2 − 𝑢O

3 − 2𝑢O
4 + 𝑢O

5 + 𝑢O
6

)︀
,

𝑠𝐸2
4𝛼 =

1√
12

(︀
2𝑣O1 − 𝑣O2 − 𝑣O3 − 2𝑣O4 + 𝑣O5 + 𝑣O6

)︀
,

𝑠𝐸2
5𝛼 =

1√
2

(︀
𝑥Li
1 + 𝑥Li

2

)︀
,

𝑠𝐸2

1𝛽 =
1√
2

(︀
𝑦I1 + 𝑦I2

)︀
,

𝑠𝐸2

2𝛽 =
1

2

(︀
𝑧O2 − 𝑧O3 − 𝑧O5 + 𝑧O6

)︀
,

𝑠𝐸2

3𝛽 =
1

2

(︀
𝑢O
2 − 𝑢O

3 − 𝑢O
5 + 𝑢O

6

)︀
,

𝑠𝐸2

4𝛽 =
1

2

(︀
𝑣O2 − 𝑣O3 − 𝑣O5 + 𝑣O6

)︀
,

𝑠𝐸2

5𝛽 =
1√
2

(︀
𝑦Li1 + 𝑦Li2

)︀
.

Визначення виду лiнiйних комбiнацiй симетри-
зованих змiщень для кожного нормального коли-
вання i є розв’язком задачi про знаходження форм
нормальних коливань.

Побудову нормальних коливань 𝜙𝜇
𝑖𝜈 , де iндекса-

ми 𝜇, 𝑖 та 𝜈 позначено, як i для симетризова-
них змiщень, тип представлення, порядковий но-
мер нормального коливання та тип його функцiї-
партнера, зручно починати з акустичних мод, для
яких вигляд лiнiйних комбiнацiй симетризованих
змiщень є очевидним. Потiм знайдено ортогональ-
нi до них наближенi форми нормальних коливань,
якi подiляються на квазивалентнi та квазидефор-
мацiйнi. Всi в цiлому, як точнi, так i наближенi
форми нормальних коливань, вираженi через си-
метризованi змiщення, представленi в правiй ча-
стинi наведеної нижче табл. 2, а в лiвiй її частинi
зображено одержану шляхом спiвставлення коли-
вальних мод кореляцiйну дiаграму, яка вказує вiд-
повiднiсть нормальних коливань кристала 𝛼-LiIO3

коливанням iзольованої пiрамiдки 𝑋𝑌3 [11].
Цiкаво вiдмiтити, що для кристала 𝛼-LiIO3 при

такому пiдходi ми вiдразу одержуємо аналiтичнi
вирази для коливань, що утворюють давидiвськi
дублети, наприклад, (𝐴1)1 − (𝐴2)1, (𝐴1)2 − (𝐴2)2 i
так далi для пар коливань, причому, для коливань

Таблиця 2. Кореляцiйна дiаграма
вiдповiдностi нормальних коливань кристала
𝛼-LiIO3 коливанням iзольованого iона IO3

𝐴-типу друга давидiвська компонента в спектрах
не спостерiгається, оскiльки є “нiмою” модою.

Графiчно форми нормальних коливань криста-
ла йодату лiтiю приведенi на рис. 3 (𝐴-моди) i
рис. 4 (𝐸𝑖𝛼-моди).

Раманiвський спектр кристала 𝛼-LiIO3 (рис. 5)
також демонструє добре узгодження застосуван-
ня квазимолекулярного пiдходу для iнтерпретацiї
експериментальних результатiв: спектр має чiтко
вiдокремленi три областi, в яких групуються лi-
нiї. Високочастотна область, яка вiдокремлена вiд
iнших iнтервалом близько 300 см−1, представлена
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Рис. 3. Форми невироджених коливань кристала 𝛼-LiIO3

Рис. 4. Форми нормальних коливань кристала 𝛼-LiIO3 (виродженi моди)
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Рис. 5. Раманiвський спектр 1-го порядку кристала 𝛼-LiIO3

смугами, що зумовленi квазивалентними коливан-
нями груп (IO3)

−. У середньохвильовому дiапазо-
нi спектра мають бути представленi квазидефор-
мацiйнi моди груп (IO3)

−. Спектр малих частот
належить зовнiшнiм коливанням – трансляцiям i
лiбрацiям груп (IO3)

− та катiонiв Li+.

4. Класифiкацiя енергетичних станiв
вздовж напрямку 𝛤 − 𝐴 зони Брiллюена

Вiд наближеного кореляцiйного розгляду, в якому
використовується квазимолекулярний пiдхiд, пе-
рейдемо до точного опису, заснованому на бiльш
повному врахуваннi властивостей симетрiї просто-
рової групи кристала i, зокрема, бiльш повному
врахуваннi iнварiантностi енергетичних станiв до
iнверсiї часу, що можна одержати з аналiзу власти-
востей проективних незвiдних представлень. Фо-
ноннi стани кристала 𝛼-LiIO3 при такому розглядi
в точках найвищої симетрiї, тобто, перш за все, то-
чках, розташованих на лiнiї 𝛤 −𝐴, завдяки iнварi-
антностi станiв до iнверсiї часу можуть бути пред-
ставленi дисперсiйними кривими в зонi подвоєної у
даному напрямку довжини – великiй зонi, або зо-
нi Джонса, кiлькiсть фононних вiток у якiй удвiчi
менша їх кiлькостi у звичайнiй зонi Брiллюена.

Для бiльш повної уяви про класифiкацiю енер-
гетичних станiв кристалiв 𝛼-LiIO3 у великiй зонi
розглянемо детальнiше класифiкацiю цих станiв

вздовж напрямку 𝛤 − 𝐴, тобто в точках 𝛤 , 𝛥 i
𝐴 у звичайнiй зонi Брiллюена.
4.1. Теорiя

Побудуємо за методикою, викладеною у [12] i уто-
чненою в деталях для кристалiв SiC в [19], незвiднi
представлення 𝐷k груп хвильових векторiв 𝐺k в
точках Γ,Δ i 𝐴. Цi представлення мiстять нескiн-
ченне число членiв 𝐷k(ℎ) для елементiв ℎ ∈ 𝐺𝑘.
Будь-який елемент ℎ можна записати у виглядi
ℎ = (𝛼+ a | 𝑟), де 𝑟 – поворотний елемент, суку-
пнiсть яких утворює точкову групу 𝐹k, iзоморфну
фактор-групу групи 𝐺k за нескiнченною iнварiан-
тною пiдгрупою трансляцiй, 𝛼 – вектор нетривi-
альної трансляцiї, що вiдповiдає поворотному еле-
менту 𝑟, а a – вектор тривiальної трансляцiї, або
вектор ґратки Браве. Значення матриць 𝐷k(ℎ) та
їхнiх характерiв 𝜒𝐷k(ℎ):

𝐷k(ℎ) = 𝑒−𝑖k(𝛼+a)𝑤(𝑟)𝐷(𝑟), (1)
𝜒𝐷k(ℎ) = 𝑒−𝑖k(𝛼+a)𝑤(𝑟)𝜒𝐷(𝑟), (2)

де:
∙ для представлень, що описують стани без ура-

хування спiну (з цiлим спiном), 𝑤(𝑟) = 𝑢(𝑟) ≡
≡ 𝑢1(𝑟) – функцiя, яка приводить фактор-систему
𝜔(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔1(𝑟2, 𝑟1), яка визначається властиво-
стями просторової групи кристала, до стандартно-
го вигляду 𝜔′(𝑟2, 𝑟1) ≡ 𝜔′

1(𝑟2, 𝑟1);
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∙ для представлень, що описують стани iз враху-
ванням спiну (з напiвцiлим спiном) 𝑤(𝑟) = 𝑢𝑠(𝑟) =
= 𝑢1(𝑟)𝑢2(𝑟) – функцiя, що приводить фактор-
систему 𝜔(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔𝑠(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔1(𝑟2, 𝑟1)𝜔2(𝑟2, 𝑟1),
яка визначається перетвореннями спiнорiв при
операцiях симетрiї груп напрямкiв груп хвильових
векторiв 𝐹k до стандартного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) =
= 𝜔′

𝑠(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
1(𝑟2, 𝑟1)𝜔

′
2(𝑟2, 𝑟1);

∙ 𝑢2(𝑟) – функцiя, що приводить фактор-сис-
тему 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), яка визначається перетвореннями
тiльки залежної вiд спiну частини хвильової фун-
кцiї спiнорiв при операцiях групи 𝐹k, до стандар-
тного вигляду 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1);
∙ 𝐷(𝑟) – вiдповiднi стандартним фактор-систе-

мам незвiднi проективнi представлення того класу,
якому належить фактор-система 𝜔(𝑟2, 𝑟1);

∙ 𝜒𝐷(𝑟) – характери незвiдних проективних
представлень 𝐷(𝑟).

При знаходженнi незвiдних представлень групи
хвильових векторiв в точках Γ, 𝐴 i Δ за канонi-
чнi значення хвильових векторiв виберемо значе-
ння kΓ = 0, k𝐴 = −𝑏1/2 i kΔ, тобто об’єм першої
зони Брiллюена при сумiщеннi центра зони з то-
чкою (0, 0, 0) включимо точки, що лежать на її
границi з боку вiд’ємних значень k.

Для точок Γ, 𝐴 i Δ групи хвильових векто-
рiв однаковi i спiвпадають iз повною просторовою
групою 𝐺, елементи якої прийнято позначати лi-
терою 𝑔. Базиснi елементи ℎ𝑖 = 𝑔𝑖, що визнача-
ють цi групи, i якi можуть мiстити в собi тiль-
ки тривiальнi трансляцiї, пов’язанi з вибором не-
тривiальних i тривiальних трансляцiй для твiрних
елементiв груп напрямкiв груп хвильових векто-
рiв, виберемо у виглядi: ℎ1 = (0 | 𝑒), ℎ2 = (0 | 𝑐3),
ℎ3 = (0 | 𝑐3), ℎ4 = (a1/2 | 𝑐2), ℎ5 =

(︀
a1/2 | 𝑐56

)︀
, i

ℎ6 = (a1/2 | 𝑐6), де a1 – основний вектор ґратки,
спрямований вздовж осi 𝑂𝑧. Такий вибiр визна-
чальних базисних елементiв ℎ𝑖 пов’язаний зi стан-
дартним вибором у кристалiчнiй ґратцi точок вiд-
лiку, вiдносно яких вiдлiчуються вектори нетри-
вiальних i тривiальних трансляцiй. За стандартнi
точки вiдлiку у ґратцi 𝛼-LiJO3 виберемо точки, що
лежать на осi найвищого порядку (для групи 𝑃63 –
на осi шостого порядку) та в площинi 𝑂𝑥𝑦 – нехай
це буде точка (0, 0, 0).

Побудуємо для точок Γ, 𝐴 i Δ фактор-системи

𝜔1 (𝑟2, 𝑟1) = 𝑒𝑖(k−𝑟−1
2 k)𝛼1 ,

що визначаються властивостями просторової гру-
пи кристала, фактор-системи

𝜔2(𝑟2, 𝑟1) =
{︁

1 при 0 ≤ 𝜗 < 2𝜋,
−1 при 2𝜋 ≤ 𝜗 < 4𝜋,

що описують перетворення спiнових змiнних при
операцiях симетрiї груп напрямкiв груп хвильо-
вих векторiв (𝜗 – кут повороту при обертаннi, що
вiдповiдає добутку елементiв 𝑟2𝑟1), i визначимо
функцiї 𝑢1(𝑟) та 𝑢2(𝑟), що приводять цi фактор-
системи до стандартного вигляду.

Оскiльки в групi 6, що описує симетрiю напрям-
кiв спiвпадаючих для точок Γ, 𝐴 i Δ груп хви-
льових векторiв, немає елементiв, якi б змiнюва-
ли хвильовi вектори, для цих точок усi елементи
фактор-систем 𝜔1(𝑟2, 𝑟1) дорiвнюють 1. Це озна-
чає, що для перерахованих точок фактор-системи
𝜔1(𝑟2, 𝑟1) спiвпадають зi стандартною фактор-
системою групи 6 класу 𝐾0, фактор-системою
𝜔′
(0)(𝑟2, 𝑟1), всi елементи якої 1. Функцiї 𝑢1(𝑟) , та-

ким чином, для всiх елементiв групи 6 в точках Γ,
𝐴 i Δ також дорiвнюють 1.

Фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1), що визначаються
групою симетрiї напрямкiв груп хвильових векто-
рiв, для точок Γ, 𝐴 i Δ, у кожному випадку визна-
чаючись групою 6, також спiвпадають.

Для одержання єдиної для точок Γ, 𝐴 i Δ
фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) виберемо за твiрнi еле-
менти групи 6 елементи 𝑎 = 𝑐3 i 𝑏 = 𝑐2 (вибiр 1 iз
врахуванням принципу композицiї, згiдно з яким
група 6 може бути представлена як прямий до-
буток груп 3 i 2 (6 = 3 × 2)) або один елемент
𝑎 = 𝑐6 (вибiр 2). Представимо усi елементи симе-
трiї групи 6 у виглядi 𝑏𝑞𝑎𝑝, де 𝑝 = 0, 1, 2 i 𝑞 = 0,
1 (вибiр 1) або у виглядi 𝑎𝑝, де 𝑝 = 0, 1, 2, 3, 4, 5
(вибiр 2). Скориставшись визначальними спiввiд-
ношеннями, якi задовольняють вибраним твiрним
елементам, обчислимо всi значення 𝜔2(𝑟2, 𝑟1). Сут-
тєво, що за визначальнi спiввiдношення у цьому
випадку треба взяти спiввiдношення для подвiй-
ної групи 6: 𝑎6 = 𝑒, 𝑏4 = 𝑒, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 (для вибору 1)
i 𝑎12 = 𝑒 (для вибору 2).

Розрахована для групи 6 фактор-система
𝜔2(𝑟2, 𝑟1) наведена в табл. 3.

Оскiльки група 6 є циклiчною, усi її прое-
ктивнi представлення, як i представлення будь-
якої циклiчної групи, проективно-еквiвалентнi (𝑝-
еквiвалентнi) звичайним, або, як їх iще назива-
ють, векторним, i належать, так само як i ве-
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Таблиця 3. Фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) для групи 6

кторнi представлення, до класу 𝐾0. Це означає,
що наведена в табл. 3 фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1)
для групи 6 також вiдноситься до класу 𝐾0. Дiй-
сно, для довiльної пари комутуючих елементiв, а
в циклiчнiй групi, що є абелевою групою, комутує
будь-яка пара елементiв, усi вiдношення 𝜔2(𝑟2,𝑟1)

𝜔2(𝑟1,𝑟2)
=

= 1 (фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) симетрична вiдно-
сно своєї дiагоналi, яка визначається елемента-
ми 𝜔2(𝑒, 𝑒) i 𝜔2(𝑐6, 𝑐6)), що є ознакою належностi
фактор-системи 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) до класу 𝐾0. Стандар-
тними фактор-системами класу 𝐾0 у всiх групах
є системи, всi елементи яких дорiвнюють 1. Легко
бачити, що фактор-система 𝜔2(𝑟2, 𝑟1) групи 6 зво-
диться до 𝑝-еквiвалентної їй стандартної фактор-
системи 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1), яка спiвпадає у даному випадку
зi стандартною фактор-системою класу 𝐾0 групи
6, тобто фактор-системою 𝜔′

(0)(𝑟2, 𝑟1) групи 6, всi
елементи якої дорiвнюють 1, за допомогою пере-
творення

𝜔′
2(𝑟2, 𝑟1) =

𝜔2(𝑟2, 𝑟1)𝑢2(𝑟2, 𝑟1)

𝑢2(𝑟1)𝑢2(𝑟2)
,

де функцiя 𝑢2(𝑟) для елементiв 𝑒, 𝑐3, 𝑐23, 𝑐2, 𝑐56 i 𝑐6
приймає значення 1, −1, 1, 𝑖, −𝑖 та −𝑖 вiдповiдно 2.
А рiвнiсть 𝜔′

2(𝑟2, 𝑟1) = 𝜔′
(0)(𝑟2, 𝑟1), що виконується

в даному випадку, є критерiєм правильностi визна-
чення наведених вище значень 𝑢2(𝑟).

4.2. Точка 𝛤

Спочатку побудуємо незвiднi проективнi одно- i
двозначнi представлення групи хвильового векто-

2 Оскiльки [12] 𝑢2(𝑐
𝑝
3) = 𝑒𝑖𝑝𝜋(𝑝 = 0, 1, 2) i 𝑢2(𝑐

𝑞
2) =

= 𝜖𝑞4 =
(︀
𝑒𝑖2𝜋/4

)︀𝑞
= 𝑒𝑖𝑞𝜋/2(𝑞 = 0, 1) 𝑢2(𝑐𝑟6) = [𝑢2(𝑐6)]

𝑟, (𝑟 =

= 0, 1, 2, 3, 4, 5) i повиннi виконуватись 𝑢2(𝑐3) =

= [𝑢2(𝑐6)]
2 = −1 i 𝑢2(𝑐2) = [𝑢2(𝑐6)]

3 = [𝑢2(𝑐6)]
2 𝑢2(𝑐6) =

= −𝑢2(𝑐6) = 𝑖, to 𝑢2(𝑐6) = −𝑖

ра для кристалiв 𝛼-LiIO3 в точцi 𝛤 , для якої k𝐴 =
= kΓ = 0, отже i проективнi однозначнi представ-
лення спiвпадають iз звичайними векторними, а
проективнi двозначнi представлення – зi спiнорни-
ми представленнями точкової групи 6. Перемно-
жуючи у вiдповiдностi з формулами (1) i (2) на-
веденi у табл. 4 характери звичайних векторних
представлень групи 6, якi в цьому випадку (оскiль-
ки всi незвiднi одномiрнi представлення одномiр-
нi), спiвпадають з їхнiми матрицями, на наведенi
у верхнiй частинi табл. 4 знайденi значення фун-
кцiї 𝑢2(𝑟) легко знаходимо характери представле-
них у цiй самiй таблицi незвiдних спiнорних пред-
ставлень групи 6 (позначенi штрихами) у виглядi
характерiв її проективних представлень.

В табл. 5 для порiвняння приведенi характери
незвiдних представлень подвiйної групи 6′. Неваж-
ко бачити, що характери спiнорних представлень,
наведенi в табл. 5, спiвпадають з обчисленими ха-
рактерами двозначних проективних представлень
класу 𝐾0 групи 6, що наведенi в табл. 3. При цьо-
му є суттєвим, що саме послiдовне множення на
значення функцiї 𝑢2(𝑟) визначає порядковi номе-
ри проективних представлень табл. 5, за якими
встановлюються порядковi номери, або послiдов-
нiсть запису, незвiдних спiнорних представлень у
подвiйнiй групi 6′.

4.3. Точки 𝐴 i Δ

Знайдемо, нарештi характери незвiдних одно- i
двозначних представлень груп хвильових векторiв
для кристала 𝛼-LiIO3 в точках 𝐴 i Δ, якi характе-
ризуються значеннями хвильових векторiв k𝐴 =
= −b1/2 i kΔ. Цi характери, що легко визначаю-
ться пiсля обчислення значень експонент 𝑒𝑖k(𝛼+a)

для вказаних вище базисних елементiв, наведенi в
табл. 6 i 7 вiдповiдно 3.

4.4. Урахування iнварiантностi
енергетичних станiв до iнверсiї часу

За вiдсутностi зовнiшнiх магнiтних полiв на хви-
льовi функцiї станiв та вiдповiдно на представлен-
ня в точках 𝛤 , 𝐴 i 𝛥 накладаються додатковi умо-

3 Зазначимо, що в табл. 7 наведенi характери незвiдних
представлень груп хвильового вектора для точок у на-
прямку 𝛤 − 𝐴 у загальному виглядi, тодi як у табл. 4 i
6 ми маємо вирази для граничних значень 𝜂𝑘 = 𝑒−𝑖𝑘𝑎1/2

для точок 𝛤 i 𝐴
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Таблиця 4. Характери незвiдних проективних
представлень групи хвильового вектора груп 6 (𝐶6) для точки 𝛤

Таблиця 5. Характери незвiдних представлень подвiйної групи 6′(𝐶′
6)

ви, пов’язанi з урахуванням iнварiантностi енер-
гетичних станiв до iнверсiї часу, внаслiдок чого
для деяких станiв виникає додаткове вироджен-
ня. Поява цього додаткового виродження визнача-
ється за допомогою критерiя Херiнга [12, 18]. Ета-
пи i результати обчислень критерiю Херiнга для

незвiдних представлень у точках 𝛤 i 𝐴 наведено в
табл. 8. У точцi 𝛥 об’єднання представлень пов-
ної просторової групи не приводить до об’єднан-
ня представлень групи хвильового вектора, оскiль-
ки у цiй точцi немає елементiв, що задовольняють
спiввiдношення 𝑔′k = −k [19].
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Таблиця 6. Характери незвiдних
проективних представлень групи
хвильового вектора для точки 𝐴

6 (𝐶6) 𝑒 𝑐3 𝑐32 𝑐2 𝑐56 𝑐6

𝐴1 +𝐴2 𝐴1 1 1 1 𝑖 𝑖 𝑖

𝐴2 1 1 1 −𝑖 −𝑖 −𝑖

𝐴3 1 𝜀3 𝜀−1
3 𝑖 −𝜀12 𝜀−1

12

𝐴3 +𝐴6 𝐴4 1 𝜀3 𝜀−1
3 −𝑖 𝜀12 −𝜀−1

12

𝐴4 +𝐴5 𝐴5 1 𝜀−1
3 𝜀3 𝑖 𝜀−1

12 −𝜀12

𝐴6 1 𝜀−1
3 𝜀3 −𝑖 −𝜀−1

12 𝜀12

((𝐴7)) 𝐴7 1 −1 1 −1 1 1

((𝐴8)) 𝐴8 1 −1 1 1 −1 −1

𝐴9 1 𝜀3 𝜀−1
3 −1 𝜀3 𝜀−1

3

Таблиця 7. Характери незвiдних
проективних представлень групи
хвильового вектора для точки 𝛥

𝛥𝑛 𝑒 𝑐3 𝑐23 𝑐2 𝑐56 𝑐6

𝛥1 1 1 1 𝜂k 𝜂k 𝜂k
𝛥2 1 1 1 −𝜂k −𝜂k −𝜂k
𝛥3 1 𝜀3 𝜀−1

3 𝜂k 𝜀3𝜂k 𝜀−1
3 𝜂k

𝛥4 1 𝜀3 𝜀−1
3 𝜂k −𝜀3𝜂k 𝜂k

𝛥5 1 𝜀−1
3 𝜀3 𝜂k 𝜀−1

3 𝜂k 𝜀3𝜂k
𝛥6 1 𝜀−1

3 𝜀3 𝜂k −𝜀−1
3 𝜂k −𝜀3𝜂k

𝛥7 1 −1 1 𝜂k 𝜂k 𝜂k
𝛥8 1 −1 1 −𝑖𝜂k 𝑖𝜂k 𝑖𝜂k
𝛥9 1 −𝜀3 𝜀−1

3 𝑖𝜂k 𝜀12𝜂k −𝜀12𝜂k
𝛥10 1 −𝜀3 𝜀−1

3 −𝑖𝜂k −𝜀12𝜂k 𝜀−1
12 𝜂k

𝛥11 1 −𝜀−1
3 𝜀3 𝑖𝜂k −𝜀−1

12 𝜂k 𝜀12𝜂k
𝛥12 1 −𝜀−1

3 𝜀3 −𝑖𝜂k 𝜀−1
12 𝜂k −𝜀12𝜂k

Наведенi в табл. 8 значення критерiю Херiнга
свiдчать про те, що представлення 𝛤1 i 𝛤2 вiднося-
ться до випадку 𝑎1, представлення 𝛤3, 𝛤4, ..., 𝛤12 i
𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴6, 𝐴9, ..., 𝐴12 – до випадку 𝑏1, а пред-
ставлення 𝐴7 i 𝐴8 – до випадку 𝑐1. При цьому до-
даткове виродження станiв при врахуваннi їхньої
iнварiантностi до iнверсiї часу в точцi 𝛤 для си-
метрiй 𝛤1 i 𝛤2 вiдсутнє, а стани 𝛤3 i 𝛤5, 𝛤4 i 𝛤6,
𝛤7 i 𝛤8, 𝛤9 i 𝛤12, 𝛤10 i 𝛤11, i стани в точцi 𝐴 для
симетрiй 𝐴1 i 𝐴2, 𝐴3 i 𝐴6, 𝐴4 i 𝐴5, 𝐴9 i 𝐴11, 𝐴10

i 𝐴12 попарно об’єднуються, а стани 𝐴7 i 𝐴8 – по-
двоюються (це подвоєння ми позначили подвiйни-
ми круглими дужками). Саме цi вищевказанi об’-
єднання i подвоєння представлень, що пов’язанi з
урахуванням iнварiантностi до iнверсiї часу, вiд-

мiчено в табл. 1, 4 i 6, а характери об’єднаних i
подвоєних представлень наведенi в нижнiх части-
нах табл. 4 i 6.

5. Класифiкацiя енергетичних
станiв у великiй зонi

Перейдемо вiд класифiкацiї фононних та еле-
ктронних станiв кристалiв 𝛼-LiIO3 в зонах Брiл-
люена до їхньої класифiкацiї у великих зонах, або
зонах Джонса [20], протяжнiсть яких вздовж на-
прямку 𝛤 −𝛥 у просторi хвильових векторiв удвi-
чi перевищує їхню протяжнiсть у звичайнiй зо-
нi. Основною можливiстю такої класифiкацiї є зу-
мовлене iнварiантнiстю до iнверсiї часу для стру-
ктур, симетрiя яких описується несiморфною про-
сторовою групою 𝑃63, попарне злипання диспер-
сiйних гiлок усiх енергетичних станiв в точцi 𝐴.
При такому злипаннi енергетичних зон дисперсiй-
нi гiлки, що виходять з точки 𝛤 , можна зобрази-
ти дисперсiйними гiлками, що вiддзеркалюються
перпендикулярно до напрямку хвильового векто-
ра в другу зону Брiллюена до її границi – точки
𝛤 ′, яка вiддалена вiд точки 𝛤 на хвильовий вектор
−b1 (k𝛤 ′ = −b1, kΓ′ = 2𝜋/a1). Суттєво, що для ве-
ликої зони напрямку 𝛤 −𝐴, еквiвалентними є хви-
льовi вектори, котрi вiдрiзняються не на один, а
на два вектори оберненої ґратки. Природно, що
у великiй зонi кiлькiсть дисперсiйних вiток удвiчi
менша, нiж у звичайнiй зонi Брiллюена. При цьо-
му, як легко бачити, якщо побудувати характери
незвiдних представлень в точках 𝛤 i 𝛤 ′, врахову-
ючи при такiй побудовi множник

𝑒−𝑖kΓ′𝛼𝑟 =

{︂
1, 𝛼𝑟 = 0,

−1 𝛼𝑟 = a1/2,

при переходi вiд точки 𝛤 до точки 𝛤 ′ у великiй
зонi на перший погляд, здавалось би, повиннi ви-
конуватись такi умови сумiсностi представлень:

𝛤1 −→ 𝛥1 −→ 𝐴1 +𝐴2 −→ 𝛥2 −→ 𝛤2,

𝛤2 −→ 𝛥2 −→ 𝐴1 +𝐴2 −→ 𝛥1 −→ 𝛤1,

𝛤3 −→ 𝛥3 −→ 𝐴3 +𝐴6 −→ 𝛥6 −→ 𝛤6,

𝛤4 −→ 𝛥4 −→ 𝐴4 +𝐴5 −→ 𝛥5 −→ 𝛤5,

𝛤5 −→ 𝛥5 −→ 𝐴4 +𝐴5 −→ 𝛥4 −→ 𝛤4,

𝛤6 −→ Δ6 −→ 𝐴3 +𝐴6 −→ Δ3 −→ 𝛤3,

𝛤7 −→ 𝛥7 −→ ((𝐴7)) −→ 𝛥7 −→ 𝛤7,
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Таблиця 8. Етапи та результати обчислень характерiв 𝜒k,𝐷𝜇 [(𝑔′)2] i 𝜒k,𝐷′
𝜇
[(𝑔′)2]

та вiдповiдних їм значень критерiю Херiнга для незвiдних представлень в точках Γ i 𝐴

(𝑔′)2

𝑒−𝑖k(ra+𝛼) 𝑢(𝑟2) ≡
≡ 𝑢1(𝑟2)

′
𝜇

𝜒𝐷𝜇 (𝑟
2) = 𝜒𝐷   (𝑟

2) 𝜒k,𝐷𝜇 [(𝑔
′)2]

𝑢2(𝑟2) 𝑣(𝑟2)

𝜒k,𝐷′′
𝜇
[(𝑔′)2]

𝛤 𝐴 𝛤 , 𝐴 𝐴
(0)
1 , 𝐵(0)

1 (𝐴
(0))
3 , 𝐵(0)

3 (𝐴
(0)
5 ), 𝛤1, Γ3, 𝛤5, 𝐴1, 𝐴3, 𝐴5, 𝛤7, 𝛤9, 𝛤11, 𝐴7, 𝐴9, 𝐴11,

𝐴
(0)
4 𝐵

(0)
2 (𝐴

(0)
4 ) 𝐵

(0)
4 (𝐴

(0)
6 ) 𝛤2 𝛤4 𝛤6 𝐴2 𝐴4 𝐴6 𝛤8 𝛤10 𝛤12 𝐴′

8
𝐴10 𝐴12

′
1(𝑔 )2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
′
2(𝑔 )2 1 1 1 1 𝜀−1

3 𝜀3 1 𝜀−1
3 𝜀3 1 𝜀−1

3 𝜀3 1 1 1 𝜀−1
3 𝜀3 1 𝜀−1

3 𝜀3
′
3(𝑔 )2 1 1 1 1 𝜀3 𝜀−1

3 1 𝜀3 𝜀−1
3 1 𝜀3 𝜀−1

3 −1 −1 1 𝜀3 𝜀−1
3 1 𝜀3 𝜀−1

3
′
4(𝑔 )2 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1
′
5(𝑔 )2 1 −1 1 1 𝜀−1

3 𝜀3 1 𝜀−1
3 𝜀3 −1 −𝜀−1

3 −𝜀3 1 −1 −1 −𝜀−1
3 −𝜀3 1 𝜀−1

3 𝜀3
′
6(𝑔 )2 1 −1 1 1 𝜀3 𝜀−1

3 1 𝜀3 𝜀−1
3 −1 −𝜀3 −𝜀−1

3 −1 1 −1 −𝜀3 −𝜀−1
3 1 𝜀3 𝜀−1

3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1
𝑙

∑︀
(𝑔′)2 𝜒k (𝑔′)2 𝛿k,−𝑔′k 𝑎1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑏1 𝑐1 𝑏1 𝑏1

Рис. 6. Дисперсiя фононних станiв кристала 𝛼-LiIO3

𝛤8 −→ 𝛥8 −→ ((𝐴8)) −→ 𝛥8 −→ 𝛤8,

𝛤9 −→ 𝛥9 −→ 𝐴9 +𝐴11 −→ 𝛥11 −→ Γ11,

𝛤10 −→ 𝛥10 −→ 𝐴10 +𝐴12 −→ 𝛥12 −→ 𝛤12,

𝛤11 −→ 𝛥11 −→ 𝐴9 +𝐴11 −→ 𝛥9 −→ 𝛤9,

𝛤12 −→ 𝛥12 −→ 𝐴10 +𝐴12 −→ 𝛥10 −→ Γ10.

Однак у великих зонах, на вiдмiну вiд зон Брi-
ллюена, як вже було зазначено вище, хвильовi ве-
ктори в точках 𝛤 i 𝛤 ′ не еквiвалентнi: хвильо-
вому вектору великої зони в точцi 𝛤 вiдповiд-
ають елементарнi збудження з довжиною хвилi

Рис. 7. Частина спектр кристала 𝛼-LiIO3 при рiзних дов-
жинах хвиль збуджуючого випромiнювання: 514,5 нм вгорi
i 488 нм внизу

𝜆Γ = 2𝜋/𝑘Γ = ∞, в той час як хвильовому векто-
ру в точцi 𝛤 ′ вiдповiдають елементарнi збуджен-
ня з довжиною хвилi 𝜆Γ′ = 2𝜋/𝑘Γ′ = 𝑎1. Це озна-
чає, що фази хвильових функцiй в точках криста-
лiчної ґратки, вiддалених одна вiд iншої вздовж
напрямку 0𝑍 на вiдстань 𝑎1/2 (умовна стала ґра-
тки при класифiкацiї станiв у великiй зонi) можуть
або спiвпадати ( при 𝜆 = ∞), або вiдрiзнятись на 𝜋
(при 𝜆 = 𝑎1) – це так званi “сумарнi” i “рiзницевi”
моди [21]; першi вiдносяться до точки 𝛤 , другi – до
точки 𝛤 ′. Отже, моди електронних станiв 𝛤7 та 𝛤8

для кожної з цих симетрiй подiляються на однако-
вi кiлькостi сумарних i рiзницевих, що як сумарнi
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та рiзницевi партнери об’єднуються в точцi 𝐴 у
подвоєнi моди ((𝐴7)) та ((𝐴8)). Моди електронних
станiв 𝛤10 та 𝛤11 належать до сумарних, оскiльки
𝛤10 + 𝛤11 = 𝛤1 ×𝐷1/2, а моди 𝛤9 та 𝛤12 – до рiзни-
цевих, оскiльки 𝛤9+𝛤12 = 𝛤2×𝐷1/2 ( 𝛤1 – сумарна
мода, 𝛤2 – рiзницева мода, 𝐷1/2 – представлення,
за яким перетворюється повносиметричний спiнор
з 𝑗 = 1/2. Моди 𝛤1, 𝛤4, 𝛤6, 𝛤7, 𝛤8, 𝛤10, 𝛤11 ∈ 𝛤 , а
моди𝛤2, 𝛤3, 𝛤5, 𝛤7, 𝛤8, 𝛤9, 𝛤12 ∈ 𝛤 ′. Таким чином,
при виборi центра великої зони в точцi 𝛤 диспер-
сiйнi кривi, що описують перехiд вiд точки 𝛤 до
точки 𝛤 ′, задовольняють такi умови:

𝛤1 −→ 𝛥1 −→ 𝐴1 +𝐴2 −→ 𝛥2 −→ 𝛤2,

𝛤4 −→ 𝛥4 −→ 𝐴4 +𝐴5 −→ 𝛥5 −→ 𝛤5,

𝛤6 −→ Δ6 −→ 𝐴3 +𝐴6 −→ Δ3 −→ 𝛤3,

𝛤7 −→ 𝛥7 −→ ((𝐴7)) −→ 𝛥7 −→ 𝛤7,

𝛤8 −→ 𝛥8 −→ ((𝐴8)) −→ 𝛥8 −→ 𝛤8,

𝛤10 −→ 𝛥10 −→ 𝐴10 +𝐴12 −→ 𝛥12 −→ 𝛤12,

𝛤11 −→ 𝛥11 −→ 𝐴9 +𝐴11 −→ 𝛥9 −→ 𝛤9.

Якщо ж центр великої зони перенести в точку
𝛤 ′, то цi умови сумiсностi при переходi вiд точки
𝛤 ′ до точки 𝛤 перейдуть у такi:

𝛤2 −→ 𝛥2 −→ 𝐴1 +𝐴2 −→ 𝛥1 −→ 𝛤1,

𝛤3 −→ 𝛥3 −→ 𝐴3 +𝐴6 −→ 𝛥6 −→ 𝛤6,

𝛤5 −→ 𝛥5 −→ 𝐴4 +𝐴5 −→ 𝛥4 −→ 𝛤4,

𝛤7 −→ 𝛥7 −→ ((𝐴7)) −→ 𝛥7 −→ 𝛤7,

𝛤8 −→ 𝛥8 −→ ((𝐴8)) −→ 𝛥8 −→ 𝛤8,

𝛤9 −→ 𝛥9 −→ 𝐴9 +𝐴11 −→ 𝛥11 −→ Γ11,

𝛤12 −→ 𝛥12 −→ 𝐴10 +𝐴12 −→ 𝛥10 −→ Γ10.

Процес побудови кривих дисперсiї фононних
станiв у великiй зонi кристала 𝛼-LiIO3 схематично
представлено на рис. 6, де частоти однофононних
спектрiв взято з раманiвських спектрiв першого
порядку (рис. 5), а положення кривих дисперсiї,
що вiдповiдають точцi 𝐴, – iз раманiвських спе-
ктрiв другого порядку (рис. 7).

Таким чином, дисперсiю енергетичних станiв рi-
зних симетрiй у напрямку 𝛤 −𝐴 зони Джонса кри-
сталiв 𝛼-LiIO3 можна зобразити у виглядi диспер-
сiйних гiлок, що попарно об’єднанi в точках, якi
вiдповiдають центру та границi зони, тобто кривi
дисперсiї цього кристала утворюють замкненi кон-
тури в координатах “хвильовий вектор – енергiя”.
Пiдвищена густина станiв на цих кривих диспер-
сiї, як це видно з їхньої побудови, буде вiдповiдати
точкам 𝛤 i 𝐴 зони Брiллюена.

6. Висновки

Основнi результати можуть бути сформульованi у
виглядi таких висновкiв:

На основi квазимолекулярного наближення та iз
застосуванням теоретико-групового методу опера-
торiв проектування аналiтично розв’язано задачу
про знаходження форм нормальних коливань кри-
сталiчної ґратки кристала 𝛼-LiIO3. Показано, що
експериментально одержаним раманiвським спе-
ктрам в цих кристалах на основi обчислених форм
коливань може бути надана повна iнтерпретацiя,
а самi спектри безперечно свiдчать про правомiр-
нiсть застосування квазимолекулярного наближе-
ння в задачах динамiки ґратки цього кристала.

Iз залученням теорiї проективних представлень
груп побудованi незвiднi представлення груп хви-
льового вектора в точках 𝛤 , 𝛥 i 𝐴 зони Брiл-
люена кристала 𝛼-LiIO3 та знайденi умови їхньої
сумiсностi.

Надано класифiкацiю енергетичних станiв кри-
стала 𝛼-LiIO3, у великiй зонi – зонi Джонса, вве-
дення якої дозволило визначити дисперсiю фонон-
них станiв у напрямку 𝛤 −𝐴 зони Брiллюена.

На основi експериментально вимiряних раманiв-
ських спектрiв першого порядку побудованi кривi
дисперсiї фононних вiток у напрямку 𝛤 −𝐴. Обго-
ворюються внески в експериментально зареєстро-
ваний раманiвський спектр другого порядку обер-
тонiв та складових тонiв точок 𝛤 i 𝐴, участь яких
у формуваннi спектра другого порядку зумовле-
на розглянутими особливостями розподiлу густи-
ни фононних станiв у цих точках, та коливальних
станiв iнших критичних точок зони Брiллюена.

1. W. Otaguro, E. Wiener-Avnear, C.A. Arguello, S.P.S. Por-
to. Phonons, polaritons, and oblique phonons in LiIO3 by
raman scattering and infrared reflection. Phys. Rev. B 4,
4542 (1971).

2. F.E.A. Melo, F. Cardeira, V. Lemos. Raman scattering
from three phases in LiIO3. Solid State Comm. 41, 281
(1982).

3. Д.Ф. Байса, О.I. Барабаш, В.П. Дем’яненко, О.К. Зава-
дiєва, Г.О. Пучковська, Ю.О. Фролков, I.С. Рез. Дослi-
дження спектральних характеристик гексагональної та
тетрагональної модифiкаций йодатуа лiтiю. УФЖ 18,
1615 (1973).

4. К.Э. Халлер, Э.М. Ярвекюльг, Л.А. Ребане. Спектры
комбинационного рассеяния и фазовые переходы в йо-
дате лития. ФТТ 18, 1409 (1976).

5. Ю.Н. Поливанов. Комбинационное рассеяние света на
поляритонах. УФН 126, 185 (1978).

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2023. Т. 68, № 6 411



А.П. Науменко, В.О. Губанов

6. A. Rozenzweig, B. Morosin. A reinvestigation of the crystsl
structure of LiIO3. Acta Crystallogr. 20, 758 (1966).

7. J.L. de Boer, F. van Bolhuis, R. Olthof-Hazkamp, A. Vos.
A reinvestigation of the crystsl structure of Lithium Iodate.
Acta Crystallogr. 21, 841 (1966).

8. А .Эмиралиев, А.Г. Кочаров, И.И. Ямзин, В.А. Лю-
бимцев. Нейродифракционное уточнение стуктуры 𝛼-
LiIO3. Кристаллография 18, 1177 (1973).

9. А. Эмиралиев, А.Г. Кочаров, И.И. Ямзин, В.А. Любим-
цев. Тепловые параметры атомов в 𝛼-LiIO3. Кристал-
лография 21, 391 (1976).

10. T. Hahn. International Tables for Crystallography. Vol. A.
Space Group Symmetry (Reidel, 1983).

11. В.О. Губанов, А.П. Науменко. Форми нормальних коли-
вань пiрамiдальних молекул та iонiв 𝑋𝑌3. Вiсник Ки-
ївського унiверситету. Серiя: Фiз.-мат.науки 4, 342
(1997).

12. Г.Л. Бир, Г.Е. Пикус. Симметрия и деформационные
эффекты в полупроводниках (Наука, 1972).

13. Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. Квантовая механика (На-
ука, 1974).

14. М. Хамермеш. Теория групп и ее применение к физи-
ческим проблемам (Мир, 1966).

15. G.F. Koster, J.O. Dimmock, R.C. Wheeler, H. Statz.
Properties of the Thirty-Two Point Groups (MIT Press,
1966).

16. А. Пуле, Ж.-П. Матье. Колебательные спектры и сим-
метрия кристаллов (Мир, 1973).

17. Л.С. Маянц. Теория и расчет колебаний молекул (Изд.
АН СССР, 1960).

18. S. Herring. Character tables for two space groups.
J. Franklin Inst. 233, 525 (1942).

19. Д.С. Бальчук, М.М. Бiлий, В.П. Грищук, В.О. Губа-
нов, В.К. Кононов. Симетрiя коливальних мод, iнварi-
антнiсть енергетичних станiв до iнверсiї часу i комбi-

нацiйне розсiяння свiтла в кристалах 4H- та 6h-SiC. 1.
Класифiкацiя енергетичних станiв у зонах Бриллюена.
УФЖ 41, 146 (1996).

20. Г. Джонс. Теория зон Бриллюэна и электронные состо-
яния в кристаллах (Мир, 1968).

21. J.J. Sullivan. Lattice vibrations of wurtzite structure crys-
tals. J. Phys. Chem. Solids 25, 1039 (1964).

Одержано 25.05.23

A.P.Naumenko, V.O.Gubanov

SYMMETRY OF ENERGY STATES
IN 𝛼-LiIO3 CRYSTALS TAKING TIME-INVERSION
INVARIANCE INTO ACCOUNT

Using the theory of the projective representations of groups,

the non-degenerate representations of the wave vector groups

at points 𝛤 , Δ, and 𝐴 of the Brillouin zone for the 𝛼-LiIO3

crystal have been constructed, and their compatibility condi-

tions have been found. The energy states of the 𝛼-LiIO3 crys-

tal at those points are classified taking the time-inversion in-

variance into account, and their corresponding classification in

the large (Jones) zone is provided. Based on experimentally

measured first-order Raman spectra, the dispersion curves of

phonon branches in the 𝛤−𝐴 direction are plotted. Contri-

butions of overtones and components at points 𝛤 and 𝐴 to

experimentally recorded second-order Raman spectrum have

been discussed; their role in the second-order spectrum forma-

tion is associated with the considered features in the phonon

state density at those points and the vibrational states of other

critical points in the Brillouin zone. It has been concluded that

the application of the quasi-molecular approximation is valid,

when considering the lattice dynamics of 𝛼-LiIO3 crystals.

Ke yw o r d s: crystal lattice dynamics, Brillouin zone, Jones
zone, Raman spectroscopy, lithium iodate.
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