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Дослiджено вплив неоднорiдностi 𝑔-факторiв, коли вони є регулярнозмiнними з перiо-
дом два, на магнетокалоричний ефект у спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжку в поперечному магнi-
тному полi. За допомогою перетворення Йордана–Вiґнера задача зводиться до гамiль-
тонiана невзаємодiючих безспiнових фермiонiв i розв’язується точно. Проаналiзовано,
як змiнюються iзоентропи та польовi залежностi параметра Грюнайзена зi змiною
𝑔2/𝑔1. Основна увага придiляється низькотемпературнiй областi. Показано вiдмiнно-
стi магнетокалоричного ефекту у випадках, коли 𝑔-фактори мають однаковi та рiзнi
знаки, а також коли один iз 𝑔-факторiв дорiвнює нулю.
Ключ о в i с л о в а: одновимiрнi квантовi спiновi моделi, 𝑔-фактор, фермiонiзацiя Йор-
дана–Вiґнера, магнетокалоричний ефект, квантовий фазовий перехiд.

1. Вступ
1.1. Одновимiрнi системи
з регулярнозмiнними 𝑔-факторами
Серед магнiтних матерiалiв iснує цiлий ряд спо-
лук, якi можуть бути адекватно описаними на
основi спiнових ланцюжкiв iз регулярнозмiнними
𝑔-факторами. Зокрема, магнiтнi властивостi моле-
кулярного магнетика

[{CoII(Δ)CoII(Λ)}(ox)2(phen)2]𝑛

можна пояснити, використовуючи ланцюжок Iзi-
нґа з двома рiзними 𝑔-факторами на сусiднiх ву-
злах (𝑔1 = 2,5, 𝑔2 = 2,1) та двома рiзними обмiн-
ними взаємодiями [1]. У роботi [2] спiн-1 𝑔1 − 𝑔2
ланцюжками Гайзенберґа та Iзiнґа з антиферома-
гнiтними взаємодiями моделюється двопiдґратко-
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ва одновимiрна (1D) система

Ni2(EDTA)(H2O)4 · 2H2O.

Отримується добре узгодження мiж теорiєю й екс-
периментом при 𝑔2/𝑔1 = 1,1. Одновимiрний ком-
плексний оксид Sr3CuIrO6, який мiстить як 3𝑑
(Cu2+), так i 5𝑑 (Ir4+) магнiтнi йони, описує-
ться спiн-1/2 феромагнiтною моделлю Гайзенбер-
ґа з магнiтною анiзотропiєю типу легка вiсь (𝛾 =
= 𝐽𝑧/𝐽𝑥 = 𝐽𝑧/𝐽𝑦 ≈ 2,55) та регулярнозмiнним 𝑔-
фактором з перiодом два, причому йонам мiдi вiд-
повiдає спiн iз 𝑔 ≈ 2, а йонам iридiю – iзоспiн iз
𝑔 ≈ −3 [3, 4]. Зауважимо, що у перших двох згада-
них вище сполуках 𝑔-фактори на сусiднiх вузлах
мають однаковий знак, а у третiй – рiзнi.

Доцiльно також згадати про сполуки, якi опису-
ються дещо бiльш складними одновимiрними спi-
новими моделями. Так, гетеротриметалiчний коор-
динацiйний полiмер

[CuIIMnII(L1)][FeIII(bpb)(CN)2] · ClO4 · H2O

наближено можна розглядати (дивись працю [5])
як спiн-1/2 Iзiнґовий ланцюжок, вузли якого по-
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чергово займають iони залiза Fe3+ та марганцю
Mn2+ з додатковими йонами мiдi Cu2+, якi “пiд’-
єднанi збоку” до йонiв марганцю, обмiнна взає-
модiя мiж якими є анiзотропною Гайзенберґовою
(𝑋𝑋𝑍). Значення 𝑔-факторiв для Fe3+, Cu2+ та
Mn2+ покладались рiвними 2,4, 2,2 та 10 вiдповiд-
но. Те, що для йона марганцю 𝑔Mn = 10, пов’язано
iз тим, що у розглянутiй у роботi моделi всiм iо-
нам ставились у вiдповiднiсть спiни 𝑠 = 1/2 (для
спрощення задачi), тодi як для Mn2+ мало би бути
𝑠 = 5/2.

Iншим прикладом є нескiнченний полiмерний
ланцюжок [DyCuMoCu]∞, у якому мiж диспрозi-
єм та молiбденом є, так би мовити, взаємодiя на-
ступних пiсля найближчих сусiдiв [6]. Елементар-
на комiрка у цiй сполуцi мiстить чотири магнiтнi
йони з трьома рiзними значеннями 𝑔-фактора. При
цьому йони диспрозiю Dy3+ описуються Iзiнґови-
ми спiнами, а йони мiдi Cu2+ та молiбдену Mo5+ –
Гайзенберґовими. Оскiльки Iзiнґовi спiни є декоро-
ваними тримером Гайзенберґа [CuMoCu], то така
задача може бути розв’язаною точно.

Для пояснення певних експериментальних ре-
зультатiв для координацiйної сполуки бензоата
мiдi в роботах [7, 8] розглянули спiнову модель
iз знакозмiнною (для сусiднiх вузлiв) взаємодiєю
Дзялошинського-Морiя та 𝑔-тензором, певнi еле-
менти якого є також знакозмiнними. Цi знакозмiн-
ностi приводять до ефективної моделi, а саме мо-
делi Гайзенберґа зi знакозмiнним магнiтним полем
вздовж осi 𝑥 та однорiдним полем вздовж осi 𝑧 (що
еквiвалентно регулярнозмiнному 𝑔-фактору). По-
дiбну модель також застосовували у працi [9] для
моделювання спiн-1/2 антиферомагнiтного лан-
цюжка CuCl2 · 2[(CD3)2SO].

1.2. Перетворення Йордана–Вiґнера

Для дослiдження рiзноманiтних одно-, дво- та
тривимiрних спiнових систем широко застосову-
ються пiдходи та наближення, в яких викори-
стовуються рiзнi варiанти фермiонiзацiї Йордана–
Вiґнера (див. огляд [10]). Перевагою таких ме-
тодiв є те, що сильноскорельованi спiновi ста-
ни можна компактно описати мовою фермiонних
збуджень.

Уперше одновимiрне перетворення Йордана–
Вiґнера було реалiзовано бiльше нiж пiвстолiття
тому в роботi [11] для спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжка. В

результатi фермiонiзацiї задача звелася до гамiль-
тонiана невзаємодiючих безспiнових фермiонiв i
була розв’язаною точно.

Пiзнiше на основi такої одновимiрної фермiонi-
зацiї були отриманi як точнi, так i наближенi ре-
зультати для термодинамiчних та динамiчних ха-
рактеристик цiлого ряду одновимiрних моделей.

Наприклад, у роботах [12, 13] розв’язано точно
задачу одновимiрного спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка у
поперечному полi з двома рiзними 𝑔-фаторами (𝑔1
та 𝑔2) на сусiднiх вузлах. У [12], окрiм 𝑔-факторiв,
покладалися регулярнозмiнними з тим же перiо-
дом (два) i обмiннi взаємодiї. Автори обмежилися
лише розглядом термодинамiчних характеристик
i випадком, коли 𝑔1 та 𝑔2 мають однаковий знак.
У працi ж [13] дослiдження проводилось як для
𝑔1𝑔2 > 0, так i для 𝑔1𝑔2 ≤ 0. Основна увага зосере-
джувалась на аналiзi динамiчних характеристик,
а саме поперечних та поздовжнiх iнтенсивностей
поглинання (якi спостерiгаються у експериментах
з електронного спiнового резонансу (ЕСР)) та ди-
намiчних структурних факторiв (якi можуть бути
дослiдженi в експериментах з магнiтного розсiян-
ня нейтронiв). Вирази для усiх дослiджуваних ве-
личин були отриманi аналiтично, за винятком по-
здовжнього структурного фактора, для обчисле-
ння якого використовувався метод, розроблений
у [14, 15].

У роботi [16] розглядали одновимiрну спiн-1/2
анiзотропну 𝑋𝑌 модель у поперечному полi з ре-
гулярнозмiнними i 𝑔-факторами, i обмiнними вза-
ємодiями з тим самим (для обох мiкроскопiчних
параметрiв) довiльним перiодом.

Були отриманi точнi результати для ряду термо-
динамiчних характеристик, а також для 𝑧𝑧 парної
динамiчної кореляцiйної функцiї та 𝑧𝑧 динамiчної
сприйнятливостi.

Iз цiлого ряду робiт, в яких отримуються стро-
гi результати завдяки реалiзацiї одновимiрного пе-
ретворення Йордана–Вiґнера можна, наприклад,
згадати про тi, де в гамiльтонiанi окрiм двоспi-
нових взаємодiй наявнi й триспiновi (див., напри-
клад, [17–24]).

Зокрема працi [23, 24] були присвяченi дослi-
дженню одновимiрних магнетоелектрикiв, у яких
пов’язанiсть локалiзованих спiнiв (тобто магнi-
тних моментiв) iз електричною поляризованiстю
зв’язку, що з’єднує цi спiни, описується механiзмом
Кацури–Наґаоси–Балацького [25].
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Менчишином iз спiвавторами було показано [23],
що врахування додатково триспiнових взаємодiй
може привести до нетривiального магнетоелектри-
чного ефекту (iндукування електричної поляриза-
цiї магнiтним полем при нульовому електричному
полi i навпаки), який не реалiзується у 1D магне-
тоелектриках лише з парними обмiнами [26–28].

У роботi ж [24] триспiновi взаємодiї (𝑋𝑍𝑌 −
𝑌 𝑍𝑋 та 𝑋𝑍𝑋 + 𝑌 𝑍𝑌 ) виникли, так би мовити,
природно в результатi розгляду стацiонарного по-
току енергiї на основi методу множника Лагранжа
(див. [17, 29]) у одновимiрнiй спiн-1/2 iзотропнiй
𝑋𝑌 моделi магнетоелектрика лише з двоспiнови-
ми взаємодiями.

Також доцiльно видiлити окремо працю [20]. У
нiй був отриманий строгий результат для 𝑋𝑋 мо-
делi не тiльки з триспiновими взаємодiями (𝑋𝑍𝑌−
𝑌 𝑍𝑋), а й з однорiдною парною далекосяжною
взаємодiєю 𝑧 компонент спiна.

Далеко не усi 1D спiновi моделi в рамках пере-
творення Йордана–Вiґнера передбачають точний
розв’язок. Наприклад, для дослiдження анiзотро-
пного 𝑋𝑌 лiнiйного ланцюжка з однорiдною дале-
косяжною Iзiнґовою взаємодiєю у магнiтному по-
лi, напрямленому вздовж осi 𝑧 [30], аналогiчно як
i для одновимiрних анiзотропних 𝑋𝑋𝑍 та 𝑋𝑌 𝑍
моделей у поперечному полi [31, 32], було реалiзо-
ване наближення типу середнього поля для прямої
взаємодiї мiж фермiонами.

Певне наближення пiсля фермiонiзацiї потрiбно
також проводити для спiн-1/2 ромбовидного 𝑋𝑋
ланцюжка. Зокрема у роботi [33] знехтували фазо-
вими факторами, а у [34] застосовано наближення
Гартрi–Фока.

Якщо ж говорити про системи з вимiрнiстю,
бiльшою вiд 1D, то, наприклад, у роботi [35] було
реалiзовано одне iз узагальнень одновимiрного пе-
ретворення Йордана–Вiґнера на випадок спiн-1/2
моделi Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi (див. та-
кож [36, 37] та огляд [10]).

Перетворений гамiльтонiан вiдповiдає взаємодi-
ючим безспiновим фермiонам, якi перестрибують
мiж сусiднiми вузлами в згенерованому в цьому
пiдходi фiктивному калiбрувальному магнiтному
полi. Використовуючи наближення типу середньо-
го поля, як для прямої взаємодiї мiж фермiонами,
так i для фазових множникiв, якi вiдповiдають ка-
лiбрувальному полю, задача зводилась до вiльно-
го газу Фермi та вивчались властивостi основно-

го стану [35]. Пiзнiше цей метод адаптовували для
дослiдження iнших систем, зокрема для анiзотро-
пної та iзотропної 𝑋𝑌 моделi на прямокутнiй ґра-
тцi [38–40] та для фрустрованої моделi Гайзенбер-
ґа з взаємодiями найближчих та наступних пiсля
найближчих сусiдiв [41, 42]. Слiд зауважити, що у
згаданих роботах потiк вектора напруженостi фi-
ктивного магнiтного поля розглядався однаковим
для усiх прямокутних елементарних плакеток, в
той час як, наприклад, у працi [43] (див. також
[44]) вiн покладався залежним вiд намагнiченостi
лише одного iз вузлiв (скажiмо верхнього лiвого),
до якого “дотикається” дана плакетка.

1.3. Постановка задачi.
Магнетокалоричний ефект

Дана робота є продовженням розпочатого у [13]
дослiдження властивостей спiн-1/2 𝑔1− 𝑔2 однови-
мiрної 𝑋𝑋 моделi в поперечному полi, для якої,
як вже зазначалось вище, в рамках перетворення
Йордана–Вiґнера передбачаються точнi розв’язки.
Результати, отриманi для такої спрощеної задачi,
можуть виявитися корисними для пояснення пев-
них властивостей систем, якi описуються Гайзен-
берґiвським ланцюжком з рiзними 𝑔-факторами на
сусiднiх вузлах.

Так, у [13] було встановлено, що логарифмiчнi
сингулярностi у кривiй намагнiчення та статичнiй
сприйнятливостi при нульовому полi, до якої при-
водить перiодичнiсть 𝑔-фактора у реальних магне-
тиках, є наслiдком несподiваного ефекту, коли пiд-
ґратка з меншим 𝑔-фактором починає впорядкову-
ватися в бiк, протилежний до поля внаслiдок кван-
тової взаємодiї мiж спiнами. Згодом енергiя цих
магнiтних iонiв у полi переважає i всi магнiтнi мо-
менти повертаються в напрямку магнiтного поля.

У цiй же роботi [13] були розрахованi також ди-
намiчнi характеристики, якi дозволяють виявити
неоднорiднiсть 𝑔-факторiв в експериментах з ма-
гнiтного розсiяння нейтронiв та електронного спi-
нового резонансу.

Зокрема, для конфiгурацiї ЕСР Фойгта модель
однорiдних 𝑔-факторiв (𝑔1 = 𝑔2) не демонструє жо-
дного вiдгуку. У випадку ж рiзних 𝑔1 i 𝑔2 було вста-
новлено, що вiдповiдна iнтенсивнiсть поглинання
може бути ненульовою, причому при достатньо ве-
ликих частотах вона має сингулярнiсть ван Хова.
Для конфiгурацiї ЕСР Фарадея спектр поглинан-
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ня з вiдхиленням вiд однорiдного випадку демон-
струє подвоєння резонансної лiнiї.

Базуючись на результатах, отриманих у [13], тут
буде проведено вивчення магнетокалоричного ефе-
кту (МКЕ) як при 𝑔1𝑔2 > 0, так i при 𝑔1𝑔2 ≤
≤ 0. Зокрема розрахуємо та проаналiзуємо такi ва-
жливi характеристики цього ефекту як iзоентропи
(див., наприклад, [27, 45–47]), а також iнтенсивно-
стi адiабатичного охолодження (див., наприклад,
[22, 46, 47]). Буде показано, як змiнюються вище-
згаданi величини з вiдхиленням вiд однорiдного
випадку, а також як вони вiдрiзнятимуться при
𝑔1𝑔2 > 0, 𝑔2 = 0 та 𝑔1𝑔2 < 0.

Треба сказати, що МКЕ, а саме змiна темпера-
тури магнiтного матерiалу при змiнi зовнiшнього
магнiтного поля, є вiдомим ще з кiнця XIX сто-
лiття [48].

Успiшний експеримент iз адiабатичного розма-
гнiчування, який базується на застосуваннi МКЕ,
був проведений вперше у 1993 роцi [49] i зараз по-
дiбнi за своїм принципом методи є стандартними
для отримання низьких та наднизьких температур
(див. [50–52]).

На даний час МКЕ придiляється значна увага
також i у зв’язку iз можливiстю створення при-
ладiв охолодження, якi працюватимуть, зокрема,
при кiмнатнiй температурi [53, 54].

Ще однiєю важливою властивiстю магнiтокало-
ричного ефекту є його, так би мовити, реакцiя
[55,56] на наявнiсть квантового фазового переходу
(близькiсть до квантової критичної точки позна-
чається на МКЕ у низькотемпературнiй областi).

З огляду на задачу, яка розглядається нами, до-
цiльно також згадати, що на сьогоднi iснує цiлий
ряд робiт, в яких проводилося дослiдження ма-
гнетокалоричного ефекту у спiнових системах (як
одновимiрних [22, 27, 45, 46, 57–62], так i двовимiр-
них [63–65]) на основi отриманих для них строгих
результатiв у рамках рiзних пiдходiв.

Зокрема у [22] використовуючи одновимiрне
перетворення Йордана–Вiґнера вивчався МКЕ у
спiн-1/2 𝑋𝑋 1D моделi з триспiновими взаємодiя-
ми типу 𝑋𝑍𝑋 + 𝑌 𝑍𝑌 та 𝑋𝑍𝑌 − 𝑌 𝑍𝑋. У працях
[45] та [27] аналiзувались iзоентропи для спiн-(1/2,
𝑠) ромбiчного ланцюжка Iзiнґа–Гайзенберґа, за-
стосовуючи декорацiйно-iтерацiйне перетворення,
та для спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка магнетоелектрика
з зиґзаґ геометрiєю в рамках методу фермiонiзацiї
вiдповiдно. У [46] для спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 одновимiрної

моделi, застосовуючи технiку трансфер-матриць,
та у [62] для спiн-(1/2, 1) декорованої драбинки
Iзiнґа-Гайзенберґа з пилкоподiбними жердинами
для опису МКЕ будувались окрiм iзоентроп також
i магнiтнi параметри Грюнайзена.

2. Термодинамiчнi
характеристики квантових спiнових
ланцюжкiв iз регулярнозмiнними
𝑔-факторами

Будемо розглядати спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжок у попе-
речному (орiєнтованому вздовж осi 𝑧) магнiтному
полi у випадку, коли 𝑔-фактор є регулярнозмiнним
iз перiодом два. Гамiльтонiан моделi має вигляд:

𝐻 =

𝑁
2∑︁

𝑙=1

[︁
− 𝑔1ℎ𝑠

𝑧
2𝑙−1 − 𝑔2ℎ𝑠

𝑧
2𝑙 +

+𝐽
(︀
𝑠𝑥2𝑙−1𝑠

𝑥
2𝑙 + 𝑠𝑦2𝑙−1𝑠

𝑦
2𝑙 + 𝑠𝑥2𝑙𝑠

𝑥
2𝑙+1 + 𝑠𝑦2𝑙𝑠

𝑦
2𝑙+1

)︀]︁
. (1)

Тут 𝑁 – число спiнiв у ланцюжку, 𝐽 – обмiнна вза-
ємодiя, ℎ – зовнiшнє магнiтне поле (ℎ = 𝜇B𝐵, де
𝜇B ≈ 0,67171 K

Тл – магнетон Бора, а розмiрностi
полiв ℎ та 𝐵 є кельвiн та тесла вiдповiдно). На-
далi без втрати всеохопностi накладемо граничнi
перiодичнi умови та приймемо, що 𝑁 є парним.

В рамках одновимiрного перетворення Йорда-
на–Вiґнера [11] задача зводиться до гамiльтонiана
невзаємодiючих безспiнових фермiонiв. У iмпуль-
сному просторi матимемо [13]:

𝐻 =
∑︁

−𝜋≤𝜅<𝜋

Λ𝜅

(︂
𝛼†
𝜅𝛼𝜅 − 1

2

)︂
,

Λ𝜅 = −𝑔+ℎ+ sgn(𝐽 cos𝜅)
√︁

𝐽2 cos2 𝜅+ 𝑔2−ℎ
2, (2)

𝑔± =
𝑔1 ± 𝑔2

2
,

де 𝛼†
𝜅 та 𝛼𝜅 є операторами народження i знище-

ння фермiона з квазiiмпульсом 𝜅 = 2𝜋𝑙/𝑁 (𝑙 =
= −𝑁/2, ..., 𝑁/2− 1), а Λ𝜅 – спектр елементарних
збуджень.

Як вже було сказано вище, для задачi (2) тер-
модинамiчнi та поперечнi динамiчнi характеристи-
ки отримуються аналiтично, причому точно, в той
час, як для розрахунку поздовжнiх динамiчних
властивостей необхiдно застосовувати числовi ме-
тоди (див. [13]).
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З точки зору дослiджень, якi проводяться у да-
нiй роботi, важливо нагадати, що при 𝑔1𝑔2 > 0 у
основному станi зi змiною магнiтного поля вiдбу-
ваються фазовi переходи з фази безщiлинної спi-
нової рiдини у фазу з насиченою намагнiченiстю
при ℎ = ℎ𝑠, де ℎ𝑠 = ±|𝐽 |/√𝑔1𝑔2 є полями насичен-
ня [12, 13]. А от при 𝑔1𝑔2 ≤ 0 система при нульовiй
температурi не терпить зi змiною ℎ жодного кван-
тового фазового переходу [13] i перебуває у фазi, у
якiй рiвень Фермi знаходиться у забороненiй зонi
мiж двома гiлками спектра, причому ⟨𝑠𝑧1⟩ = −⟨𝑠𝑧2⟩
(⟨𝑠𝑧1⟩ та ⟨𝑠𝑧2⟩ – середнi значення 𝑧-компоненти спi-
на двох пiдґраток). Слiд вiдзначити, що намагнi-
ченiсть у задачi з регулярнозмiнними факторами
𝑔1 та 𝑔2, очевидно, є такою: 𝑚 = 1

2 (𝑔1⟨𝑠
𝑧
1⟩+ 𝑔2⟨𝑠𝑧2⟩).

У термодинамiчнiй границi на основi (2) легко
отримати вiльну енергiю з розрахунку на одну ча-
стинку [13]:

𝑓(𝑇, ℎ) = −𝑇 lnTr e−𝐻/𝑇 =

= − 𝑇

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝜅 ln

(︂
2 cosh

Λ𝜅

2𝑇

)︂
(3)

(ми поклали 𝑘B = 1). А на основi (3) можемо одер-
жати iншi термодинамiчнi величини, зокрема на-
магнiченiсть, ентропiю та теплоємнiсть (усi з роз-
рахунку на частинку):

𝑚(𝑇, ℎ) = −𝜕𝑓(𝑇, ℎ)

𝜕ℎ
=

1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝜅 tanh

(︂
Λ𝜅

2𝑇

)︂
×

×

⎡⎣ sgn(𝐽 cos𝜅)𝑔2−ℎ√︁
𝐽2 cos2 𝜅+ 𝑔2−ℎ

2
− 𝑔+

⎤⎦, (4)

𝑆 = −𝜕𝑓(𝑇, ℎ)

𝜕𝑇
=

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝜅

[︂
ln

(︂
2 cosh

Λ𝜅

2𝑇

)︂
− Λ𝜅

2𝑇
tanh

Λ𝜅

2𝑇

]︂
, (5)

𝑐(𝑇, ℎ) = 𝑇
𝜕𝑆(𝑇, ℎ)

𝜕𝑇
=

=
1

8𝜋𝑇 2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝜅

[︂
Λ𝜅/ cosh

Λ𝜅

2𝑇

]︂2
. (6)

Приведемо тут також вираз для частинної похiдної
𝜕𝑚(𝑇,ℎ)

𝜕𝑇 :

𝜕𝑚(𝑇, ℎ)

𝜕𝑇
= − 1

8𝜋𝑇 2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝜅Λ𝜅 cosh
−2

(︂
Λ𝜅

2𝑇

)︂
×

×

⎡⎣ sgn(𝐽 cos𝜅)𝑔2−ℎ√︁
𝐽2 cos2 𝜅+ 𝑔2−ℎ

2
− 𝑔+

⎤⎦. (7)

Таким чином ми маємо в явному виглядi всi не-
обхiднi вирази для розрахунку деяких важливих
характеристик магнетокалоричного ефекту: iзоен-
троп, а також iнтенсивностi адiабатичного охоло-
дження

(︀
𝜕𝑇
𝜕ℎ

)︀
𝑆
, або ж параметра Грюнайзена

Γℎ =
1

𝑇

(︂
𝜕𝑇

𝜕ℎ

)︂
𝑆

= − 1

𝑐(𝑇, ℎ)

𝜕𝑚(𝑇, ℎ)

𝜕𝑇

(див., наприклад, роботи [22, 27, 46, 47, 66–69]).

3. Результати числових розрахункiв

Зупинимося тепер коротко на результатах число-
вих розрахункiв. Надалi без втрати всеохопностi
покладемо 𝑔1 = 1, 𝐽 = 1. Також обмежимося та-
кими значеннями 𝑔2: 𝑔2 ∈ [−1, 1].

Магнетокалоричний ефект в однорiднiй системi
(𝑔1 = 𝑔2) достатньо детально вивчений у роботi
[22]. Тут ми дослiдимо вплив неоднорiдностi спо-
чатку на адiабатичну змiну температури зi змiною
магнiтного поля, а потiм на iнтенсивностi адiаба-
тичного охолодження.

Як було сказано вище, при 𝑔2 > 0 у основно-
му станi вiдбуваються квантовi фазовi переходи
при ℎ = ℎ𝑠. Це проявляється у магнетокалори-
чному ефектi у низькотемпературнiй областi (див.
рис. 1): iзоентропи мають достатньо рiзкi нахили
поблизу цих критичних магнiтних полiв (мають
мiсце явно вираженi мiнiмуми в адiабатичних за-
лежностях температури вiд ℎ). При 𝑔2 ≤ 0 система
в основному станi зi змiною магнiтного поля вже
не терпить жодного фазового переходу (насичення
досягається лише при ℎ → ∞). Тому в iзоентропах
при малих 𝑆 (див. рис. 2) вже немає вищезгаданих
мiнiмумiв, пов’язаних iз квантовими фазовими пе-
реходами (як це було при додатних 𝑔2).

Проаналiзуємо бiльш детально, як впливає нео-
днорiднiсть на адiабатичну змiну температури зi
змiною магнiтного поля, що особливо проявляє-
ться при низьких температурах. На рис. 1, 2 пред-
ставленi градiєнтнi зображення ентропiї як фун-
кцiї магнiтного поля та температури при рiзних
значеннях параметра 𝑔2. Лiнiї з постiйною ентро-
пiєю вiдповiдають таким її значенням: 𝑆 = 0,01,
0,03 (бiлi кривi); 0,05, 0,1, 0,15 (свiтло-сiрi кривi);
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a b c d
Рис. 1. Градiєнтнi зображення ентропiї як функцiї магнiтного поля та температури при 𝑔2 = 1 (a), 0,5 (b), 0,25 (c) та
0,1 (d). Лiнiї з постiйною ентропiєю вiдповiдають таким її значенням: 𝑆 = 0,01, 0,03 (бiлi кривi); 0,05, 0,1, 0,15 (свiтло-сiрi
кривi); 0,2, 0,3, 0,4 (темно-сiрi кривi); 0,5, 0,6 (чорнi кривi). Квантовi фазовi переходи вiдбуваються при ℎ𝑠 = 1, 1,414, 2
та 3,162 для 𝑔2 = 1, 0,5, 0,25 та 0,1 вiдповiдно

a b c d
Рис. 2. Градiєнтнi зображення ентропiї як функцiї магнiтного поля та температури при 𝑔2 = 0 (a), −0,05 (b), −0,125

(c) та −0,5 (d). Лiнiї з постiйною ентропiєю вiдповiдають таким її значенням: 𝑆 = 0,01, 0,03 (бiлi кривi); 0,05, 0,1, 0,15
(свiтло-сiрi кривi); 0,2, 0,3, 0,4 (темно-сiрi кривi); 0,5, 0,6 (чорнi кривi)

0,2, 0,3, 0,4 (темно-сiрi кривi); 0,5, 0,6 (чорнi кривi).
“Рухаючись” по iзоентропi маємо адiабатичну змi-
ну температури зi змiною магнiтного поля. З на-
ведених рисункiв можна бачити основний аспект
змiни магнетокалоричного ефекту зi змiною фа-
ктора 𝑔2. Зауважимо, що оскiльки ентропiя є пар-
ною функцiєю магнiтного поля, то у своєму аналiзi
обмежимося лише додатними значеннями ℎ. При
цьому зрозумiло, що при ℎ = 0 iзоетропи мають
екстремуми.

Розглянемо спочатку випадок 𝑔2 > 0 (рис. 1).
При 𝑔2 = 1 iзоентропи, побудованi для малих 𝑆
(𝑆 = 0,01,...,0,3), мають по одному максимуму та
мiнiмуму при ℎ = 0 та при значеннi поля вiдносно

близькому до ℎ𝑠 вiдповiдно. Чим меншою є ентро-
пiя, тим ця близькiсть до ℎ𝑠 є бiльшою.

При 𝑔2 ∈]0, 1[ iзоентропи для малих значень 𝑆
мають мiнiмуми при ℎ = 0 (на вiдмiну вiд макси-
мумiв у однорiдному випадку) та при ℎ близькому
до ℎ𝑠 (аналогiчно, як у випадку 𝑔2 = 1). Окрiм
того може бути ще по одному мiнiмуму мiж згада-
ними вище. Цей додатковий мiнiмум на iзоентропi
й, вiдповiдно, два максимуми появляються лише
при достатньо малих 𝑆, причому, чим меншим є
𝑔2, тим бiльшою є ця ентропiя, при якiй мають мi-
сце додатковi екстремуми. Так, iз рис. 1 видно, що
при 𝑔2 = 0,5 та 0,25 такi три додатковi екстремуми
має лише лiнiя з постiйною ентропiєю 𝑆 = 0,01, а
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Рис. 3. Iзоентропи у випадку 𝑔2 = 0, побудованi для рiзних
значень ентропiї: 𝑆 = 0,05, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4

при 𝑔2 = 0,1 їх мають iзоентропи, побудованi як
для 𝑆 = 0,01, так i для 𝑆 = 0,03.

Для дещо вищих значень ентропiї на лiнiях, якi
вiдповiдають її постiйному значенню, мiж мiнiму-
мами при ℎ = 0 та тими, якi пов’язанi iз квантовим
фазовим переходом є лише по одному максимуму
(див. результати при 𝑔2 = 0,5 для 𝑆 = 0,03, ..., 0, 15;
при 𝑔2 = 0,25 для 𝑆 = 0,03, ..., 0,3; при 𝑔2 = 0,1 для
𝑆 = 0,05, ..., 0,3).

Тобто, наприклад, при 𝑔2 = 0,25 та 𝑆 = 0,01
зi збiльшенням абсолютного значення магнiтного
поля в системi вiдбуваються послiдовно такi адi-
абатичнi процеси: нагрiвання, рiзке охолодження,
повiльне нагрiвання, охолодження (швидкiсть яко-
го зростає iз наближенням до |ℎ𝑠|) i потiм до-
сить швидке нагрiвання. А при тому ж 𝑔2 = 0,25,
але для 𝑆 = 0,03 можемо спостерiгати вiдповiдно:
нагрiвання, потiм охолодження (причому досить
швидке як при малих |ℎ|, так i при полях близь-
ких до |ℎ𝑠|) i врештi швидке нагрiвання.

Тепер зупинимося на випадку 𝑔2 ≤ 0 (рис. 2).
При 𝑔2 = 0 та −0,05 iзоентропи, побудованi для
малих 𝑆, є немонотонними функцiями магнiтного
поля, у яких наявнi по два мiнiмуми (один iз яких
при ℎ = 0) та по одному максимуму. Якщо при
𝑔2 = 0 вони є такими для 𝑆 = 0,01, ..., 0,3 (див.
також рис. 3), то при 𝑔2 = −0,05 вже лише iзо-
ентропи для 𝑆 = 0,01, ..., 0,2 мають по три таких
екстремуми, в той час, як для 𝑆 = 0,3 залишається

лише один мiнiмум при ℎ = 0. Цiкавим є те, що при
𝑔2 = 0 для лiнiй з постiйною ентропiєю точки мiнi-
мумiв при ℎ ̸= 0 є також i точками зламiв. Бiльше
того, пiсля точок цих зламiв iзоентропи, що вiдпо-
вiдають рiзним значенням ентропiї, накладаються
(див. рис. 3).

При 𝑔2 = −0,125 та −0,5 iзоентропи, побудова-
нi для малих 𝑆, вже мають лише по одному мi-
нiмуму при ℎ = 0 (див. рис. 2). I якщо у випад-
ку 𝑔2 = −0,125 на лiнiях з постiйною ентропiєю
для 𝑆 = 0,01, ..., 0,2 можна бачити чiткi перегини
при малих значеннях ℎ (свого роду “залишки” екс-
тремумiв при бiльших 𝑔2; порiвняй випадки 𝑔2 =
= −0,05 та −0,125), то при 𝑔2 = −0,5 таких пере-
гинiв немає.

Проаналiзуємо тепер, як змiнюються польовi за-
лежностi iнтенсивностi адiабатичного охолоджен-
ня (𝜕𝑇𝜕ℎ )𝑆 (або ж параметр Грюнайзена Γℎ) зi змi-
ною 𝑔2 та температури (див. рис. 4–6). Оскiльки
Γℎ(ℎ) є непарною функцiєю магнiтного поля, то
обмежимося у своєму дослiдженнi додатними ℎ.

Вiдомо, що у системах, в яких мають мiсце кван-
товi фазовi переходи, у випадку низьких темпера-
тур Γℎ(ℎ) змiнює знак при ℎ близькому до крити-
чного поля (див. роботу [22] i посилання у нiй).
Зрозумiло, що чим нижчою є 𝑇 , тим поле, при
якому вiдбувається вищезгадана змiна знака, бу-
де ближчим до ℎ𝑠.

Це можна бачити з приведених рисункiв для
𝑔2 = 1, 0,9, 0,5, 0,1 та 0,03. При достатньо ж висо-
ких температурах Γℎ(ℎ) як для 𝑔2 > 0, так i для
𝑔2 < 0 вже не змiнює свого знака та є додатним на
всьому промiжку ℎ ∈]0,∞[.

Нагадаємо, що у однорiдному випадку при низь-
ких температурах (𝑇 = 0,01, 0,05 та 0,1) параметр
Грюнайзена як функцiя магнiтного поля має по
одному мiмiмуму та по одному максимуму, а при
високих (𝑇 = 0,5) – лише максимум. Притому при
малих 𝑇 параметр Γℎ(ℎ) перетинає вiсь абсцис при
ℎ > 0 лише один раз.

Невелике вiдхилення вiд однорiдностi (випадок
𝑔2 = 0,9) приводить до появи додаткових екс-
тремумiв при низьких температурах: трьох при
𝑇 = 0,001 та 0,01, або одного при 𝑇 = 0,02. Тобто
при 𝑇 = 0,001 та 0,01 польова залежнiсть параме-
тра Грюнайзена має три максимуми i два мiнiму-
ми, а при 𝑇 = 0,02 – два максимуми i один мiнi-
мум. Бiльше того, при 𝑇 = 0,001 наявнi аж три
додатковi точки, де Γℎ(ℎ) змiнює свiй знак. При
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Рис. 4. Польовi залежностi iнтенсивностi адiабатичного охолодження (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ при
𝑔2 = 1, 0,9, 0,5 та 0,1 i рiзних значеннях температури. Перетини вертикальних та горизон-
тальних штрихованих прямих на вкладених рисунках вiдповiдають точкам, в яких Γℎ при 𝑇

близькому до нуля змiнює знак, що пов’язано з квантовими фазовими переходами (ℎ𝑠 = 1,
1,054, 1,414 та 3,162 для 𝑔2 = 1, 0,9, 0,5 та 0,1 вiдповiдно)

температурах ж 𝑇 = 0,01 та 0,02 маємо по однiй
такiй додатковiй точцi. Слiд зауважити, що цi до-
датковi точки, у якiй Γℎ(ℎ) дорiвнює нулю (при
менших ℎ), не є пов’язаними з жодним квантовим
фазовим переходом. Водночас якраз остання змiна
знака параметра Грюнайзена зi збiльшенням ма-
гнiтного поля (вiдповiдно четверта для 𝑇 = 0,001 i
друга для 𝑇 = 0,01 та 0,02) при ℎ достатньо близь-
ких до ℎ𝑠 i свiдчить про наявнiсть фазового пере-
ходу в основному станi (подiбно, як i для iнших

значень 𝑔2 ∈]0, 1[). При 𝑇 = 0,05 та 0,1 параметр
Γℎ(ℎ) вже має лише по два екстремуми та змiнює
знак на промiжку ℎ ∈]0,∞[ лише один раз (ана-
логiчно, як для 𝑔2 = 1 при 𝑇 = 0,01, 0,05 та 0,1).
Зрозумiло, що ця змiна знака також пов’язана з
наявнiстю квантового фазового переходу.

Випадок 𝑔2 = 0,5 є дещо складнiшим вiд розгля-
нутого вище. При 𝑇 = 0,01 та 0,05 є три додатковi
екстемуми, при 𝑇 = 0,1 та 0,27 – один, а при про-
мiжнiй температурi 𝑇 = 0,2 немає жодного (тобто
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Рис. 5. Польовi залежностi iнтенсивностi адiабатичного охолодження (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ при
𝑔2 = 0,03 та 0 i рiзних значеннях температури. Перетини вертикальної та горизонтальної штри-
хованих прямих на нижньому вкладеному рисунку на лiвiй панелi вiдповiдає точцi, в якiй Γℎ

при 𝑇 близькому до нуля змiнює знак, що пов’язано з квантовим фазовим переходом (ℎ𝑠 = 5,773

для 𝑔2 = 0,03)

при 𝑇 = 0,2 параметр Γℎ(ℎ) має лише по одному
мiнiмуму та максимуму, аналогiчно, як для 𝑔2 = 1
при низьких температурах, а також для 𝑔2 = 0,9
при 𝑇 = 0,05 та 0,1). Таким чином видно, що основ-
ною вiдмiннiстю мiж випадками 𝑔2 = 0,5 та 0,9 є
те, що для 𝑔2 = 0,9 з ростом температури кiлькiсть
екстремумiв Γℎ(ℎ) може лише зменшуватись, тим
часом як для 𝑔2 = 0,5 вона може також один раз i
збiльшитись (з двох до трьох). Тепер коротко що-
до кiлькостi точок, у яких параметр Грюнайзена
змiнює знак. При 𝑇 = 0,01 для 𝑔2 = 0,5 наявнi три
додатковi точки, де Γℎ(ℎ) = 0 (разом iз точкою,
близькою до ℎ𝑠, їх при ℎ > 0 є чотири).

При температурах ж 𝑇 = 0,05, 0,1 та 0,27 пара-
метр Γℎ(ℎ) перетинає вiсь абсцис при ℎ > 0 двiчi,
в той час як при 𝑇 = 0,2 – лише один раз.

З точки зору змiни кiлькостi екстремумiв у по-
льових залежностях Γℎ з пiдвищенням температу-
ри випадки 𝑔2 = 0,1 та 0,03 є дещо подiбними до
випадку 𝑔2 = 0,9. Так, для 𝑔2 = 0,1 при 𝑇 = 0,01
та 0,05, а також для 𝑔2 = 0,03 при 𝑇 = 0,01 па-
раметр Грюнайзена має три максимуми та два мi-
нiмуми (аналогiчно, як для 𝑔2 = 0,9, 𝑇 = 0,01).
Для 𝑔2 = 0,1 при 𝑇 = 0,1, 0,2, 0,3 та 0,5, а також
для 𝑔2 = 0,03 при 𝑇 = 0,05, 0,1, 0,2, 0,3 та 0,5 вiн
має два максимуми та один мiнiмум (так, як для
𝑔2 = 0,9, 𝑇 = 0,02).

Проте у розглянутих випадках з сильним вiдхи-
ленням вiд однорiдностi (𝑔2 = 0,1 та 0,03), на вiд-
мiну вiд випадкiв, близьких до однорiдного (𝑔2 =
= 0,9) та однорiдного, не iснує температури, коли
Γℎ(ℎ) має при додатних полях по одному мiнiмуму
та максимуму. Тобто “перехiд” вiд кривої Γℎ(ℎ) з
кiлькома екстремумами до кривої з одним макси-
мумом вiдбувається при 𝑔2 = 0,1 та 0,03 iнакше,
анiж при 𝑔2 = 1 та 0,9. У випадках з сильним вiд-
хиленням вiд однорiдностi другий та третiй екс-
тремуми (при вищих ℎ) зi збiльшенням темпера-
тури, так би мовити, “зливаються” i зникають. А у
випадках iз слабким вiдхиленням вiд однорiдностi
та однорiдному перший екстремум з пiдвищенням
𝑇 стає менш вираженим, наближається до початку
координат i врештi зникає.

Слiд також сказати, що короткий опис поведiн-
ки перших двох екстремумiв (максимуму та мiнi-
муму при малих ℎ) у польових залежностях iн-
тенсивностi адiабатичного охолодження зi збiль-
шенням температури буде зроблений пiзнiше, коли
аналiзуватимемо випадок 𝑔2 = 0.

Якщо розглядати змiну кiлькостi точок, де
Γℎ(ℎ) = 0, то з рис. 4 та лiвої панелi на рис. 5
видно, що для 𝑔2 = 0,1 та 0,03 ситуацiї дещо вiд-
рiзняються мiж собою, а також дечим подiбнi, а в
дечому вiдмiннi вiд тих, якi є для випадкiв 𝑔2 = 0,9
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та 0,5. Так, для 𝑔2 = 0,1 та 0,03 при 𝑇 = 0,01
параметр Γℎ(ℎ), маючи п’ять екстремумiв, змiнює
знак при ℎ > 0 чотири рази (як це є для 𝑔2 = 0,9
при 𝑇 = 0,001 та для 𝑔2 = 0,5 при 𝑇 = 0,01).
Для 𝑔2 = 0,1 при 𝑇 = 0,05 та для 𝑔2 = 0,03 при
𝑇 = 0,02 Γℎ(ℎ) також з п’ятьма екстремумами пе-
ретинає вiсь абсцис на промiжку ℎ ∈]0,∞[ уже ли-
ше двiчi (аналогiчно, як для 𝑔2 = 0,9 при 𝑇 = 0,01
та для 𝑔2 = 0,5 при 𝑇 = 0,05). Для 𝑔2 = 0,1 при
𝑇 = 0,1, 0,2 та 0,3, а також для 𝑔2 = 0,03 при
𝑇 = 0,05, 0,1, 0,2 та 0,3 параметр Грюнайзена, ма-
ючи три екстремуми, змiнює знак два рази (як це
є для 𝑔2 = 0,9 при 𝑇 = 0,02 та для 𝑔2 = 0,5 при
𝑇 = 0,1, 0,27). А от у випадках 𝑔2 = 0,1 та 0,03 при
𝑇 = 0,5 Γℎ(ℎ), будучи немонотонною функцiєю з
трьома екстремумами, є додатним на всьому про-
мiжку ℎ > 0 (подiбної поведiнки параметра Грю-
найзена немає нi для 𝑔2 = 0,9, нi для 𝑔2 = 0,5).
З iншого боку, у випадках з сильним вiдхиленням
вiд однорiдностi (𝑔2 = 0,1 та 0,03) немає темпе-
ратури, при якiй Γℎ(ℎ) змiнює знак при ℎ > 0
один раз, що можна спостерiгати при певних 𝑇
для 𝑔2 = 1, 0,9 та 0,5. I наостанок, при низьких
температурах (𝑇 = 0,01) останнi два екстремуми
(мiж якими знаходиться точка Γℎ(ℎ) = 0, пов’яза-
на з квантовим фазовим переходом) для 𝑔2 = 0,03
є значно менш “вираженими”, анiж два першi, що
не скажеш для випадку 𝑔2 = 0,1. Для 𝑔2 = 0,9
та 0,5 при 𝑇 = 0,01 якраз цi останнi два екс-
тремуми значно бiльш “вираженi” у порiвняннi з
двома першими.

Пiдсумуємо коротко результати для iнтенсивно-
стi адiабатичного охолодження (𝜕𝑇𝜕ℎ )𝑆 , або ж пов’я-
заного з ним параметра Грюнайзена Γℎ у випадку
𝑔2 > 0 (рис. 4 та лiва панель на рис. 5), коли в
системi при 𝑇 → 0 має мiсце квантовий фазовий
перехiд [13]. Iз проведеного вище аналiзу видно, що
змiна поведiнки як одної, так i другої зi згаданих
вище характеристик як функцiї магнiтного поля
зi збiльшенням температури є рiзною для рiзних
випадкiв – однорiдного, близького до однорiдно-
го, випадку малого додатного 𝑔2, а також промi-
жному мiж двома останнiми (промiжний випадок
мiж сильним та слабким вiдхиленням вiд однорi-
дностi). Однак слiд зауважити, що при дуже вели-
ких полях ситуацiя є однозначною: обидвi функцiї
для будь-яких додатних 𝑔2 та скiнченних темпера-
тур є спадними, причому при ℎ → ∞ їх значення
прямують до нуля.

Розглянемо тепер, як змiнюються польовi зале-
жностi iнтенсивностi адiабатичного охолодження
(або ж параметр Грюнайзена) зi змiною 𝑔2 та тем-
ператури у випадку 𝑔2 ≤ 0 (див. праву панель на
рис. 5 та рис. 6).

Оскiльки для таких 𝑔2 в основному станi вже
немає фазових переходiв зi змiною магнiтного по-
ля, то, природно, вже немає i вiдповiдної точки,
де вiдбувається змiна знака Γℎ(ℎ), i яка пов’яза-
на iз квантовим фазовим переходом (як це було
при 𝑔2, бiльшому вiд нуля). Водночас при 𝑔2 ≤ 0
також вiдсутнi й вiдповiднi екстремуми (мiнiмум i
максимум), мiж якими у випадку 𝑔2 > 0 та низь-
ких температур знаходилась згадана вище точка
Γℎ(ℎ) = 0 (при полях, близьких до ℎ𝑠).

Спочатку зупинимося на результатах для 𝑔2 = 0,
якi вiдмiннi вiд результатiв як для 𝑔2 > 0, так
i для 𝑔2 < 0. У цьому (𝑔2 = 0) випадку па-
раметр Грюнайзена при скiнченних температурах
має по одному максимуму та мiнiмуму i перети-
нає вiсь абсцис при ℎ > 0 один раз. Тобто при
великих полях Γℎ(ℎ) є зростаючою функцiєю при
будь-яких скiнченних 𝑇 (на вiдмiну вiд випадкiв
𝑔2 ̸= 0), причому limℎ→∞ Γℎ(ℎ) = 0. Слiд ще за-
уважити, що зi збiльшенням температури макси-
мальне значення у польовiй залежностi iнтенсив-
ностi адiабатичного охолодження змiщується в на-
прямку бiльших ℎ. Притому при малих темпера-
турах iз її ростом це максимальне значення несут-
тєво зменшується, а при великих 𝑇 – досить рiзко
збiльшується.

Подiбна ситуацiя спостерiгається також для пер-
ших максимумiв (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ(ℎ) й у випадках
вiд’ємних та невеликих додатних значень 𝑔2.

Мiнiмальне ж значення в польовiй залежностi
iнтенсивностi адiабатичного охолодження з ростом
температури мiняється при великих 𝑇 порiвня-
но досить слабо, а от його змiщення у напрям-
ку бiльших полiв вiдбувається швидше, анiж для
максимумiв.

При цьому при достатньо низьких та високих
температурах iз її зростанням абсолютне значення
мiнiмуму (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ(ℎ) зменшується, а при
промiжних 𝑇 – збiльшується.

Дещо подiбну поведiнку демонструють також
першi мiнiмуми й у випадках невеликих за моду-
лем значень 𝑔2 [як додатних (𝑔2 = 0,1, 0,03), так
i вiд’ємних (𝑔2 = −0,01)]: iз пiдвищенням темпе-
ратури цей перший мiнiмум (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ(ℎ)
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Рис. 6. Польовi залежностi iнтенсивностi адiабатичного охолодження (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆 = 𝑇Γℎ при
𝑔2 = −0,01, −0,1, −0,2 та −0,5 i рiзних значеннях температури

спочатку незначно “пiднiмається”, потiм “опускає-
ться” i врештi знову починає “пiднiматися”.

Наприклад, при 𝑔2 = 0,1 перший мiнiмум для
𝑇 = 0,1 знаходиться вище, анiж для 𝑇 = 0,01 та
𝑇 = 0,2, але нижче, анiж для 𝑇 = 0,3.

Для 𝑔2 = −0,01 та −0,1 при не дуже високих
температурах параметр Грюнайзена має три екс-
тремуми. Притому при нижчих 𝑇 вiн перетинає
вiсь абсцис при ℎ > 0 двiчi, а при вищих не мiняє
свого знака. Так, Γℎ(ℎ) при 𝑇 = 1 для 𝑔2 = −0,01
та при 𝑇 = 0,3 для 𝑔2 = −0,1 маючи три екстрему-
ми є додатним на всьому промiжку ℎ ∈]0,∞[, в той

час як, наприклад, при 𝑇 = 0,5 для 𝑔2 = −0,01 або
при 𝑇 = 0,3 для 𝑔2 = −0,1 параметр Грюнайзена
змiнює знак два рази. При достатньо високих тем-
пературах (𝑇 = 2 та 0,5 для 𝑔2 = −0,01 та −0,1 вiд-
повiдно) Γℎ(ℎ) має лише один екстремум, аналогi-
чно, як це є при високих 𝑇 для випадку додатних
𝑔2. Якщо порiвнювати результати для 𝑔2 = −0,01
та −0,1 мiж собою, то видно, що для 𝑔2 = −0,1
при низьких температурах (наприклад, 𝑇 = 0,01
та 0,1) абсолютне значення мiнiмуму Γℎ(ℎ) є зна-
чно меншим вiд значення першого максимуму, чо-
го не скажеш про випадок 𝑔2 = −0,01.
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Для 𝑔2 = −0,2 кiлькостi екстремумiв у польових
залежностях Γℎ мiняється з пiдвищенням темпера-
тури так само, як для 𝑔2 = −0,01 та −0,1. Тобто,
при низьких температурах параметр Грюнайзена
має три екстремуми, а при високих – один. Водно-
час у випадку 𝑔2 = −0,2, на вiдмiну вiд розгляну-
тих вище випадкiв 𝑔2 = −0,01 та −0,1, Γℎ(ℎ) не
змiнює свого знака при ℎ > 0 навiть при досить
низьких температурах.

Наостанок розглянемо приведенi на рис. 6 ре-
зультати для 𝑔2 = −0,5. У цьому випадку пара-
метр Грюнайзена як функцiя магнiтного поля має
лише один максимум навiть при низьких темпе-
ратурах i є додатним на всьому промiжку ℎ > 0.
Така ж поведiнка Γℎ(ℎ) буде i при максимальному
вiдхиленнi вiд однорiдностi (𝑔2 = −1).

Пiдсумуємо коротко результати для iнтенсивно-
стi адiабатичного охолодження (𝜕𝑇𝜕ℎ )𝑆 , або ж пов’я-
заного з ним параметра Грюнайзена Γℎ у випадку
𝑔2 ≤ 0 (права панель на рис. 5 та рис. 6), коли си-
стема в основному станi при будь-яких магнiтних
полях перебуває у тiй же фазi, у якiй рiвень Фер-
мi лежить мiж двома гiлками спектра [13]. Дослi-
дження показало, що з точки зору того, як мiняє-
ться кiлькiсть екстремумiв та кiлькiсть перетинiв
осi абсцис зi збiльшенням температури у однiй, або
у другiй польових залежностях згаданих вище ха-
рактеристик, випадок 𝑔2 = 0, випадки малого та
великого за модулем значення 𝑔2, а також промi-
жний мiж двома останнiми вiдрiзняються мiж со-
бою. Бiльше того, лише при 𝑔2 рiвному нулю iнтен-
сивностi адiабатичного охолодження i, вiдповiдно,
параметр Грюнайзена при сильних додатних ма-
гнiтних полях є вiд’ємними.

4. Висновки

Проведено дослiдження магнетокалоричного ефе-
кту у одновимiрнiй спiн-1/2 𝑋𝑋 моделi з регу-
лярнозмiнними 𝑔-факторами (𝑔1 та 𝑔2). У випад-
ку, коли вони мають одинаковi знаки, зi змiною
магнiтного поля ℎ у основному станi вiдбуваю-
ться квантовi фазовi переходи мiж фазами з на-
сиченою намагнiченiстю та безщiлинною спiновою
рiдиною. Це проявляється у магнетокалоричному
ефектi. Зокрема поблизу цих критичних магнiтних
полiв ℎ𝑠 iзоентропи, якi вiдповiдають малим значе-
нням ентропiї 𝑆, мають мiнiмуми, а параметр Грю-
найзена Γℎ(ℎ), розрахований для низьких темпе-

ратур, змiнює свiй знак. Зауважимо, що для кра-
щого сприйняття приведенi нижче висновки стосу-
ватимуться промiжку ℎ ≥ 0 (оскiльки ентропiя –
парна функцiя ℎ, а Γℎ(ℎ) – непарна). Також тре-
ба сказати, що при аналiзi iзоентроп та параметрiв
Грюнайзена ми обмежувались значеннями ентро-
пiї 𝑆 > 0,001 та температури 𝑇 > 0,001 вiдповiдно.

Встановлено, що при 𝑔1𝑔2 > 0 при вiдхиленнi
вiд однорiдного випадку (𝑔1 ̸= 𝑔2) в iзоентропах,
побудованих для малих 𝑆, появляються додатко-
вi екстремуми: три для достатньо малих значень
ентропiї або ж один для дещо бiльших 𝑆. Бiльше
того, у неоднорiдному випадку кривi, якi вiдповiд-
ають постiйнiй ентропiї, при ℎ = 0 мають мiнiмум,
в той час як у однорiдному при ℎ = 0 для малих
значень 𝑆 вони мають максимуми.

У випадку, коли якийсь один iз двох 𝑔-факторiв
дорiвнює нулю, та у випадку, коли 𝑔1 та 𝑔2 мають
рiзнi знаки, а їх абсолютнi значення вiдрiзняються
приблизно не менше анiж на порядок, iзоентропи,
якi вiдповiдають малим значенням ентропiї, ма-
ють окрiм мiнiмуму при ℎ = 0 ще два екстремуми
при ℎ > 0. Цi два екстремуми при ℎ > 0 у випадку
𝑔1𝑔2 < 0 є бiльш явно вираженими при не дуже
малих значеннях 𝑆 i мають, так би мовити, ту са-
му природу, що i першi два додатковi екстремуми
(при 0 < ℎ ≪ ℎ𝑠) у випадку, коли 𝑔1 та 𝑔2 мають
однаковий знак та рiзнi значення.

Показано, що при низьких температурах вiд-
хилення вiд однорiдностi 𝑔-факторiв, якi прито-
му зберiгають однаковi знаки, приводить до появи
трьох додаткових значень магнiтного поля, при
яких параметр Грюнайзена Γℎ(ℎ) перетинає вiсь
абсцис, i вiдповiдно до появи трьох додаткових екс-
тремумiв у польовiй залежностi цього параметра
(як вiдомо, у однорiдному випадку Γℎ(ℎ) при низь-
ких 𝑇 має лише два екстремуми i дорiвнює нулю
тiльки при ℎ = 0 та при ℎ близькому до ℎ𝑠).

Важливо вiдзначити, що у випадку суттєвої нео-
днорiдностi 𝑔-факторiв екстремуми Γℎ(ℎ) поблизу
цих двох додаткових значень поля, де Γℎ(ℎ) змi-
нює знак, є значно бiльше вираженими, анiж по-
близу ℎ𝑠.

Окрiм того, слiд зауважити, що змiна поведiнки
польової залежностi параметра Грюнайзена з пiд-
вищенням температури вiдбувається по-рiзному
для рiзних значень 𝑔2/𝑔1.

Коли один iз 𝑔-факторiв дорiвнює нулю пара-
метр Грюнайзена як функцiя магнiтного поля має
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два екстремуми при будь-яких 𝑇 та перетинає вiсь
абсцис при ℎ ≥ 0 двiчi (перший раз при ℎ = 0).

Слiд зауважити, що незалежно вiд температури
при дуже великих магнiтних полях лише у цьому
випадку (коли один iз 𝑔-факторiв є нульовим) па-
раметр Γℎ(ℎ) є зростаючою функцiєю, в той час
як у випадках з вiдмiнними вiд нуля обома 𝑔-
факторами Γℎ спадає з ростом поля (при великих
ℎ та будь-яких 𝑇 ).

При 𝑔1𝑔2 < 0 параметри Γℎ(ℎ), вiдповiдаючi
низьким температурам, мають три екстремуми та
перетинають вiсь абсцис тричi (на промiжку ℎ ∈
[0,∞[) лише у випадку, коли абсолютнi значення
𝑔1 та 𝑔2 вiдрiзняються приблизно не менше анiж
на порядок. Зi зменшенням рiзницi мiж |𝑔1| та |𝑔2|
параметр Грюнайзена (для малих 𝑇 ) спочатку збе-
рiгає згаданi вище три екстремуми, проте вже є до-
датним на всьому промiжку ℎ ≥ 0 (Γℎ(ℎ) = 0 лише
при ℎ = 0). Подальше зменшення рiзницi мiж абсо-
лютними значеннями 𝑔-факторiв приводить до то-
го, що у польовiй залежностi Γℎ залишається лише
один максимум.

При низькiй температурi Γℎ(ℎ) при малих дода-
тних значеннях магнiтного поля у випадку 𝑔1 ̸= 𝑔2
(не залежно вiд того, чи 𝑔-фактори мають однаковi
знаки, чи рiзнi) є зростаючою функцiєю, водночас
як при 𝑔1 = 𝑔2 – спадною.
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the mixed spin-1/2 and spin-𝑆 Ising-Heisenberg diamond
chain. Condens. Matter Phys. 12, 353 (2009).

46. C. Trippe, A. Honecker, A. Klümper, V. Ohanyan. Exact
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MAGNETOCALORIC EFFECT
IN THE ONE-DIMENSIONAL SPIN- 1

2
𝑋𝑋 MODEL

WITH TWO PERIODICALLY VARYING 𝑔-FACTORS

The influence of a non-uniformity of the 𝑔-factors with pe-

riod two on the magnetocaloric effect in the spin- 1
2
𝑋𝑋 chain

in the transverse field has been studied. By means of the

Jordan–Wigner transformation, the problem is reduced to the

Hamiltonian of noninteracting spinless fermions and solved ex-

actly. The variation of isentropes and the field dependences

of the magnetic Grüneisen ratio with a change in the ra-

tio 𝑔2 /𝑔1 are analyzed. Main attention is paid to the low-

temperature region. Distinctions among the magnetocaloric ef-

fect manifestations in the cases where the 𝑔-factors have differ-

ent or identical signs, or if either of 𝑔-factors equals zero, are

demonstrated.

Ke yw o r d s: one-dimensional quantum spin models, 𝑔-fac-
tor, Jordan–Wigner fermionization, magnetocaloric effect,
quantum phase transition.
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