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Iнформацiя в мозку передається мiж нейронами за допомогою стереотипних електри-
чних iмпульсiв, якi називаються спайками. Оскiльки активнiсть бiологiчних нейронiв
є випадковою, ми вивчаємо статистику нейронної активностi, а саме часових iнтерва-
лiв мiж послiдовно згенерованими нейроном спайками. Нейрон перетворює випадковий
потiк вхiдних iмпульсiв в iнший, вихiдний потiк. Вхiдний потiк у цiй роботi опису-
ється як точковий процес вiдновлення. У ролi нейронної моделi розглядається модель
зв’язуючого нейрона з порогом 2. Отримано зв’язок мiж перетвореннями Лапласа фун-
кцiй розподiлу мiжспайкових iнтервалiв для вхiдного потоку iмпульсiв та для вихiдно-
го потоку, згенерованого у вiдповiдь на цей стимул. Отримане спiввiдношення дозволяє
знайти саму функцiю розподiлу та всi її моменти. Отриманi формули були застосо-
ванi до випадку, коли вхiдний процес є процесом Ерланга. Зокрема, для розглянутого
випадку було знайдено залежнiсть регулярностi нейронної активностi вiд параметрiв
вхiдного потоку та фiзичних параметрiв нейронної моделi.
К люч о в i с л о в а: зв’язуючий нейрон, процес Пуассона, процес вiдновлення, мiжспай-
ковий iнтервал, функцiя розподiлу ймовiрностей, моменти функцiї розподiлу.

1. Вступ
Бiльшiсть нейронiв передають iнформацiю за до-
помогою стереотипних короткочасних електри-
чних iмпульсiв – потенцiалiв дiї, або спайкiв. Спай-
ки можуть бути згенерованi, коли напруга на ней-
роннiй мембранi досягає певного порогового значе-
ння. Згенерований потенцiал дiї може передавати-
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ся по вiдростку нейрону, що називається аксоном,
до iнших нейронiв.

Варто звернути увагу, що iнформацiя у нерво-
вiй системi зазвичай передається не формою еле-
ктричних iмпульсiв, а їхнiм точним часовим по-
ложенням [1]. Окрiм цього, нейронна активнiсть
є випадковою [2, 3]. Дослiдники прагнуть зрозу-
мiти нейронний код – як саме iнформацiя коду-
ється у вихiдний нейроннiй активностi. Для цьо-
го вони описують нейронну активнiсть (послiдов-
нiсть згенерованих нейроном спайкiв) за допомо-
гою стохастичних точкових процесiв [4]. Метою
таких дослiджень є зрозумiти внесок структури
послiдовностi iмпульсiв, якi надходять у нейрон,
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процесу обробки нейроном цих iмпульсiв та бiо-
фiзичних властивостей нейрона на його вихiдну
активнiсть.

У данiй роботi ми дослiджуємо, як вiдбувається
перетворення нейроном вхiдної послiдовностi iм-
пульсiв на вихiдну, див. рис. 1. У ролi нейронної
моделi ми розглядаємо модель зв’язуючого нейро-
на (ЗН), яка була запропонована у роботi [5]. У цiй
моделi кожен вхiдний iмпульс зберiгається в ней-
ронi в незмiнному виглядi протягом фiксованого
часу 𝜏 ∈]0;∞[, який називається часом зберiгання
внутрiшньої пам’ятi. Пiсля 𝜏 одиниць часу вхiдний
iмпульс повнiстю зникає. Також модель ЗН хара-
ктеризується порогом збудження 𝑁0 ∈ {2, 3, 4, ...}.
Значення порога 𝑁0 вказує, скiльки вхiдних iм-
пульсiв повинно одночасно зберiгатися у нейронi,
щоб викликати генерацiю вихiдного iмпульсу. У
цiй роботi ми розглядатимемо лише випадок по-
рога 𝑁0 = 2.

Статистика активностi ЗН з порогом 2 уже до-
слiджувалася ранiше [6], проте у ролi вхiдного сти-
мулу розглядався лише стацiонарний процес Пу-
ассона, який є найпростiшим точковим процесом.
Iнтенсивнiсть стацiонарного процесу Пуассона не
залежить вiд iсторiї точкового процесу (моментiв
приходу попереднiх iмпульсiв) i часу та є сталою.
У цiй роботi ми розширюємо попереднiй резуль-
тат до випадку, коли вхiдний стимул є реалiзацi-
єю певного стацiонарного точкового процесу вiд-
новлення. Добре вiдомо, що в будь-якiй аналiти-
чнiй задачi щодо стохастичних точкових процесiв
замiна процесу Пуассона бiльш загальним проце-
сом є складним завданням [4, ст. 277], [7, ст. 5-
6]. Для стацiонарного точкового процесу вiднов-
лення iнтенсивнiсть процесу залежить лише вiд
того, скiльки часу пройшло з моменту настання
останньої подiї (надходження останнього iмпуль-
су). Стацiонарний процес вiдновлення повнiстю
описується функцiєю розподiлу iнтервалiв мiж по-
слiдовними подiями. Для послiдовностi спайкiв та-
кий часовий iнтервал називається мiжспайковим
iнтервалом (МСI). Вважатимемо, що нам вiдома
функцiя розподiлу МСI для вхiдного процесу вiд-
новлення, i позначатимемо її як 𝑝in(𝑡), де 𝑡 — дов-
жина МСI. Задача, поставлена у цiй роботi, поля-
гає у знаходженнi зв’язку мiж функцiєю розподi-
лу для вхiдної послiдовностi iмпульсiв 𝑝in(𝑡), яка є
реалiзацiєю певного процесу вiдновлення, та фун-
кцiєю розподiлу МСI 𝑝out(𝑡) для вихiдної послiдов-

Рис. 1. Схематичне зображення поодинокого iмпульсного
нейрона, що перетворює вхiдний потiк iмпульсiв з розподi-
лом МСI 𝑝in(𝑡), де 𝑡 – довжина МСI, на iнший, вихiдний
потiк з розподiлом МСI 𝑝out(𝑡)

ностi спайкiв, згенерованої ЗН з порогом 2 у вiдпо-
вiдь на стимуляцiю такою послiдовнiстю iмпульсiв,
див. рис. 1. Отриманi результати були застосованi
до випадку, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно з
розподiлом Ерланга. Окрiм функцiї розподiлу ви-
хiдних МСI, для такого випадку були знайденi всi
моменти цiєї функцiї розподiлу, а також коефiцi-
єнт варiацiї МСI.

Коефiцiєнт варiацiї дозволяє кiлькiсно визна-
чити регулярнiсть процесу вiдновлення [4]. Якщо
нейронну активнiсть можна описати процесом Пу-
ассона, то коефiцiєнт варiацiї МСI рiвний одини-
цi i кажуть, що нейронна активнiсть є нерегуляр-
ною. Чим меншим за одиницю є коефiцiєнт варiа-
цiї МСI, тим бiльш регулярною є нейронна актив-
нiсть. Для нейронiв, що розташованi у рiзних дi-
лянках кори головного мозку, характерними є рi-
знi значення коефiцiєнта варiацiї МСI [2, 3] у зале-
жностi вiд того, яку функцiональну роль виконує
певна дiлянка кори. Бiльше того, керування варi-
ативнiстю нейронної активностi є важливим для
вивчення моторних навичок [8], а також успiшного
виконання завдань з затриманою вiдповiддю, якi
вимагають зберiгання iнформацiї у робочiй пам’ятi
[9]. У цiй роботi показано, як саме можна керувати
варiативнiстю активностi ЗН. Таким механiзмом є
регулювання рiвня повiльного соматичного калiє-
вого гальмування.

2. Функцiя розподiлу МСI
та її моменти: загальнi спiввiдношення

У роботi [10] було отримано перетворення Лапласа
функцiї розподiлу вихiдних МСI для зв’язуючого
нейрона з порогом 2 з миттєвим збуджувальним
зворотним зв’язком у випадку, коли нейрон сти-
мулюється стохастичним точковим процесом вiд-
новлення:

ℒ{𝑝𝑜_𝑖𝑓 (𝑡); 𝑠} =
ℒ{𝜒(𝜏 − 𝑡)𝑝in(𝑡); 𝑠}

1− ℒ{𝜒(𝑡− 𝜏)𝑝in(𝑡); 𝑠}
, (1)

де 𝜏 – час зберiгання внутрiшньої пам’ятi в мо-
делi зв’язуючого нейрона, 𝑝in(𝑡) – функцiя розпо-
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дiлу МСI для вхiдного процесу вiдновлення, 𝜒(𝑡)
позначає функцiю Хевiсайда. Наявнiсть миттєвого
зворотного зв’язку означає, що на початку кожно-
го МСI у ЗН уже зберiгається один iмпульс, який
пiсля 𝜏 одиниць часу зникає.

Окрiм цього, у роботi [11] було отримано зв’я-
зок мiж перетвореннями Лапласа функцiї розпо-
дiлу вихiдних МСI для iмпульсного нейрона, що
стимулюється процесом вiдновлення, з миттєвим
збуджувальним зворотним зв’язком 𝑝𝑜_𝑖𝑓 (𝑡), того
самого нейрона без зворотного зв’язку 𝑝𝑜(𝑡) та вхi-
дного процесу 𝑝in(𝑡):

ℒ{𝑝𝑜_𝑖𝑓 (𝑡); 𝑠} =
ℒ{𝑝𝑜(𝑡); 𝑠}
ℒ{𝑝in(𝑡); 𝑠}

. (2)

Зауважимо, що 𝑝𝑜(𝑡) в формулi (2) збiгається з
шуканим розподiлом 𝑝out(𝑡), означеним вище.

Отже, з рiвняння (1) та (2) можна отримати та-
кий вираз для перетворення Лапласа функцiї роз-
подiлу вихiдних МСI для зв’язуючого нейрона з
порогом 2 без зворотного зв’язку у випадку, ко-
ли нейрон стимулюється стохастичним точковим
процесом вiдновлення з функцiєю розподiлу МСI
𝑝in(𝑡):

ℒ{𝑝out(𝑡); 𝑠} =
ℒ{𝑝in(𝑡); 𝑠}ℒ{𝜒(𝜏 − 𝑡)𝑝in(𝑡); 𝑠}

1− ℒ{𝜒(𝑡− 𝜏)𝑝in(𝑡); 𝑠}
. (3)

Обернувши перетворення Лапласа у виразi (3),
можна отримати функцiю розподiлу 𝑝out(𝑡) вихi-
дних МСI для ЗН з порогом 2, що стимулюється
потоком вiдновлення. До того ж перетворення Ла-
пласа функцiї розподiлу 𝑝out(𝑡) дозволяє обчисли-
ти всi її моменти:

𝜇𝑚 =

∞∫︁
0

𝑡𝑚𝑝out(𝑡)𝑑𝑡 =

= (−1)𝑚
𝑑𝑚ℒ{𝑝out(𝑡); 𝑠}

𝑑𝑠𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

. (4)

Звернiть увагу, що у наближеннi нескiнченної
пам’ятi, коли 𝜏 → ∞, перетворення Лапласа фун-
кцiї розподiлу для вихiдного потоку ℒ{𝑝out(𝑡); 𝑠} є
квадратом перетворення Лапласа функцiї розподi-
лу для вхiдного потоку ℒ{𝑝in(𝑡); 𝑠}. Тому функцiя
розподiлу вихiдних МСI для ЗН з порогом 2 буде
функцiєю розподiлу часiв до другого спайку для
вхiдного процесу вiдновлення. Зауважте, що ви-
падок нескiнченної пам’ятi у моделi ЗН iдентичнiй
моделi iдеального iнтегратора, описанiй у [12].

3. Випадок пуассонiвського
вхiдного потоку

Розглянемо ЗН з порогом 2, стимульований пото-
ком збуджувальних iмпульсiв, який є реалiзацiєю
точкового процесу Пуассона з постiйною iнтенсив-
нiстю 𝜆 > 0. Тодi iнтервали мiж вхiдними iмпуль-
сами розподiленi експоненцiйно згiдно з формулою

𝑝in(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡. (5)

Як уже було зазначено вище, для такого випад-
ку у роботi [6] були одержанi явнi вирази для фун-
кцiї розподiлу вихiдних МСI, а також для сере-
днього МСI. Окрiм цього, у роботi [13] також було
знайдено коефiцiєнт варiацiї МСI. Наша задача у
цьому роздiлi полягає в тому, щоб знайти всi iншi
моменти функцiї розподiлу МСI для ЗН з порогом
2, стимульованого процесом Пуассона.

Пiдстановка функцiї розподiлу вхiдних МСI (5)
у вираз (3) для перетворення Лапласа функцiї
розподiлу вихiдних МСI дозволяє знайти всi мо-
менти цього розподiлу, використовуючи спiввiдно-
шення (4):

𝜇𝑚 =
𝑚!

𝜆𝑚

𝑚∑︁
𝑘=0

1

𝑘!

(︃
𝑘∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝑗!

(𝑒𝜆𝜏 − 1)𝑗+1
×

×𝐵𝑘,𝑗(𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑘−𝑗+1)

)︃
×

×

(︃
(−1)𝑘(𝑒𝜆𝜏 − 1)(𝑚− 𝑘 + 1)+

+

𝑚−𝑘∑︁
𝑙=1

(−1)𝑘+𝑙(𝑚− 𝑘 − 𝑙 + 1)

𝑙!
𝑒𝜆𝜏 (𝜆𝜏)𝑙

)︃
,

𝑔𝑙 = (𝜆𝜏)𝑙𝑒𝜆𝜏 + (−1)𝑙+1𝑙!, (6)

де 𝐵𝑘,𝑗(𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑘−𝑗+1) позначають неповнi експо-
ненцiйнi полiноми Белла. Тут 𝐵0,0 = 1 i 𝐵𝑘,0 = 0
для 𝑘 ≥ 1.

Поклавши у виразi (6) 𝑚 = 1, для середнього
МСI отримаємо формулу, що збiгається з отрима-
ною ранiше [6, ст. 1823].

Згiдно з (6) при 𝑚 = 2, другий момент у випадку
стимуляцiї процесом Пуассона має такий вигляд:

𝜇2 =
6𝑒2𝜆𝜏 + 𝑒𝜆𝜏 (2𝜆𝜏 − 6) + 2

𝜆2(1− 𝑒𝜆𝜏 )2
, (7)
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а для третього моменту (𝑚 = 3) маємо:

𝜇3 =
3

𝜆3(𝑒𝜆𝜏 − 1)3
(︀
− 2 + 8𝑒3𝜆𝜏 + 𝑒𝜆𝜏 (8− 2𝜆𝜏 +

+𝜆2𝜏2) + 𝑒2𝜆𝜏 (−12 + 6𝜆𝜏 + 𝜆2𝜏2)
)︀
. (8)

На рис. 2 можна бачити графiки залежностi дру-
гого 𝜇2, графiк (a), та третього моментiв 𝜇3, гра-
фiк (б), вiд iнтенсивностi вхiдного процесу Пуас-
сона 𝜆, обчисленi згiдно з формулами (7) i (8) (су-
цiльнi лiнiї). Для чисельної перевiрки цих формул
було проведено чисельне моделювання стохасти-
чної динамiки ЗН з порогом 2 з часом зберiгання
внутрiшньої пам’ятi 𝜏 = 20 мс для рiзних значень
𝜆. Результати чисельного моделювання позначенi
ромбами. На рис. 2 бачимо хороше спiввпадiння
аналiтичних формул, отриманих у цiй роботi, та
результатiв чисельного моделювання.

4. Випадок вхiдного потоку Ерланга

Оскiльки опис розподiлу МСI гамма-розподiлом
широко використовується в теоретичних [14] та
експериментальних [2] дослiдженнях, розглянемо
також випадок, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно
з розподiлом Ерланга порядку 𝑛, що є частковим
випадком гамма-розподiлу:

𝑝in(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)
𝑛−1

(𝑛− 1)!
, 𝜆 > 0, 𝑛 = 1, 2, ... . (9)

Розподiл Ерланга порядку 1 вiдповiдає випадку
процесу Пуассона, розглянутому вище.

Пiдставивши вираз (9) у ролi розподiлу вхiдних
МСI 𝑝in(𝑡) у формулу (3), отримаємо такий вираз
для перетворення Лапласа функцiї розподiлу ви-
хiдних МСI 𝑝out(𝑡):

ℒ{𝑝out(𝑡); 𝑠} =
𝜆𝑛

(𝑠+ 𝜆)𝑛
×

×

𝜆𝑛

(𝑠+𝜆)𝑛 − 𝑒−𝜏(𝜆+𝑠)𝜆𝑛
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝜏𝑘

𝑘!(𝑠+𝜆)𝑛−𝑘

1− 𝑒−𝜏(𝜆+𝑠)𝜆𝑛
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝜏𝑘

𝑘!(𝑠+𝜆)𝑛−𝑘

. (10)

Обернувши перетворення Лапласа (10), можна
отримати вираз для функцiї розподiлу 𝑝out(𝑡).
Аналiтична форма цього виразу буде залежати вiд
довжини вихiдного МСI 𝑡. Так, для 𝑚 = 0, 1, 2, ...,
якщо 𝑚𝜏 ≤ 𝑡 < (𝑚+ 1)𝜏 , то

𝑝out(𝑡) = 𝜆𝑛(𝑚+2)𝑒−𝜆𝑡 ×

×
∑︁

𝑚0+𝑚1+...+𝑚𝑛−1=𝑚

(︂
𝑚

𝑚0, 𝑚1, ...,𝑚𝑛−1

)︂
×

× 𝜏

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘

𝑛−1∏︀
𝑘=0

(𝑘!)𝑚𝑘

(𝑡−𝑚𝜏)
𝑛(𝑚+2)−

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘−1(︂
𝑛(𝑚+ 2)−

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘 − 1

)︂
!

+

+ 𝑒−𝜆𝑡
𝑚+1∑︁
𝑙=2

𝜆𝑛𝑙 ×

×
∑︁

𝑚0+𝑚1+...+𝑚𝑛−1=𝑙−2

(︂
𝑙 − 2

𝑚0,𝑚1, ...,𝑚𝑛−1

)︂
×

× 𝜏

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘

𝑛−1∏︀
𝑘=0

(𝑘!)𝑚𝑘

(︃
(𝑡− (𝑙 − 2)𝜏)

𝑛𝑙−
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘−1(︂
𝑛𝑙 −

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘 − 1

)︂
!

−

−
𝑛−1∑︁
𝑝=0

𝜏𝑝

𝑝!

(𝑡− (𝑙 − 1)𝜏)
𝑛𝑙−𝑝−

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘−1(︂
𝑛𝑙 − 𝑝−

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑚𝑘 − 1

)︂
!

)︃
. (11)

Поклавши в останнiй формулi 𝑛 = 1, отримаємо
вираз для функцiї розподiлу для ЗН з порогом
2, стимульованого пуассонiвським потоком iмпуль-
сiв, що повнiстю збiгається з отриманим ранiше
виразом [6, рiвн. (3)].

На рис. 3, графiк (а), можна бачити розподiл
вхiдних МСI Ерланг-2 з заданою iнтенсивнiстю.
На графiку (б) зображено розподiл вихiдних МСI
для ЗН з конкретними фiзичними параметрами
за стимуляцiї процесом Ерланг-2, побудований згi-
дно з аналiтично отриманою формулою (11) для
𝑛 = 2. На графiку (в) цей самий розподiл отри-
маний у результатi чисельного моделювання ме-
тодом Монте-Карло стохастичної динамiки ЗН з

а б
Рис. 2. Приклад залежностi другого 𝜇2, графiк (a), та тре-
тього 𝜇3, графiк (б), моментiв функцiї розподiлу МСI для
ЗН з порогом 2, стимульованого процесом Пуассона, вiд iн-
тенсивностi цього процесу 𝜆. Ромби – результати чисель-
ного моделювання методом Монте-Карло, суцiльна лiнiя –
обчислення згiдно з формулами (7) i (8). Тут 𝜏 = 20 мс
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а б в
Рис. 3. Приклад функцiї розподiлу МСI для вхiдного потоку Ерланг-2 (графiк (а), використано рiвняння (9),
𝑛 = 2) та вихiдного потоку ЗН з порогом 2, стимульованого вхiдним потоком Ерланг-2 (графiк (б), використано
рiвняння (11), 𝑛 = 2). Для обох графiкiв 𝜆 = 62,5 с−1. 𝜏 = 20 мс для графiка (б). Графiк (в) – результат
моделювання методом Монте-Карло стохастистичної поведiнки ЗН з тими ж фiзичними параметрами, що i
для графiка (б)

Рис. 4. Приклади залежностi коефiцiєнта варiацiї для ЗН
з порогом 2, стимульованого процесом Ерланга, вiд 𝜆𝜏 для
рiзних значень порядку 𝑛 вхiдного процесу. Суцiльнi лi-
нiї – результати аналiтичних розрахункiв згiдно з форму-
лою (16) для вiдповiдних значень 𝑛. Ромби, круги та ква-
драти – результати чисельного моделювання стохастичної
динамiки ЗН з порогом 2 з параметрами 𝜏 = 20 мс та
𝜆 ∈ [0,005; 0,5] мс−1. Ромби вiдповiдають моделюванню сто-
хастичної динамiки ЗН, стимульованого процесом Пуассо-
на, круги – процесом Ерланг-2, квадрати – процесом Ер-
ланга порядку 3

тими самими фiзичними параметрами. Знову ба-
чимо повне узгодження аналiтичних та чисельних
результатiв.

Також використовуючи спiввiдношення (4) мiж
моментами функцiї розподiлу та її перетворенням
Лапласа, який у випадку, що розглядається, дає-
ться виразом (10), можемо знайти всi моменти 𝜇𝑚

функцiї розподiлу вихiдних МСI 𝑝out(𝑡) за стиму-
ляцiї потоком Ерланга порядку 𝑛:

𝜇𝑚 =
𝑚!

𝜆𝑚

𝑚∑︁
𝑛1=0

1

𝑛1!

𝑛1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑗!(︂
𝑒𝜆𝜏 −

𝑛−1∑︀
𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘

𝑘!

)︂𝑗+1
×

×𝐵𝑛1,𝑗(𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑛1−𝑗+1)

(︃
𝑚−𝑛1∑︁
𝑛2=0

(−1)𝑛1+𝑛2𝑒𝜆𝜏 ×

× (𝜆𝜏)𝑛2
(2𝑛+𝑚− 𝑛1 − 𝑛2 − 1)!

𝑛2!(𝑚− 𝑛1 − 𝑛2)!(2𝑛− 1)!
−

−
min(𝑛−1,𝑚−𝑛1)∑︁

𝑛2=0

(−1)𝑛1+𝑛2(2𝑛+𝑚− 𝑛1 − 𝑛2 − 1)!

𝑛2!(𝑚− 𝑛1 − 𝑛2)!(2𝑛− 1)!
×

×
𝑛−1−𝑛2∑︁

𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘+𝑛2

𝑘!

)︃
,

𝑓𝑙 = (𝜆𝜏)𝑙𝑒𝜆𝜏 − (−1)𝑙
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘
(𝑛− 𝑘 + 𝑙 − 1)!

𝑘!(𝑛− 𝑘 − 1)!
. (12)

У випадку, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно
з розподiлом Ерланг-2 (9), 𝑛 = 2, з рiвняння (12)
отримуємо такi першi два моменти функцiї роз-
подiлу:

𝜇1 =
4𝑒𝜆𝜏 − 2− 2𝜆𝜏

𝜆 (𝑒𝜆𝜏 − 1− 𝜆𝜏)
(13)

та

𝜇2 =
20𝑒2𝜆𝜏 + 6(1 + 𝜆𝜏)2 + 2𝑒𝜆𝜏 (−9− 9𝜆𝜏 + 2𝜆2𝜏2)

𝜆2(1− 𝑒𝜆𝜏 + 𝜆𝜏)2
.

(14)

5. Коефiцiєнт варiацiї МСI

Cереднiй МСI 𝜇1 разом iз другим моментом 𝜇2

функцiї розподiлу МСI можна використовувати
для обчислення коефiцiєнта варiацiї (CV) МСI:

CV =

√︀
𝜇2 − (𝜇1)2

𝜇1
. (15)
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Вихiдний потiк зв’язуючого нейрона з порогом 2

Для ЗН з порогом 2, що стимулюється процесом
Ерланга порядку 𝑛, коефiцiєнт варiацiї є таким:

CV =
1

√
𝑛

(︂
2− 𝑒−𝜆𝜏

𝑛−1∑︀
𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘

𝑘!

)︂ ×

×

(︃
2 + (𝑛− 3)𝑒−𝜆𝜏

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘

𝑘!
+

2(𝜆𝜏)𝑛𝑒−𝜆𝜏

(𝑛− 1)!
+

+

(︃
𝑒−𝜆𝜏

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝜆𝜏)𝑘

𝑘!

)︃2)︃1
2

. (16)

Якщо вхiдний процес є процесом Пуассона, тоб-
то коли 𝑛 = 1, з останього виразу отримуємо фор-
мулу для коефiцiєнта варiацiї, що повнiстю узго-
джується з отриманою ранiше у роботi [13], де
порiвнювалася статистика активностi ЗН з поро-
гом 2, стимульованого процесом Пуассона, у двох
випадках: за наявностi миттєвого збуджувального
зворотного зв’язку та за його вiдсутностi.

Приклади залежностi коефiцiєнта варiацiї вiд 𝜆𝜏
для рiзних значень порядку 𝑛 вхiдного процесу Ер-
ланга зображенi на рис. 4. Суцiльнi лiнiї на графi-
ку вiдображають аналiтичнi результати (формула
(16) для 𝑛 = 1, 2, 3), а ромби, круги та квадра-
ти – результати чисельного моделювання методом
Монте-Карло динамiки ЗН з конкретними фiзи-
чними параметрами. Результати чисельного моде-
лювання свiдчать на користь достовiрностi отри-
маної у цiй роботi формули (16).

6. Висновки та обговорення

У цiй роботi було отримано зв’язок мiж перетво-
реннями Лапласа функцiй розподiлу МСI для вхi-
дного потоку iмпульсiв, що є реалiзацiєю певного
процесу вiдновлення, та для вихiдного потоку ЗН з
порогом 2, стимульованого цим потоком. Отрима-
не спiввiдношення (3) дозволяє знайти не тiльки
саму функцiю розподiлу вихiдних МСI, а i всi її
моменти. Отриманi формули були застосованi до
випадку, коли вхiднi МСI розподiленi згiдно з роз-
подiлом Ерланга. Зокрема для розглянутого ви-
падку було знайдено залежнiсть коефiцiєнта варi-
ацiї МСI вiд параметрiв вхiдного потоку та фiзи-
чних параметрiв нейронної моделi. Отриманi у цiй
роботi аналiтичнi результати було перевiрено ме-
тодом чисельного моделювання стохастичної ди-
намiки нейрона.

Що стосується регулярностi активностi ЗН з по-
рогом 2, стимульованого процесом Ерланга, з ви-
разу (16) випливає, що коефiцiєнт варiацiї МСI
залежить лише вiд добутку 𝜆𝜏 . Можна показати,
що зi зростанням 𝜆𝜏 коефiцiєнт варiацiї монотон-
но спадає вiд 1 до 1√

2𝑛
, де 𝑛 – порядок вхiдного

процесу Ерланга. Останнє також справедливо при
окремому розглядi залежностi коефiцiєнта варiа-
цiї вiд 𝜆 та вiд 𝜏 . Звернiть увагу, що при 𝜏 → ∞,
тобто у випадку нескiнченної пам’яттi (а також
при 𝜆 → ∞), отримуємо такий самий коефiцi-
єнт варiацiї, що i для процесу Ерланга порядку
2𝑛 (CV = 1√

2𝑛
). Це повнiстю узгоджується з тим,

що для ЗН з порогом 2 з нескiнченною пам’яттю,
стимульованого процесом Ерланга порядку 𝑛, ви-
хiдний потiк буде процесом Ерланга порядку 2𝑛 з
тiєю ж iнтенсивнiстю, що i вхiдний процес 1.

З виразу для коефiцiєнта варiацiї (16) бачимо,
що коли вхiдний потiк є пуассонiвським, то вна-
слiдок обробки цього потоку зв’язуючим нейро-
ном вихiдний потiк завжди буде бiльш регуляр-
ним, нiж вхiдний. Окрiм цього, оскiльки для про-
цесу Ерланга порядку 𝑛 коефiцiєнт варiацiї рiв-
ний 1√

𝑛
, а для вихiдного потоку ЗН з порогом 2

за стимуляцiї таким процесом коефiцiєнт варiацiї
лежить в межах вiд 1√

2𝑛
до 1, то регулярнiсть ней-

ронної активностi може бути як i бiльшою, так i
меншою за регулярнiсть вхiдного процесу Ерлан-
га (9) в залежностi вiд його iнтенсивностi 𝜆 та часу
зберiгання внутрiшньої пам’ятi ЗН 𝜏 . У свою чер-
гу, час зберiгання внутрiшньої пам’ятi 𝜏 у моделi
ЗН контролюється рiвнем повiльного соматичного
калiєвого гальмування [5]. Отже, змiнюючи рiвень
гальмування ЗН можна керувати регулярнiстю йо-
го активностi.

У нещодавнiй роботi [15] було знайдено зв’язок
мiж функцiями розподiлу МСI для нейрона з галь-
мiвним затриманим зворотним зв’язком, стиму-
льованого процесом вiдновлення, для iдентичного
нейрона, але без зворотного зв’язку, та для вхi-
дного процесу вiдновлення. Задача була розв’я-
зана для цiлого класу iмпульсних неадаптивних
нейронiв, який включає в себе модель ЗН, а та-
кож модель iнтегруючого нейрона з втратами [12].

1 Як уже було зазначено у роздiлi 2, для ЗН з порогом
2 з нескiнченною пам’яттю функцiя розподiлу вихiдних
МСI буде функцiєю розподiлу часiв до другого спайку
для вхiдного процесу вiдновлення.
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Розв’язок цiєї задачi дозволяє обчислити функцiю
розподiлу МСI для нейрона зi зворотним зв’язком,
якщо вiдома функцiя розподiлу для нейрона без
зворотного зв’язку. Проте функцiй розподiлу ви-
хiдних МСI для поодинокого нейрона, який нале-
жить класу, розглянутому у роботi [15], та сти-
мулюється процесом вiдновлення, до цього часу
знайдено не було. Так, функцiю розподiлу МСI
було знайдено для iнтегруючого нейрона з втра-
тами лише за стимуляцiї процесом Пуассона [16–
18], аналогiчна ситуацiя з моделлю ЗН [6]. Отри-
манi результати у цiй роботi дозволяють продов-
жити дослiдження статистики активностi нейро-
на з гальмiвним затриманим зворотним зв’язком,
стимульованого процесом вiдновлення, розпочатi
у роботi [15].

Ця робота була пiдтримана Програмою фун-
даментальних дослiджень Вiддiлення Фiзики i
Астрономiї Нацiональної Академiї Наук України
“Iндукованi шумом динамiка та кореляцiї в нерiв-
новажних системах”, № 0120U101347, а також
Дослiдницькою мережею Лоранда Етвеша.
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O.V. Shchur

OUTPUT STREAM
OF BINDING NEURON WITH THRESHOLD 2
STIMULATED WITH RENEWAL PROCESS

Information is transmitted between neurons in a brain via typ-

ical electrical impulses, which are called spikes. Since the ac-

tivity of biological neurons is random, the statistics of neuronal

activity, namely, the time intervals between neuron-generated

consecutive spikes, is studied. A neuron transforms a random

stream of input impulses into another stream, the output

one. The input stream is described in this paper as a renewal

point process. As a neuronal model, a binding neuron with

threshold 2 is considered. A relationship between the Laplace

transforms of the probability density functions of the inter-

spike intervals in the input stream of impulses and the output

stream generated as a response to this stimulus has been ob-

tained. The derived relationship enables the determination of

the probability density function and all of its moments. The

resulting formulas are applied to the case where the input pro-

cess is the Erlang one. In the considered case, the dependence

of the regularity of the neuronal activity on the input stream

parameters and the physical parameters of the neuron model

is found.

Ke yw o r d s: binding neuron, Poisson process, renewal pro-
cess, interspike interval, probability density function, moments
of a distribution.
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