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Встановлено, що в процесi фазового переходу першого роду можуть виникати авто-
хвилi, поширення яких супроводжується автоколиваннями температури та фазового
складу. Сформульовано умови, за яких згаданi хвилi виникають. Показано, що поши-
рення автохвиль має приводити до значних флуктуацiй макроскопiчних параметрiв в
околi температури переходу.
К люч о в i с л о в а: автоколивання, автохвилi, флуктуацiї, фазовий перехiд, самоорганi-
зацiя, гiдроксипропилметилцелюлоза.

1. Вступ

Як вiдомо (див., наприклад, [1] та iн.),особливiсть
сильнонерiвноважних систем полягає в їх зда-
тностi до самоорганiзацiї – спонтанного утворен-
ня впорядкованих структур, якi прийнято назива-
ти дисипативними. Автоколивання – дисипативна
структура, впорядкована в часi. Це є незатухаю-
чi коливання, що спричиненi дiєю неперiодичного
джерела енергiї. Характерною ознакою автоколи-
вань є наявнiсть зворотного зв’язку, який керує
витратою енергiї неперiодичного джерела. Диси-
пативну структуру, впорядковану в часi i просто-
рi, яка утворюється завдяки поширенню в просто-
рi автоколивань, називають автохвилею (див., на-
приклад, [1] та iн.).

Актуальнiсть дослiдження автохвиль пов’язана,
в першу чергу, з тим, що деякi ключовi процеси
життєдiяльностi людського органiзму (такi як по-
ширення iмпульсу по нервовому волокну, пошире-
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ння збудження в серцевому м’язi) – мають авто-
хвильовий характер.

Подiбний характер мають деякi процеси, що вiд-
буваються в небiологiчних системах, наприклад,
горiння та iн.

В данiй статтi показано, що автохвилi можуть
виникати в процесi фазового переходу. Ранiше це
питання в лiтературi не висвiтлювалось.

2. Постановка задачi

Нехай iдеться про фазовi переходи 𝐴 ↔ 𝐵, де 𝐴 –
низькотемпературна, 𝐵 – високотемпературна фа-
зи. При цьому будемо використовувати термоди-
намiчний пiдхiд, розглядаючи фiзичну систему, де
вiдбуваються цi переходи, як континуум.

Позначимо локальний вiдносний об’єм, зайня-
тий фазою 𝐵 через 𝜑 (r, 𝑡), а локальну темпера-
туру через 𝑇 (r, 𝑡), де r ≡ {𝑥, 𝑦, 𝑧} – радiус–вектор
будь-якої точки континуума, 𝑡 – час.

Як вiдомо (див., наприклад, [2] та iн.), темпе-
ратура системи суттєво впливає на кiнетику фа-
зового переходу. Iншими словами, мiж функцiями
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𝑇 (r, 𝑡) та 𝜑 (r, 𝑡) iснує прямий зв’язок, який опису-
ється кiнетичним рiвнянням фазового переходу.

При фазових переходах першого роду видiляє-
ться або поглинається тепло (див., наприклад, [2,
3]). Тим самим мiж функцiями 𝜑 (r, 𝑡) та 𝑇 (r, 𝑡)
виникає обернений зв’язок. Цей зв’язок описується
рiвнянням теплового балансу.

Таким чином, ми маємо систему двох рiвнянь
вiдносно невiдомих функцiй 𝜑 (r, 𝑡) та 𝑇 (r, 𝑡). На-
ша задача – визначити характер розв’язку цiєї си-
стеми рiвнянь i показати, що за певних умов фун-
кцiя 𝜑 (r, 𝑡) може набувати вигляду автохвилi.

3. Кiнетичне рiвняння фазового переходу

Використовуватимемо модель фазового переходу,
запропоновану в [3]. Згiдно з цiєю моделлю фазо-
вий перехiд вiдбувається внаслiдок флуктуацiйно-
го утворення зародкiв нової фази, що мають сфе-
ричну форму, та їх наступного зростання. За умо-
ви, що температура в процесi фазового переходу,
залишається сталою, в [3] отримано кiнетичне рiв-
няння

𝜑(𝑡) = 𝜑𝐸(𝑡) = 1− exp(−𝛽𝑡4), (1)

в якому прийнято позначення

𝛽 = 𝐶𝑤3, (2)

де 𝐶 – кiлькiсть зародкiв, що утворюються в оди-
ницi об’єму за одиницю часу, 𝑤 – лiнiйна швидкiсть
росту.

Згiдно з [2] залежнiсть 𝐶 вiд температури визна-
чається формулою

𝐶 = 𝐶0 exp

[︃
− 𝑀

(𝑇 − 𝑇𝑝)
2

]︃
, (3)

де 𝐶0 – константа, 𝑇𝑝 – температура фазового пе-
реходу.

В формулi (3) прийнято позначення

𝑀 =
16𝜋

3

𝜎3𝑇 2
𝑝

𝑞2
, (4)

де 𝜎 – коефiцiєнт поверхневого натягу на межi по-
дiлу обох фаз, 𝑞 – питома теплота переходу.

З урахуванням формули (3) в роботi [4] бу-
ло отримано залежнiсть 𝜑 (r, 𝑡) для випадку, коли

температура в процесi фазового переходу змiнює-
ться,

𝜑 (𝑡) = 𝜑𝑇 (𝑡) = 1−

− exp

⎧⎨⎩−𝐶0𝑤
3

𝑡∫︁
0

exp

[︃
− 𝑀

(𝑇 (𝜏)− 𝑇𝑝)
2

]︃
(𝑡− 𝜏)

3
𝑑𝜏

⎫⎬⎭.
(5)

Вважатимемо, що знаходячись в певному фазово-
му станi (𝐴 чи 𝐵), фiзична система, є сукупнiстю
областей рiзного ступеня впорядкованостi. Вiдпо-
вiдно введемо в розгляд локальну питому теплоту
переходу 𝑞 (r). При цьому стала 𝑀 (в кiнетичному
рiвняннi (5)) перетворюється на функцiю 𝑀 (r), а
функцiя 𝜑𝑇 (𝑡) – на функцiю 𝜑𝑇 (r, t).

4. Рiвняння теплового
балансу в системi, де вiдбувається
фазовий перехiд

В загальному випадку (див., наприклад, [5] та iн.)
рiвняння теплового балансу має вигляд

𝑄̇ = 𝑄̇𝑖 + 𝑄̇𝑒, (6)

де 𝑄̇ – швидкiсть змiни кiлькостi тепла в одиницi
об’єму, 𝑄̇𝑖 – кiлькiсть тепла, що утворюється в оди-
ницi об’єму за одиницю часу, 𝑄̇𝑒 – кiлькiсть тепла,
що надходить в одиницю об’єму за одиницю часу.
Величина 𝑄̇𝑒 характеризує внутрiшнiй теплообмiн
у фiзичнiй системi.

Для величини 𝑄̇ маємо вираз

𝑄̇ = 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
, (7)

де 𝜌 – густина, 𝑐 – питома теплоємнiсть, а для скла-
дової 𝑄̇𝑒 вираз

𝑄̇𝑒 = 𝜆Δ𝑇, (8)

де 𝜆 – коефiцiєнт теплопровiдностi, Δ – Лапласiан.
Складова 𝑄̇𝑖 спричинена фазовим переходом,

чому вiдповiдає формула

𝑄̇𝑖 = −𝜌𝑞
𝜕𝜑

𝜕𝑡
sign

𝜕𝜑

𝜕𝑡
, (9)

де прийнято позначення

sign
𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1,

𝜕𝜑

𝜕𝑡
> 0,

−1,
𝜕𝜑

𝜕𝑡
< 0.

(10)
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Пiдставляючи рiвностi (7)–(9) в рiвняння (6),
отримуємо

𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝜌𝑞

𝜕𝜑

𝜕𝑡
sign

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ 𝜆Δ𝑇. (11)

5. Фазовий перехiд
в системi iз знехтувано малим
внутрiшнiм теплообмiном

Отримання аналiтичного розв’язку системи рiв-
нянь (5), (11) пов’язано iз значними труднощами.
Тому, спробуємо оцiнити характер розв’язку вико-
ристовуючи певнi наближення.

Введемо позначення

𝛼 =
𝑄̇𝑒

𝑄̇𝑖

. (12)

Далi вважатимемо справедливою нерiвнiсть

𝛼 ≪ 1. (13)

Розглянемо нульове наближення по малому па-
раметру 𝛼. Фiзично таке наближення вiдповiдає
нехтуванню внутрiшнiм теплообмiном. Останнiй
вiдбувається за рахунок потокiв тепла:

J = −𝜆∇𝑇. (14)

За вiдсутностi таких потокiв справедливою ви-
являється рiвнiсть

∇𝑇 = 0, (15)

з якої випливає, що в прийнятому нульовому на-
ближеннi величину r можна вважати фiксованою.

Вiдповiдно рiвняння (11) набуває вигляду

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑞

𝑐

𝑑𝜑

𝑑𝑡
sign

𝑑𝜑

𝑑𝑡
. (16)

Приймаючи за початковi умови вирази

𝑇 (0) = 𝑇0 > 𝑇𝑝, (17)

𝜑 (0) = 0, (18)

та iнтегруючи обидвi частини рiвностi (16), одер-
жуємо формулу

𝑇 (𝑡) = 𝑇0 −
𝑞

𝑐
𝜑𝑇 (𝑡) sign

𝑑𝜑

𝑑𝑡
. (19)

Пiдставляючи (19) в спiввiдношення (5), одер-
жуємо iнтегральне рiвняння для визначення фун-
кцiї 𝜑𝑇 (𝑡).

𝜑(𝑡) = 𝜑𝑇 (𝑡) = 1− exp

{︃
−𝐶0𝑤

3 ×

×
𝑡∫︁

0

exp

[︃
− 𝑀(︁

𝑇0 − 𝑞
𝑐𝜑𝑇 (𝜏) sign

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝜏 − 𝑇𝑝

)︁2
]︃
×

× (𝑡−𝜏)
3
𝑑𝜏

}︃
. (20)

Таким чином, застосування нульового наближе-
ння по малому параметру 𝛼 дозволяє при описо-
вi фазового переходу замiнити систему рiвнянь (5,
11) одним рiвнянням (20).

6. Механiзм виникнення
автоколивань в процесi фазового
переходу

Розв’язуватимемо рiвняння (20) методом послiдов-
них наближень. Займемось вибором нульового на-
ближення.

Розрахувавши похiдну

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝑡
= exp

{︃
−𝐶0𝑤

3 ×

×
𝑡∫︁

0

exp

[︃
− 𝑀(︁

𝑇0− 𝑞
𝑐𝜑𝑇 (𝜏) sign

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝜏 −𝑇𝑝

)︁2
]︃
×

×(𝑡−𝜏)
3
𝑑𝜏

}︃
𝐶0𝑤

3×

× 3

𝑡∫︁
0

exp

[︃
− 𝑀(︁

𝑇0 − 𝑞
𝑐𝜑(𝜏) sign

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝜏 −𝑇𝑝

)︁2
]︃
(𝑡−𝜏)

2
𝑑𝜏,

(21)
встановлюємо, що

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝑡
(0) = 0, (22)

𝑑𝜑𝑇

𝑑𝑡
(∞) = 0. (23)

Вимагатимемо вiд нульового наближення викона-
ння рiвностей (22, 23). Цим вимогам задовольняє
функцiя, зображена на рис. 1, a.
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Як бачимо з рис. 1, a, ця функцiя має точку пе-
регину при значеннi 𝑡 = 𝜂. Спрощуючи ситуацiю,
перейдемо вiд функцiї, зображеної на рис. 1, a, до
подiбної функцiї, представленої на рис. 1, b, i саме
останню розглядатимемо як нульове наближення,
записуючи

𝜑0 = 𝜃 (𝑡− 𝜂), (24)

де 𝜃 (𝑡− 𝜂) – одинична функцiя Хевiсайда, що, як
вiдомо, визначається виразом

𝜃 (𝑡− 𝜂) =

{︂
0 if 𝑡 < 𝜂,
1 if 𝑡 > 𝜂.

(25)

Для функцiї (1) точка перегину спостерiгається
при значеннi 𝑡 ≈ 𝛽− 1

4 .
Ця функцiя має той самий вигляд, що i функцiя,

зображена на рис. 1, a. Такий же збiг дозволяє за-
писати оцiнку

𝜂 ≈ 𝛽− 1
4 . (26)

Далi викладення провадитимемо в рамках вве-
деного нульового наближення.

Нехай виконується нерiвнiсть

𝑇0 −
𝑞

𝑐
> 𝑇0. (27)

Згiдно з вибраним нульовим наближенням (див.
рис. 2, a, b) до моменту 𝑡 = 𝜂 функцiя 𝜑𝑇 (𝑡) зали-
шається рiвною нулевi, в момент 𝑡 = 𝜂 стрибком
досягає значення 𝜑 = 1, залишаючись далi рiвною
цьому значенню. Оскiльки до моменту 𝑡 = 𝜂 фа-
зового переходу не вiдбувається, не змiнюється i
температура, залишаючись рiвною (рис. 2, b). При
утвореннi в момент 𝑡 = 𝜂 фази 𝐵 поглинається
тепло, що призводить до падiння температури на
величину 𝑞/𝑐. Нерiвнiсть (27) означає, що описа-
нi подiї вiдбуваються в температурному iнтервалi
фази 𝐵. То ж при 𝑡 > 𝜂 значення функцiї 𝑇 (𝑡) та
𝜑𝑇 (𝑡) залишаються сталими.

Описанiй поведiнцi цих функцiй вiдповiдає
формула

𝑇 (𝑡) = 𝑇0 −
𝑞

𝑐
𝜃 (𝑡− 𝜂). (28)

Ситуацiя суттєво змiнюється у випадку, коли
справедливою виявляється нерiвнiсть

𝑇0 −
𝑞

𝑐
< 𝑇𝑝. (29)

a

b
Рис. 1. Нульове наближення для функцiй 𝜑(𝑡)

a

b
Рис. 2. Неперiодичний режим фазового переходу
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a

b
Рис. 3. Перiодичний режим фазового переходу

Тепер при поглинаннi тепла в момент 𝑡 = 𝜂 тем-
пература знижується до значення, меншого за 𝑇𝑝

(рис. 3, a). Тим самим створюються передумови
для зворотного переходу 𝐵 → 𝐴. При цьому згi-
дно з вибраним нульовим наближенням функцiя
мусить дорiвнювати одиницi на часовому iнтерва-
лi (𝜂, 2𝜂), а далi стрибком зменшуватись до нуля в
момент 𝑡 = 2𝜂 (рис. 3, b). Вiдповiдно температура
залишається рiвною 𝑇0− 𝜆

𝑐 на згаданому часовому
iнтервалi, збiльшуючись до значення 𝑇0 в момент
𝑡 = 2𝜂 внаслiдок видiлення тепла при фазовому
переходi 𝐵 → 𝐴. З часом описана поведiнка по-
вторюється. При такiй поведiнцi залежностi i 𝑇 (𝑡)
є перiодичною ступiнчатою функцiєю часу:

𝜑𝑇 (𝑇 ) =
∑︁
𝑘

{︁
𝜃 [𝑡− 𝑘𝜂]− 𝜃 [𝑡− (𝑘 + 1) 𝜂]

}︁
(𝑘 = 1, 3, 5, ...,∞), (30)

𝑇 (𝑡) = 𝑇0 −
𝑞

𝑐

∑︁
𝑘

{︁
𝜃 [𝑡− 𝑘𝜂]− 𝜃 [𝑡− (𝑘 + 1) 𝜂]

}︁
(𝑘 = 0, 2, 4, ...,∞). (31)

Вiдсутнiсть перiодичного джерела та незатуха-
ючий характер функцiй (30), (31) свiдчать про те,
що за умови (29) в системi виникають автоколи-
вання температури та фазового складу системи.
Перiод цих коливань дорiвнює 2𝜂. При цьому вони
зсунутi одне вiдносно другого в часi на величину
𝜂. Рис. 2, 3 та формули (30), (31) вiдповiдають ви-
падковi, коли виконуються рiвностi (17), (18), (29).

Нехай тепер реалiзуються початковi умови

𝑇0 < 𝑇𝑝, (32)

𝜑 (0) = 1. (33)

Повторюючи мiркування, аналогiчнi мiркуванням,
якi стосувались поведiнки системи за початкових
умов (17, 18), ми можемо стверджувати, що у ви-
падку, коли

𝑇0 +
𝑞

𝑐
< 𝑇𝑝, (34)

автоколивання вiдсутнi, а коли

𝑇0 +
𝑞

𝑐
> 𝑇𝑝, (35)

автоколивання будуть виникати.
Таким чином, появу автоколивань визначає зна-

чення локальної питомої теплоти переходу, тобто
автоколивання виникають в тих точках контину-
ума, для яких виконується умова (29) або умова
(35). Назвемо цi точки центрами автоколивань.

7. Автохвилi та термодинамiчнi
флуктуацiї, що виникають в процесi
фазового переходу

Перейдемо до першого наближення по малому па-
раметру 𝛼, враховуючи тим самим iснування вну-
трiшнього теплообмiну.

При цьому центри автоколивань перетворюю-
ться на джерела автохвиль – пейсмекери або ве-
дучi центри (за прийнятою в [1] термiнологiєю).
Тривалiсть дiї пейсмекера зумовлюється малiстю
параметра 𝛼.

При поширеннi автохвилi в кожнiй точцi конти-
нуума – вiдбуваються автоколивання величини 𝜑,
коли поперемiнно одна фаза замiнюється iншою.
Автоколивання величини 𝜑 викликають флуктуа-
цiї термодинамiчних параметрiв.

Таким параметром є, наприклад, локальна дi-
електрична проникнiсть 𝜀 (r, 𝑡).
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Пейсмекери мають рiзнi характеристики, то ж
рiзними виявляються i частоти автоколивань в
утворених ними автохвилях.

Значення 𝜀 (r, 𝑡) формується внаслiдок прохо-
дження через точку r автохвиль з рiзними часто-
тами, тому залежнiсть 𝜀 (r, 𝑡) вiд часу є квазiперi-
одичною функцiєю.

Для середнього значення дiелектричної прони-
кностi в момент 𝑡 маємо формулу

𝜀𝑎 (𝑡) =
1

𝑉

∫︁
𝑉

𝜀 (r, 𝑡) 𝑑r, (36)

де 𝑉 – об’єм системи, а для середнього ква-
дратичного вiдхилення дiелектричної проникностi
Δ2

𝜀 (𝑡) – вираз

Δ2
𝜀 (𝑡) =

1

𝑉

∫︁
𝑉

[𝜀 (r, 𝑡)− 𝜀0 (𝑡)]
2
𝑑r. (37)

Як вiдомо (див., наприклад, [6] та iн.), iнтенсив-
нiсть розсiяння свiтла 𝐼 пропорцiйна Δ2

𝜀, тобто

𝐼 (𝑡) ∼ Δ2
𝜀 (𝑡). (38)

Оскiльки 𝐼 (𝑡) мусить мати ще одну особливiсть.
Розглянемо середню iнтенсивнiсть 𝐼𝑎 розсiяння,

визначивши її формулою

𝐼𝑎 =
1

𝑡1

𝑡1∫︁
0

𝐼 (𝑡) 𝑑𝑡, (39)

де 𝑡1 – тривалiсть спостереження.
Температура 𝑇0 може бути ототожнена з тем-

пературою термостата, в якому розмiщено дослi-
джувану систему. Як це випливає з нерiвностей
(29) i (35), чим менше значення |𝑇0 − 𝑇𝑝|, тим при
менших значеннях 𝑞 виникають автоколивання. Це
означає, що при зменшеннi |𝑇0 − 𝑇𝑝| збiльшується
число пейсмекерiв, що в свою чергу призводить до
збiльшення 𝐼𝑎. Отже, 𝐼𝑎 має збiльшуватись при на-
ближеннi температури термостата до температури
фазового переходу.

8. Порiвняння iз експериментом

В роботi [7] були проведенi дослiдження розсiян-
ня свiтла 3% водного розчину гiдроксипропилме-
тилцелюлози (метолози) в околi температури фа-
зового переходу. Було встановлено, що в iнтервалi

температур 303–353 К залежностi 𝐼 (𝑡) є квазiперi-
одичнi функцiї часу.

Було також виявлено, що значення 𝐼𝑎 збiльшує-
ться iз зменшенням |𝑇0 − 𝑇𝑝|. Отже отриманi в [7]
результати свiдчать про реальнiсть iснування ав-
тохвиль, породжених фазовим переходом I роду.

Аналiз показує, що автохвилi виникають за та-
ких причин. Щоб здiйснити перехiд iз низькотем-
пературної у високотемпературну фазу, необхiдно
нагрiти систему до температури, яка перевищує
температуру фазового переходу. На це витрача-
ється певна кiлькiсть тепла. Утворюється деяка
кiлькiсть високотемпературної фази, що супрово-
джується поглинанням тепла.

Нехай система має низьку теплопровiднiсть, так
що процес теплообмiну уповiльнений. Крiм того,
нехай система складається з областей з рiзним сту-
пенем впорядкованостi i вiдповiдно з рiзним значе-
нням питомої теплоти переходу.

За цих умов в областi з достатньо високим зна-
ченням питомої теплоти переходу внаслiдок погли-
нання тепла, що супроводжує утворення високо-
температурної фази, температура стає меншою за
температуру фазового переходу.

Починається перехiд iз високотемпературної в
низькотемпературну фазу. Цей перехiд супрово-
джується уже видiленням тепла, тобто пiдвище-
нням температури. Коли температура стає вищою
за температуру фазового переходу, знов починає-
ться перехiд у високотемпературну фазу. Цей про-
цес багаторазово повторюється. Iншими словами,
в згаданiй областi виникають автоколивання тем-
ператури та фазового складу.

Така область стає джерелом автохвиль, пошире-
ння яких викликає автоколивання температури та
фазового складу в усiй системi.

9. Висновки

Виходячи з кiнетичного рiвняння для фазового пе-
реходу першого роду та рiвняння теплового балан-
су розглянуто механiзм виникнення автоколивань.
Розглянуто автохвилi, якi можуть виникати в про-
цесi вказаного фазового переходу. Показано, що за
певних умов в процесi фазового переходу система
може перейти в сильно нерiвноважний стан утво-
ривши просторово часову дисипативну структуру,
яка i є сукупнiстю автохвиль, що i пiдтверджує-
ться в проведеному ранiше експериментi [7].
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AUTOWAVES INDUCED
BY FIRST-ORDER PHASE TRANSITIONS

It has been found that autowaves can emerge at a phase tran-

sition of the first order, and their propagation is accompanied

by self-oscillations of the temperature and phase composition

of the medium. Conditions under which the mentioned waves

can appear have been formulated. It has been shown that the

propagation of autowaves leads to significant fluctuations of

macroscopic parameters in a vicinity of the phase transition

temperature.
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