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НЕЛОКАЛЬНИЙ ПСЕВДОПОТЕНЦIАЛ
I ТЕРМОДИНАМIКА МЕТАЛIЧНОГО ГЕЛIЮУДК 539

Дослiдженi термодинамiчнi властивостi рiдкого металiчного гелiю в другому порядку
теорiї збурень за псевдопотенцiалом електрон-iонної взаємодiї. При цьому використа-
но псевдопотенцiал, знайдений з перших принципiв. Цей псевдопотенцiал є нелокаль-
ним i нелiнiйним. Нелокальнiсть псевдопотенцiалу приводить до того, що у розвиненнi
внутрiшньої енергiї, вiльної енергiї i тиску рiдкого металiчного гелiю в ряд за псевдо-
потенцiалом присутнiй член першого порядку. Його дiагональний матричний елемент
виявляється того ж порядку величини, що i член нульового порядку. В результатi цей
член дає важливий внесок у внутрiшню i вiльну енергiю, а залежнiсть їх вiд густини
i температури стає суттєвiшою. Вiдповiдно зростає i тиск, при якому може реалi-
зовуватись рiдка металiчна фаза гелiю. Цей тиск на порядок перевищує вiдповiдний
тиск у металiчному воднi i на сьогоднi є недосяжним на експериментi. Аналiз ентро-
пiї дозволив з’ясувати область iснування рiдкої металiчної фази i з’ясувати умови її
кристалiзацiї. Порiвняння з густинами, тисками i температурами всерединi газових
гiгантiв Юпiтера i Сатурна дозволило зробити висновок про те, що в центральних ча-
стинах цих планет не лише водень, а i гелiй перебувають у металiчному станi. Проте
тиск в надрах планет є недостатнiм для кристалiзацiї гелiю.
Ключ о в i с л о в а: металiзацiя гелiю, псевдопотенцiал електрон-iонної взаємодiї, внутрi-
шня енергiя металiчного гелiю, вiльна енергiя металiчного гелiю, рiвняння стану металi-
чного гелiю.

1. Вступ

Сучасна теорiя металiв базується на теорiї псев-
допотенцiалiв [1], де потенцiал взаємодiї електро-
нiв провiдностi з iонною пiдсистемою, який не обо-
в’язково є слабким, замiнюється слабшим псевдо-
потенцiалом. Останнiй має той суттєвий недолiк,
що є нелокальним i нелiнiйним. Оскiльки для його
побудови з перших принципiв потрiбно використо-
вувати хвильовi функцiї зв’язаних електронiв, то
остання задача стає занадто складною для викори-
стання такого псевдопотенцiалу для розрахункiв
рiзноманiтних властивостей бiльшостi металiв. То-
му звичайно використовують модельнi псевдопо-
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тенцiали з пiдгiнними параметрами, якщо є доста-
тньо експериментальних даних для їх знаходжен-
ня. Єдиним металом, для якого псевдопотенцiал
збiгається з кулонiвським потенцiалом протона, i
де не виникає жодних технiчних ускладнень, є ме-
талiчний водень [2]. Проте, серед iнших металiв,
є один метал – металiчний гелiй, де для хвильо-
вих функцiй зв’язаних електронiв, iснують про-
стi i точнi аналiтичнi вирази i де псевдопотенцiал,
знайдений з перших принципiв, цiлком придатний
для практичних розрахункiв [3]. Метою даної стат-
тi є застосування запропонованого псевдопотенцi-
алу до розрахункiв рiвняння стану металiчного ге-
лiю. На даний момент – це єдиний можливий шлях
для теоретичних розрахункiв його рiзноманiтних
властивостей.
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Перше повiдомлення щодо експериментального
отримання металiчного водню в результатi ударно-
го стискання з’явилось у 1996 роцi [4]. Параметра-
ми, за яких вiдбулась металiзацiя водню були: тиск
1,4 Мбар, густина 0,64 г/см3, температура 3 000 К.
Спроба отримати металiчний водень при статично-
му стисканнi до 3,42 Мбар i низьких температурах
у 1998 роцi [5] не привела до успiху. У 2011 ро-
цi з’явилось повiдомлення про отримання рiдкого
металiчного водню при статичному стисканнi до
3 Мбар [6]. В металiчному станi вдалося отрима-
ти експериментально i такi елементи, як кисень у
2001 роцi [7] i азот у 2003 роцi [8].

Теоретичне i експериментальне вивчення металi-
зацiї гелiю виявилось не таким успiшним. Перша
спроба теоретичної оцiнки енергiї основного стану,
рiвняння стану i стисливостi металiчного гелiю в
рамках модифiкованої теорiї Бракнера була здiй-
снена доволi давно [9, 10]. Отриманi результати не
претендували на високу точнiсть, але давали до-
волi песимiстичну оцiнку для тиску, за якого гелiй
мав переходити у металiчний стан – це приблизно
20 млн атм. На час виходу цiєї статтi (1974 рiк)
про такi тиски в земних умовах можна було ли-
ше мрiяти, хоча в надрах планет-гiгантiв сонячної
системи iснували i значно вищi тиски. Пройшло
приблизно 30 рокiв до першої доволi вдалої спро-
би отримати гелiй у металiчному станi [11]. Для
цього використали комбiноване статичне i динамi-
чне стикання нагрiтого рiдкого гелiю. Контроль за
агрегатним станом гелiю здiйснювався через спо-
стереження вiдбивної здатностi свiтла для дослi-
джуваного зразка. Виявилось, що ознаки перехо-
ду гелiю у металiчний стан спостерiгались вже при
густинi гелiю в 1,2 г/см3, яка була у декiлька разiв
меншою вiд попереднiх теоретичних оцiнок. Прав-
да не вдалося точно вимiряти тиск в областi пе-
реходу, але вiн виявився, за даними авторiв екс-
перименту, на 1–2 порядки меншим за попереднi
теоретичнi оцiнки.

Не простою виявилась ситуацiя з металiчним
гелiєм в надрах планет-гiгантiв сонячної системи
[12]. Тут головною проблемою стала мало дослi-
джена проблема розчинностi гелiю в металiчному
воднi i вплив останнього на параметри металiзацiї
гелiю.

Доволi перспективним для дослiдження мета-
лiзацiї гелiю видається метод молекулярної ди-
намiки [13, 14]. Тут iнтервал дослiджуваних гу-

стин становив 1–22 г/см3, а температур – 10 000–
50 000 К. Неочiкуваним результатом цих дослi-
джень було те, що металiзацiя гелiю виявилась
процесом поступовим без рiзкого фазового перехо-
ду першого роду. При найменшiй з дослiджуваних
густин вона становила 10% зразка, при найбiль-
шiй – 99%.

Метод молекулярної динамiки має свої обмеже-
ння. Його результати мають порiвнюватись з iн-
шими методами теоретичних розрахункiв, зокрема
з прямими квантово-механiчними розрахунками з
перших принципiв.

Гелiй у металiчному станi легко пiддається тео-
ретичному дослiдженню лише у випадок дворазо-
во iонiзованих атомiв [15]. У цьому разi потенцi-
ал електрон-iонної взаємодiї є кулонiвським, тоб-
то вiдомим точно. Єдина характеристика металi-
чного гелiю, що була обчислена для одноразово
iонiзованих атомiв гелiю, є парна ефективна мiж-
iонна взаємодiя [3]. У цiй роботi ми використає-
мо запропонований псевдопотенцiал для обчисле-
ння рiзних термодинамiчних характеристик рiдко-
го металiчного гелiю. Ми вважаємо, що густина
електронiв провiдностi, що вiдповiдає металiчному
стану гелiю, є такою самою, як i у металiчного во-
дню [4]. У цьому разi в точцi переходу в металiчний
стан питомi густини становитимуть 0,64 г/см3 для
водню i 2,56 г/см3 для гелiю.

Метою даної статтi є з’ясування термодинамi-
чних умов iснування рiдкої металiчної фази гелiю
та можливостi її кристалiзацiї тиском. В рамках
нашого пiдходу тиск, при якому вiдбувається ме-
талiзацiя гелiю, виявляється на порядок вищим,
нiж у разi металiзацiї водню.

2. Енергiя електронiв провiдностi

Для внеску нульового порядку за псевдопотенцiа-
лом у внутрiшню енергiю електронiв провiдностi,
тобто для їх енергiї прямої кулонiвської, обмiнної
взаємодiй та кореляцiй, використаємо класичний
вираз, запропонований Гелл–Маном i Бракнером
[16], якi представили його у виглядi ряду за степе-
нями параметра 𝑟𝑠:

𝐸0 =
2,21

𝑟2𝑠
− 0,916

𝑟𝑠
+ 0,0622 ln(𝑟𝑠)− 0,096. (1)

Тут 𝑟𝑠 – радiус сфери, об’єм якої збiгається з об’є-
мом, що припадає на один електрон.
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При обчисленнi псевдопотенцiалу одноразово
iонiзованого атома гелiю ми використали хвильо-
ву функцiю основного стану iзольованого iона ге-
лiю та енергiю цього стану. Потенцiал, створюва-
ний iоном гелiю складається з кулонiвського по-
тенцiалу ядра гелiю i одного зв’язаного електрона,
просторовий заряд якого розташований сферично
симетрично навколо ядра. Вiн є локальним i потен-
цiальна енергiя взаємодiї електрона провiдностi з
таким iоном має вигляд

𝑉 (𝑞) = −4𝜋𝑒2

𝑞

[︂
𝑧 − 16𝑧4

(𝑞2 + 4𝑧2)2

]︂
. (2)

Тут 𝑧 = 2 – заряд ядра. При використаннi такого
потенцiалу ми не враховуємо той факт, що хви-
льовi функцiї електронiв провiдностi мають бути
ортогональнi хвильовим функцiя електронiв зв’я-
заних електронiв. Тобто електрон провiдностi нiби
виштовхується з областi, зайнятої iонним остовом.
Таку ортогональнiсть можна врахувати замiною в
гамiльтонiанi електронної пiдсистеми потенцiалу
на псевдопотенцiал. Ця обставина додає до наве-
деного вище локального потенцiалу нелокальний
доданок
⟨k|𝑤𝑛𝑙|k′⟩ = − 64𝜋𝑧5(𝐸𝑘 − 𝜀0)

(𝑧2 + 𝑘2)2(𝑧2 + 𝑘′2)2
. (3)

Тут 𝜀0 – енергiя основного стану електрона в iонi
гелiю, 𝐸k – енергiя електрона провiдностi. Са-
ме залежнiсть формактора псевдопотенцiалу вiд
енергiї електронiв провiдностi зумовлює його не-
лiнiйнiсть. При побудовi теорiї збурень за псевдо-
потенцiалом сам псевдопотенцiал також потрiбно
знаходити в рамках теорiї збурень. Обидва розви-
нення мають узгоджуватись. Тут ми використо-
вуємо формфактори псевдопотенцiалу, знайденi у
нульовому порядку за псевдопотенцiалом. Це озна-
чає, що в ролi енергiї електронiв провiдностi ми
беремо лише їх кiнетичну енергiю. Цього цiлком
достатньо при розрахунках внутрiшньої енергiї ме-
талу в рамках теорiї збурень не вище другого по-
рядку за псевдопотенцiалом. Отже, псевдопотенцi-
ал електрон-iонної взаємодiї для одноразово iонi-
зованого атома гелiю є таким [3]:

⟨k|𝑤|k′⟩ = 𝑉 (k− k′) + ⟨k|𝑤𝑛𝑙|k′⟩. (4)

Єдине наближення, яке ми зробили, полягає у ви-
користаннi власних чисел i власних функцiй iзо-
льованого iона гелiю. Матричнi елементи скрiзь
беруться за плоскими хвилями.

Енергiя першого порядку за псевдопотенцiалом,
завдяки електронейтральностi металу, не мiстить
локальної частини псевдопотенцiалу i має вигляд

𝐸1 =
1

𝜋2

𝑘F∫︁
0

⟨𝑘|𝑤𝑛𝑙 |⟩ 𝑘2𝑑𝑘, (5)

⟨𝑘|𝑤𝑛𝑙 |⟩ = − 64𝜋𝑧5

(𝑧2 + 𝑘2)4

(︂
−𝑧2

2
+

𝑘2

2

)︂
. (6)

Останнiй iнтеграл легко обчислити аналiтично,
проте результат буде доволi громiздким. Хоча цей
доданок формально має перший порядок за псев-
допотенцiалом, але, насправдi, вiн є того ж поряд-
ку величини, що i член нульового порядку. Ця об-
ставина є наслiдком усереднення внеску за iонни-
ми ступенями вiльностi i трансляцiйною iнварiан-
тнiстю системи у рiдкому станi. Член другого по-
рядку за псевдопотенцiалом має вигляд

𝐸2 = Δ1 +Δ2 +Δ3. (7)

Внесок, зумовлений локальною частиною псевдо-
потенцiалу, буде таким:

Δ1 = − 1

2𝜋2

∞∫︁
0

𝜋0(𝑞)𝑤
2(𝑞)

𝜀(𝑞)
𝑆𝑖(𝑞) 𝑞

2𝑑𝑞. (8)

Тут поляризацiйний оператор невзаємодiючого
електронного газу

𝜋0(𝑞) =
𝑘F
2𝜋2

[︂
1 +

4𝑘2F − 𝑞2

4𝑘F𝑞
ln

(︂⃒⃒⃒⃒
2𝑘F + 𝑞

2𝑘F − 𝑞

⃒⃒⃒⃒)︂]︂
, (9)

ефективна дiелектрична проникнiсть взаємодiю-
чого електронного газу у наближеннi Гелдартом
i Воско [17]:

𝜀(𝑞) = 1 + [𝑣(𝑞) + ̃︂𝑣(𝑞)]𝜋0(𝑞), (10)

кулонiвський потенцiал електрон-електронної
взаємодiї

𝑣(𝑞) =
4𝜋𝑒2

𝑞2
, (11)

локальний потенцiал обмiнної взаємодiї i коре-
ляцiй

̃︀𝑣(𝑞) = − 2𝜋𝑒2

𝑞2 + 𝜆𝑘2F
, (12)
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𝜆 ≈ 2, 𝑆𝑖(𝑞) – парний структурний фактор iонної
пiдсистеми в моделi твердих сфер [18]. Для внеску,
зумовленого нелокальною частиною псевдопотен-
цiалу, матимемо

Δ3 =
1

2𝜋4

𝑚

}2

𝑘F∫︁
0

𝑑𝑘

∞∫︁
0

𝑑𝑘′𝑘′ ⟨k|𝑤𝑛𝑙|k′⟩2 ×

×
(︂

1

𝑘 + 𝑘′
+

1

𝑘 − 𝑘′

)︂ 𝑘+𝑘′∫︁
𝑘−𝑘′

𝑆𝑖(𝑞)

𝜀(𝑞)
𝑞 𝑑𝑞. (13)

Нарештi, перехресний член буде таким:

Δ2 =
1

𝜋4

𝑚

}2

𝑘F∫︁
0

𝑑𝑘

∞∫︁
0

𝑑𝑘′𝑘′ ⟨k|𝑤𝑛𝑙|k′⟩×

×
(︂

1

𝑘 + 𝑘′
+

1

𝑘 − 𝑘′

)︂ 𝑘+𝑘′∫︁
𝑘−𝑘′

𝑉 (𝑞)

𝜀(𝑞)
𝑆𝑖(𝑞)𝑞 𝑑𝑞. (14)

3. Внутрiшня енергiя,
ентропiя i вiльна енергiя

Для ентропiї металу ми використали такий iнтер-
поляцiйний вираз [19]:

𝑆 = 𝑆𝑒 + 𝑆gas + 𝑆conf . (15)

Тут внесок iдеального виродженого електронного
газу в ентропiю

𝑆𝑒 =
𝜋2𝑘2B𝑇

𝑘2F
, (16)

внесок класичної iонної пiдсистеми в ентропiї у га-
зовому наближеннi

𝑆gas =
5

2
𝑘B +

3

2
𝑘B ln

(︃
𝑀𝑘B𝑇

2𝜋𝑛
2/3
𝑖

)︃
, (17)

внесок, зумовлений вiдмiннiстю реальної iонної
пiдсистеми вiд класичного iдеального газу (конфi-
гурацiйний внесок):

𝑆conf = 𝑘B
4𝜂 − 3𝜂2

(1− 𝜂)2
, (18)

де 𝜂 – густина пакування iонiв у моделi твердих
сфер.

Для електростатичної енергiї ми використали
класичний результат [19]:

𝐸𝑒𝑠 =
𝑧2

𝜋

∞∫︁
0

[𝑆𝑖(𝑞)− 1]𝑑𝑞. (19)

Для внутрiшньої енергiї у другому порядку тео-
рiї збурень за псевдопотенцiалом матимемо такий
вираз:

𝐸 = 𝐸𝑒𝑠 + 𝐸0 + 𝐸1 + 𝐸2. (20)

Вiдповiдно, для вiльної енергiї скористаємось її
означенням

𝐹 = 𝐹 − 𝑇𝑆. (21)

Диференцiюючи вiльну енергiю за об’ємом систе-
ми при сталiй температурi, отримуємо тиск, необ-
хiдний для утримання гелiю в конденсованому ме-
талiчному станi.

4. Результати та їх обговорення

Окреме дослiдження ентропiї системи має сенс,
оскiльки дозволяє визначити область iснування
рiдкої фази металiчного гелiю. Якщо початкова
точка графiка залежностi ентропiї вiд густини є
цiлком гiпотетичною, ґрунтованою на припущен-
нi, що металiзацiя гелiю i водню вiдбувається при
однаковiй густинi електронного газу, то кiнцева
точка графiка має цiлком конкретний характер i
свiдчить про перехiд металiчного гелiю з рiдко-
го у твердий стан за рахунок його стискання. То-
чку переходу в твердий стан можна визначити з
умови рiвностi нулю ентропiї металу, як функцiї
густини i температури 𝑆 = 0. На рис. 1 наведе-
на залежнiсть ентропiї рiдкого металiчного гелiю
вiд густини при рiзних температурах. Якщо вiд-
штовхуватись вiд початкової густини рiдкої фази
металiчного гелiю при густинi 2,56 г/см3 i темпе-
ратурi 5 000 К, то ентропiя iз збiльшенням густи-
ни монотонно спадає i досягає нульового значення
при густинi 3,5 г/см3. При цьому значенi густини
починається кристалiзацiя тиском рiдкого металi-
чного гелiю. При температурi 10000 К кристалiза-
цiя наступає при дещо бiльшiй густинi 3,6 г/см3.
При температурi 15000 К кристалiзацiя вiдбува-
ється при ще бiльшiй густинi 3,65 г/см3. Таким
чином, залежнiсть густини, при якiй вiдбувається
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Рис. 1. Залежнiсть ентропiї вiд густини при рiзних темпе-
ратурах

Рис. 2. Залежнiсть тиску у рiдкому металiчному гелiї вiд
густини при рiзних температурах

кристалiзацiя, вiд температури не така вже i ве-
лика. Навряд найближчим часом можна говорити
про отримання кристалiчного металiчного гелiю у
земних умовах, проте в надрах Юпiтера ближче до
його твердого ядра такi умови нiбито iснують i по
температурi, i по густинi. Полiтропна модель Юпi-
тера дає в центрi планети густину близько 7 г/см3.
При цьому температура не перевищує 20000 К. Не-
вiдповiднiсть густини кристалiзацiї гелiю i густи-
ни речовини в центральнiй частинi Юпiтера не по-
винна дивувати, оскiльки гелiй складає лише не-
велику частину маси планети. Ближче до поверх-
нi планети вiн рiвномiрно перемiшаний з воднем,

що обмежує можливiсть збiльшення його густини,
а ближче до центра конденсується у виглядi рiд-
ких крапель [20] в середовищi рiдкого металiчно-
го водню, як доволi iзольована субстанцiя, що ма-
ло впливає на загальну густину речовини. Головно
планета складається з водню, який перебуває пе-
реважно у рiдкому металiчному станi.

Нашi розрахунки показують, що тиск рiдкого
металiчного гелiю в гiпотетичних межах iснуван-
ня рiдкої металiчної фази є доволi високим i пе-
ревищує сучаснi експериментальнi можливостi. На
рис. 2 наведена залежнiсть тиску в рiдкому металi-
чному гелiї вiд густини при рiзних температурах.
Видно, що температурна залежнiсть тиску дово-
лi сильна. Якщо при температурi 10 000 К макси-
мальному значенню тиску рiдкої фази вiдповiдає
приблизно 40 Мбар, то температурi у 15 000 К вже
вiдповiдає тиск у приблизно 90 Мбар. Зазначимо,
що полiтропна модель Юпiтера дає значення ти-
ску у центрi Юпiтера приблизно 60 Мбар.

Оскiльки температура у центрi Юпiтера дорiв-
нює приблизно 20 000 К, а тиск, потрiбний для
кристалiзацiї рiдкого металiчного гелiю, при такiй
температурi досягає 90 Мбар, то кристалiзацiя ма-
лоймовiрна. Тиск в надрах Юпiтера достатнiй для
металiзацiї гелiю, проте недостатнiй для його кри-
сталiзацiї. Подiбна ситуацiя щодо металiзацiї гелiю
виникає i в надрах Сатурна.

5. Висновки

1. Принципова вiдмiннiсть мiж рiдкими металiчни-
ми воднем i гелiєм з теоретичної точки зору поля-
гає у тому, що електрон-iонна взаємодiя в металi-
чному воднi описується локальним кулонiвським
потенцiалом, а в металiчному гелiї – нелокальним
псевдопотенцiалом. Ця вiдмiннiсть призводить i
до суттєвих фiзичних вiдмiнностей. Гiпотетичний
тиск, при якому мала б вiдбутись металiзацiя ге-
лiю виявляється на порядок вищим за вiдповiдний
тиск для водню.

2. Умови у центральних частинах план-гiгантiв
Юпiтера i Сатурна цiлком вiдповiдають умовам
металiзацiї гелiю, проте у земних умовах досягнутi
на сьогоднi експериментальнi значення термодина-
мiчних параметрiв недостатнi.

3. Кристалiзацiя тиском металiчного гелiю не
можлива навiть в надрах планет-гiгантiв сонячної
системи.
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NONLOCAL PSEUDOPOTENTIAL
AND THE THERMODYNAMICS OF METALLIC HELIUM

Thermodynamic properties of liquid metallic helium have been

studied in the framework of perturbation theory of the second-

order in the electron-ion interaction pseudopotential. The lat-

ter was determined from the first principles and was found to be

nonlocal and nonlinear. The pseudopotential nonlocality leads

to the appearance of the first-order terms in the series expan-

sions of the internal energy, free energy, and pressure of liquid

metallic helium in the pseudopotential. The diagonal matrix

element of this term is of the same order of magnitude as that

in the zero-order term. As a result, the first-order term makes

a substantial contribution to the internal and free energies, so

that their dependences on the density and the temperature be-

come stronger. Accordingly, the pressure at which the liquid

phase of metallic helium can be realized increases. This pres-

sure is an order of magnitude higher than the corresponding

pressure in metallic hydrogen and is currently unattainable ex-

perimentally. The analysis of the entropy made it possible to

determine the region of existence for the liquid metallic helium

phase and the conditions for its crystallization. A comparison

between the densities, pressures, and temperatures inside such

gas giants as Jupiter and Saturn allowed us to conclude that

not only hydrogen but also helium are in the metallic state

in the central parts of those planets. However, the pressure in

their interiors is insufficient for helium to crystallize.

Ke yw o r d s: pseudopotential of electron-ion interaction,
metallic helium, internal energy, free energy, equation of state.
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