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ПРОБЛЕМНI ПИТАННЯ
МЕТАЛОПЛАЗМОНIКИ ОБ’ЄМНИХ
ПОЛЯРИТОНIВ У МАГНIТОСТАТИЧНОМУ ПОЛIУДК 537.6/.8

Запропоновано метод, який формалiзує розв’язок задач електродинамiки об’ємних плаз-
мон-поляритонiв, де виникає проблема з вибором додаткових граничних умов, неза-
лежний вiд кiлькостi хвиль у їх електроннiй компонентi. Цей метод базується на
використаннi оператора Грiна для хвильового рiвняння об’ємних плазмон-поляритонiв
та теорiї лишкiв функцiй комплексної змiнної. У загальнiй постановцi задачi, вико-
ристовуючи методи тензорної алгебри, знайдено матричнi коефiцiєнти вiдбиття та
заломлення електромагнiтних хвиль на поверхнi металу у областi iснування об’ємних
плазмон-поляритонiв. Побудовано оператор Грiна хвильового рiвняння об’ємних плаз-
мон-поляритонiв у магнiтостатичному полi H0 та проаналiзовано їх дисперсiйнi “по-
верхнi” 𝜔 = 𝑓(k,H0).

К люч о в i с л о в а: оператор Грiна, плазмони, плазмон-поляритони, просторова диспер-
сiя, додатковi граничнi умови, магнiтостатичне поле.

1. Вступ
У попереднiй роботi [1] було виконано узагальне-
ння моделi Друде–Лоренца на випадок об’ємних
та поверхневих плазмонiв (без врахування ефектiв
запiзнення 𝑐 → ∞) у немагнiтному металевому
зразку, що знаходиться у зовнiшньому статичному
магнiтному H0 та електричному E0 полi з враху-
ванням ефектiв просторової дисперсiї.

У данiй роботi ми розширимо аналiз явищ ме-
талоплазмонiки на випадок плазмон-поляритонiв
(коли будуть суттєвими ефекти запiзнення 𝑐 ̸= ∞)
у немагнiтному металевому зразку, за тих самих
зовнiшнiх умов, що були заданi у попереднiй ро-
ботi [1]. Iлюстративнi розрахунки виконанi, як i у
попереднiй роботi, на прикладi антимонiду iндiю
(напiвпровiдник InSb 𝑛−типу з вузькою забороне-
ною зоною порядку 0,18 еВ), який завдяки своїм
унiкальним фiзичним властивостям [2] має широке
застосування у електронiцi та приладобудуваннi.

Врахування ефектiв просторової дисперсiї при-
родньо пiднiмає давню проблему додаткових гра-
ничних умов [3–7], оскiльки електродинамiчних
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граничних умов у цьому випадку буде недоста-
тньо. Принципових труднощiв у цьому питаннi не-
має, можна використати граничнi умови електрон-
ної компоненти (плазмонiв) плазмон-поляритонiв,
але тут же виникає проблема аргументацiї на ко-
ристь того чи iншого вибору додаткових грани-
чних умов.

У данiй роботi запропоновано метод, який фор-
малiзує розв’язок задач електродинамiки об’єм-
них плазмон-поляритонiв у магнiтостатичному по-
лi H0, де виникає проблема з вибором додаткових
граничних умов, незалежний вiд кiлькостi хвиль у
електроннiй компонентi плазмон-поляритонiв. Цей
метод базується на використаннi оператора Грi-
на [8] для хвильового рiвняння об’ємних плазмон-
поляритонiв та теорiї лишкiв [9] функцiй компле-
ксної змiнної.

Використовуючи оператор Грiна та методи тен-
зорної алгебри побудованi, у загальнiй постанов-
цi задачi, матричнi коефiцiєнти вiдбиття �̂� та
заломлення �̂� електромагнiтної хвилi, яка падає
на поверхню металевого зразка, що знаходиться
у магнiтостатичному полi H0, у частотнiй обла-
стi, де iснують об’ємнi плазмон-поляритони. Акту-
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альнiсть цiєї задачi зумовлена широким впрова-
дженням в сучаснiй аерокосмiчнiй галузi стелс-
технологiй.

Знайдено загальне дисперсiйне рiвняння об’єм-
них плазмон-поляритонiв у магнiтостатичному по-
лi H0. Проаналiзовано вплив просторової диспер-
сiї та магнiтостатичного поля H0 на їх фiзичнi
властивостi. Показано, що на вiдмiну вiд об’ємних
плазмон-поляритонiв у стандартнiй моделi Друде–
Лоренца [10–12], тут виникають два додатковi ти-
пи низькочастотних об’ємних плазмон-полярито-
нiв. Один iз них (з найнижчою частотою) формує-
ться просторовою дисперсiєю та магнiтостатичним
полем H0. Iнший – магнiтостатичним полем H0,, а
вплив просторової дисперсiї на їх фiзичнi власти-
востi нехтовно малий.

Що стосується високочастотних об’ємних плаз-
мон-поляритонiв, то вплив просторової дисперсiї
та магнiтостатичного поля H0 на їх фiзичнi вла-
стивостi незначний i вони подiбнi до таких у стан-
дартнiй моделi Друде–Лоренца [10–12].

2. Оператор Грiна
i проблема додаткових граничних
умов у металоплазмонiцi
з просторовою дисперсiєю

Розглянемо макроскопiчне монохроматичне еле-
ктромагнiтне поле
E = E(𝜔, r) exp(−𝑖𝜔𝑡),

H = H(𝜔, r) exp(−𝑖𝜔𝑡),
(1)

яке задовiльняє хвильове рiвняння [13], [14] у лiнiй-
ному кристалiчному середовищi iз заданими мате-
рiальними параметрами. Його розв’язок формаль-
но можна виразити [8] через iнтегральний опера-
тор Грiна �̂�:

E(𝜔, r) =

∫︁
�̂�(𝜔, r− r′)J (𝜔, r′)𝑑r′, (2)

де J = J(𝜔, r) – вектор (див. далi) густини еле-
ктричного струму.

Рiвняння, якому задовiльняє фур’є-образ опера-
тора Грiна �̂� = �̂�(𝜔,k), має такий вигляд:

𝑊𝛼𝛾(𝜔,k)𝐺
𝛾𝛽(𝜔,k) =

4𝜋𝑖𝜔

𝑐2
𝛿𝛼

𝛽 ,

�̂�(𝜔,k) =

∫︁
�̂�(𝜔, r) exp(−𝑖kr)𝑑r,

𝑊𝛼𝛽 = k2𝛿𝛼𝛽 − 𝑘𝛼𝑘𝛽 − 𝑞2𝜀(𝜔,k)𝛼𝛽 , 𝑞 =
𝜔

𝑐
,

(3)

де �̂� – хвильовий оператор, одержаний виходячи
з рiвнянь Максвелла у немагнiтному металi, 𝜀 –
тензор дiелектричної проникностi металу [1], що
знаходиться у магнiтостатичному полi H0.

Фур’є-образ оператора Грiна виражається через
взаємну матрицю

𝐴𝛼𝛽(�̂� ) =
1

2
𝑒𝛼𝜈𝜇𝑒𝛽𝛾𝜆𝑊

𝛾𝜈𝑊𝜆𝜇 (4)

та визначник det(�̂� ) хвильового оператора �̂� та-
ким чином:

𝐺𝛼𝛽 =
4𝜋𝑖𝜔

𝑐2
𝐴𝛼𝛽(�̂� )

det(�̂� )
. (5)

Полюси фур’є-образу оператора Грiна �̂� звичай-
ним чином визначають дисперсiйне рiвняння об’-
ємних плазмон-поляритонiв det(𝑊 ) = 0.

Електричне поле плазмон-поляритонiв E =
= E(𝜔, r) у фiзичному просторi буде визначатися
iнтегралом

E =
1

(2𝜋)3

∫︁
�̂�(𝜔,k)J (𝜔,k) exp (𝑖kr) 𝑑k, (6)

який обчислюється методами теорiї лишкiв [9]
функцiй комплексної змiнної. При обчисленнi iнте-
грала (6) вибiр контуру iнтегрування повинен бути
узгодженим з принципом випромiнювання.

Результат обчислення iнтеграла (6) сформує су-
перпозицiю електромагнiтних хвиль з частотою 𝜔
у кiлькостi рiвнiй кiлькостi фiзично значимих по-
люсiв фур’є-образу оператора Грiна.

Цiлком зрозумiло, що амплiтуди цих хвиль (не-
залежно вiд їх кiлькостi) будуть виражатися через
єдиний вектор J.

Зокрема при розглядi задачi про вiдбиття еле-
ктромагнiтної хвилi вiд плоскої поверхнi розподiлу
двох середовищ 𝑧 = 0 електричне поле заломлених
хвиль буде визначатися однократним iнтегралом

E =
1

2𝜋

∫︁
�̂�(𝜔,k)J (𝜔,k) exp (𝑖kr) 𝑑𝑘𝑧. (7)

Формально результат iнтегрування в (7) буде мати
таке представлення:

E =
∑︁
k𝑗

�̂�(𝜔,k𝑗)J (𝜔,k𝑗) exp (𝑖k𝑗r− 𝜔𝑡). (8)
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Явний вигляд матрицi �̂� = �̂�(𝜔,k) визначає-
ться матерiальними параметрами металевого зра-
зка. Вектор J в (7) виступає аналогом постiйної
iнтегрування, образ якого вже можна буде визна-
чити (див. далi) за допомогою електродинамiчих
граничних умов.

Таким чином, показано, що використання опе-
ратора Грiна та теорiї лишкiв функцiй компле-
ксної змiнної у металоплазмонiцi з простровою
дисперсiєю дозволяє обiйти проблему вибору дода-
ткових граничних умов у електроннiй компонен-
тi плазмон-поляритонiв. Цей пiдхiд є рацiональ-
ним, оскiльки вплив стану приповерхневої зони на
процес формування плазмон-поляритонiв у глиби-
нi металевого зразка буде незначним.

Що стосується поверхневих плазмон-полярито-
нiв, то тут вплив приповерхневої зони на їх вла-
стивостi може бути суттєвим, але його можна буде
врахувати, аналогiчно [1], за рахунок редукцiї еле-
ктродинамiчних граничних умов.

3. Метод оператора Грiна
у задачi про вiдбиття та заломлення
електромагнiтних хвиль на поверхнi
металу у загальнiй постановцi задачi

Розглянемо у загальнiй постановцi задачу про вiд-
биття та заломлення електромагнiтних хвиль на
плоскiй межi подiлу дiелектрик-метал 𝑧 = 0 у
частотних зонах, де iснують плазмон-поляритони,
використовуючи для цього метод оператора Грiна.

Далi будемо вважати, що метал заповнює напiв-
простiр 𝑧 ≤ 0,, а електричне поле падаючої на по-
верхню 𝑧 = 0 електромагнiтної хвилi апроксимує-
мо плоскою монохроматичною хвилею:

E = E0 (𝜔,k) exp (𝑖kr− 𝑖𝜔𝑡), при 𝑧 ≥ 0. (9)

В принципi у фур’є-просторi матричнi коефiцiєнти
вiдбиття �̂� = �̂�(𝜔,k) та заломлення �̂� = �̂�(𝜔,k),
якi визначають електричнi поля вiдповiдно вiдби-
тої E1 = E1(𝜔,k) та заломленої E2 = E2(𝜔,k)
електромагнiтних хвиль, для спецiальних випад-
кiв постановки задачi давно вiдомi [15], [16]. Щодо
загальної постановки цiєї задачi для металопла-
змонiки об’ємних поляритонiв, то тут виникають
певнi проблеми, для розв’язку яких доцiльно ви-
користати метод оператора Грiна i виразити еле-

ктричнi поля

E1 = (�̂�(𝜔,k)E0(𝜔,k)),

E2 = (�̂�(𝜔,k)E0(𝜔,k))
(10)

та матричнi коефiцiєнти �̂� та �̂� у термiнах (6)–(8).
Логiка застосування методу оператора Грiна по-

требує введення до розгляду допомiжної поверхне-
вої густини електричного струму:

J = J0 𝛿(𝑧) exp (𝑖kr− 𝑖𝜔𝑡),, (11)

яка буде вiдiгравати роль джерела вiдбитої та за-
ломленої електромагнiтних хвиль. Її фур’є-образ
має такий вигляд:

J(𝜔′,k′
𝜏 ) =

J0

2𝜋
𝛿(𝜔 − 𝜔′)𝛿(k𝜏 − k′

𝜏 ), (12)

де k𝜏 = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 0) – хвильовий вектор, дотичний до
повехнi розподiлу 𝑧 = 0 контактуючих середовищ.

Спочатку знайдемо електричне поле плазмон-
поляритонiв. Комбiнуючи формули (5), (7) i (12)
знайдемо його представлення у виглядi iнтегралу:

E =
2𝑖𝜔

𝑐2

∫︁
𝐴(�̂� (𝜔,k))

det(�̂� (𝜔,k))
J0 exp (𝑖kr𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑘𝑧. (13)

Його обчислення виконується методом теорiї ли-
шкiв функцiй комплексних змiнних. Формально
результат iнтегрування запишемо таким чином:

E =
∑︁
k𝑗

(�̂�(𝜔,k𝑗)J0) exp (𝑖k𝑗r− 𝑖𝜔𝑡), (14)

де k𝑗 – хвильовi вектори, якi визначаються полю-
сами пiдiнтегрального виразу (розв’язками рiвня-
ння det �̂� (𝜔,k) = 0 вiдносно 𝑘𝑧) в (13). Контур iн-
тегрування в (13) вибирається таким чином, щоб
результат iнтегрування призводив до електрома-
гнiтних хвиль, якi розповсюджується вiд межi по-
дiлу 𝑧 = 0 двох середовищ у глибину металу.

Аналогiчним чином визначається магнiтне поле
плазмон-поляритонiв:

H =
∑︁
k𝑗

𝜔

𝑐
(�̂�(𝜔,k𝑗)J0) exp (𝑖k𝑗r− 𝑖𝜔𝑡),

�̂�(𝜔,k) = (𝑘× �̂�(𝜔,k)),

(15)
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де

𝑘× =

⎡⎣ 0 −𝑘𝑧 𝑘𝑦
𝑘𝑧 0 −𝑘𝑥
−𝑘𝑦 𝑘𝑥 0

⎤⎦ (16)

дуальний тензор хвильового вектора k.
Формули (14), (15) повнiстю визначають стру-

ктуру електромагнiтного поля плазмон-полярито-
нiв у металевому зразку, що знаходиться у магнi-
тостатичному полi. Щодо величини J0 в (14), (15),
то цей вектор далi визначається за рахунок еле-
ктродинамiчних граничних умов [13] через амплi-
туду E0 електричного поля падаючої на поверхню
металу електромагнiтної хвилi.

Далi для знаходження виразiв для матричних
коефiцiєнтiв використаємо електродинамiчнi гра-
ничнi умови [13]. При цьому врахуємо, що у данiй
роботi розглядається немагнiтний металевий зра-
зок, а тому магнiтне поле буде неперервним на ме-
жi подiлу 𝑧 = 0. За цих умов система електродина-
мiчних граничних умов для електромагнiтних по-
лiв набуває вигляду

((E0 +E1 −E2)× n)
⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,

(H0 +H1 −H2)
⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,

(17)

де E0,1,2 – електричнi, H0,1,2 – магнiтнi поля, n –
вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi металу.

Далi використавши 2-ге рiвняння Максвелла [13]

(k×H) = −𝜔

𝑐
D, (18)

де D – вектор iндукцiї електричного поля, та фор-
мули (14), (15), запишемо замкнуту систему рiв-
нянь вiдносно невiдомих величин E1 та J0 таким
чином:

((E0 +E1 − (�̂�2 · J0))× n)
⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,

((k0 ×E0) + (k1 ×E1)− 𝜀(�̂�2 · J0))
⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,

(19)

де
�̂�2 =

∑︁
k𝑗

�̂�(𝜔,k𝑗), �̂�2 =
∑︁
k𝑗

�̂�(𝜔,k𝑗). (20)

В iзотропному середовищi з дiелектричною про-
никнiстю 𝜀 = const поляризацiя електромагнiтно-
го поля є поперечною, а його фаза визначається
дисперсiйним рiвнянням

(k0,1 E0,1) = 0, k0,1
2 − 𝑞2𝜀 = 0. (21)

Помноживши векторно 1-е рiвняння в (19) на k1 та
враховуючи поперечнiсть електромагнiтних хвиль
в областi 𝑧 > 0 (див. (21)), знайдемо вираз для
амлiтуди електричного поля вiдбитої хвилi:

E1 =
1

(k1 · n)
(k1 × (n× ((�̂�2 · J0)−E0))). (22)

Якщо пiдставити цей вираз для E1 у друге рiвня-
ння в (19), то отримаємо векторне рiвняння

(k1 × (k1 × (n× (�̂�2 · J0))))− 𝜀(k1 · n)(�̂�2 · J0)−

− (k1 × (k1 × (n×E0)))+ (k1 ·n)(k0 ×E0) = 0 (23)

вiдносно вектора J0. Для розв’язку рiвняння (23)
його доцiльно переписати у матричному представ-
леннi. Для цього окрiм (16) введемо матрицi

𝑛× =

[︃ 0 −𝑛𝑧 𝑛𝑦

𝑛𝑧 0 −𝑛𝑥

−𝑛𝑦 𝑛𝑥 0

]︃
,

𝑃1𝛼𝛽 = k1
2𝛿𝛼𝛽 − 𝑘1𝛼𝑘1𝛽 .

(24)

Використавши (24) в (23), отримаємо матричне
рiвняння

(�̂� · J0) = −(𝐹 ·E0), (25)

вiдносно J0, де

�̂� = (𝑃1 · 𝑛× · �̂�2) + 𝜀(k1 · 𝑛)�̂�2,

𝐹 = (𝑃1 · 𝑛×)− (k1 · 𝑛)𝑛×.
(26)

Його розв’язок має такий вигляд:

J0 = (𝑍 ·E0), 𝑍 = −(�̂�−1 · 𝐹 ). (27)

Формули (22), (14) та (27) повнiстю визначають
структуру електричних полiв вiдбитої та заломле-
ної електромагнiтних хвиль на межi подiлу 𝑧 = 0
iзотропний дiелектрик-немагнiтний метал:

E1 = (�̂� · 𝐸0),

�̂� =
1

(k1 · n)
(𝑘×1 · 𝑛× · ((�̂�2 · 𝑍)− 𝐼)),

E2 = (�̂� ·E0), �̂� = (�̂�2 · 𝑍),

(28)

де 𝐼 – одиничний тензор.
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Порiвняння виразiв (28) та (10) вказує на те,
що величини �̂� , �̂� в (28) є матричними коефiцi-
єнтами вiдбиття та заломлення електромагнiтних
хвиль на межi подiлу 𝑧 = 0 iзотропний дiелектрик-
немагнiтний метал, якi були отриманi у загальнiй
постановцi задачi.

Величини �̂� , �̂� мають прозору для розумiння,
але досить таки громiздку матричну конструкцiю,
яку, у принципi, неважко запрограмувати на однiй
з алгоритмiчних мов високого рiвня для виконання
актуальних чисельних розрахункiв.

4. Оператор Грiна
плазмон-поляритонiв немагнiтних
металiв, якi знаходяться
у магнiтостатичному полi H0

Далi ми обмежимося розглядом плазмон-поляри-
тонiв у немагнiтному металi, що знаходиться у зов-
нiшньому магнiтостатичному полi H0,, де �̂� = 1..
Його дiелектричну проникнiсть 𝜀, яка визначає-
ться узагальненою моделлю Друде–Лореца [1], мо-
жна записати у такому виглядi:

𝜀𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 − 𝜔𝑝
2
(︁ 𝐷0

𝐷0
2 − 𝜔2𝜔𝐻

2
𝛿𝛼𝛽 −

− 𝜔2𝜔𝐻𝛼𝜔𝐻𝛽

𝐷0(𝐷0
2 − 𝜔2𝜔𝐻

2)
+ 𝑖

𝜔𝑒𝛼𝛽𝛾𝜔𝐻
𝛾

𝐷0
2 − 𝜔2𝜔𝐻

2

)︁
,

𝜔𝑝
2 =

4𝜋𝑛𝑒2

𝑚* , 𝜔𝐻 =
𝑒H0

𝑚*𝑐
,

𝐷0 = 𝜔2 − 𝜔k
2 + 2𝑖𝜔𝛾, 𝜔k = 𝜔𝑝𝑟D|k|,

(29)

де 𝜔𝑝 – плазмова циклiчна частота, 𝜔𝐻 – вектор
циклотронної частоти, 𝑟D – дебаєвський радiус
екранування електронiв у металi, 𝛾 – параметр ди-
сипацiї плазмонiв.

Далi введемо до розгляду такi параметри:

𝑄 = k2 − 𝑞2𝜀0, 𝜀0 = 1− 𝜔𝑝
2𝐷0

𝐷0
2 − 𝜔2𝜔𝐻

2
, (30)

𝑀𝛼𝛽 = 𝑞2𝑀𝑚𝛼𝑚𝛽 , 𝑀 =
𝜔𝑝

2𝜔2𝜔𝐻
2

𝐷0(𝐷0
2 − 𝜔2𝜔𝐻

2)
,

𝐺𝛼𝛽 = 𝑞2𝐺𝑒𝛼𝛽
𝛾𝑚𝛾 , 𝐺 = − 𝜔𝑝

2𝜔|𝜔𝐻 |
𝐷0

2 − 𝜔2𝜔𝐻
2
,

(31)

де m = 𝜔𝐻

|𝜔𝐻 | – одиничний вектор, направлений
вздовж магнiтостатичного поля H0.

Величини (29)–(31) дозволяють виразити дiе-
лектричну проникливiсть металу i хвильовий опе-
ратор у наступному виглядi:

𝜀𝛼𝛽 = 𝜀0𝛿𝛼𝛽 +𝑀𝑚𝛼𝑚𝛽 + 𝑖𝐺𝑒𝛼𝛽
𝛾𝑚𝛾 ,

𝑊𝛼𝛽 = 𝑄𝛿𝛼𝛽 − (𝑘𝛼𝑘𝛽 +𝑀𝛼𝛽)− 𝑖𝐺𝛼𝛽 .
(32)

Фур’є-образи оператора Грiна та електричного по-
ля плазмон-поляритонiв тут конкретизуються че-
рез алгебраїчнi доповнення

𝐴𝛼𝛽(�̂� ) = 𝑄(𝑄𝛿𝛼𝛽 − (k2𝛿𝛼𝛽 − 𝑘𝛼𝑘𝛽)−

− 𝑞2𝑀(m2𝛿𝛼𝛽 −𝑚𝛼𝑚𝛽))+

+ 𝑞2(𝑀𝑒𝛼
𝜈𝜇𝑘𝜈𝑚𝜇𝑒𝛽

𝜈𝜇𝑘𝜈𝑚𝜇 − 𝑞2𝐺2𝑚𝛼𝑚𝛽)−

− 𝑖𝑞2𝐺𝑒𝛼𝛽
𝜈((k ·m)𝑘𝜈 − (𝑄− 𝑞2𝑀)𝑚𝜈) (33)

та визначник

det(�̂� ) = 𝑄(𝑄(𝑄− k2 − 𝑞2𝑀)+

+ 𝑞2(𝑀(k×m)2−𝑞2𝐺2))+𝑞4𝐺2((k·m)2+𝑞2𝑀) (34)

хвильового оператора (32) таким чином:

𝐺𝛼𝛽 =
4𝜋𝑖𝜔

𝑐2
𝐴(�̂� )𝛼𝛽

det(�̂� )
, E = �̂�J, (35)

де J = J(𝜔,k) – фур’є-образ густини електричного
струму.

5. Об’ємнi плазмон-поляритони
немагнiтних металiв, що знаходяться
у магнiтостатичному полi H0

Ключовим питанням плазмонiки металiв у магнi-
тостатичному полi H0 є знаходження розв’язкiв
дисперсiйного рiвняння det(�̂� ) = 0,, якi визнача-
ють набiр полюсiв фур’є-образу оператора Грiна,
а тим самим i структуру електромагнiтного поля
об’ємних плазмон-поляритонiв. Для їх знаходже-
ння доцiльно ввести до розгляду такi безрозмiрнi
змiннi, як

𝑤 =
𝜔

𝜔𝑝
, w𝐻 =

𝜔𝐻

𝜔𝑝
, g =

k𝑐

𝜔𝑝
,

w𝑔 = 𝜌Dg, 𝜌D =
𝜔𝑝

𝑐
𝑟D,

𝛾

𝜔𝑝
≪ 1.

(36)

Використовуючи (36) в (33) та (34), отримуємо
дисперсiйне рiвняння об’ємних плазмон-полярито-
нiв у такому виглядi:

𝑄(𝑄(𝑄− g2 − 𝑤2𝑀) + 𝑤2(𝑀(g ×m)2 − 𝑤2𝐺2))+

+𝑤4𝐺2((g ·m)2 + 𝑤2𝑀) = 0, (37)
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Рис. 1. Дисперсiйна “поверхня” високочастотних плазмон-
поляритонiв у нехтовно слабкому магнiтостатичному полi
H0 → 0

Рис. 2. Дисперсiйна “поверхня” низькочастотних плазмон-
поляритонiв, зумовлених магнiтостатичним полем H0 та
просторовою дисперсiєю

де

𝑄 = g2 − 𝑤2𝜀0, 𝜀0 = 1− 𝐷𝑔

𝐷𝑔
2 − 𝑤2𝑤𝐻

2
,

𝑀 =
𝑤2𝑤𝐻

2

𝐷𝑔(𝐷𝑔
2 − 𝑤2𝑤𝐻

2)
,

𝐺 = − 𝑤𝑤𝐻

𝐷𝑔
2 − 𝑤2𝑤𝐻

2
, 𝐷𝑔 = 𝑤2 − 𝑤𝑔

2.

(38)

Рис. 3. Дисперсiйна “поверхня” низькочастотних плазмон-
поляритонiв, зумовлених магнiтостатичним полем H0

Рис. 4. Дисперсiйна “поверхня” високочастотних плазмон-
поляритонiв у магнiтостатичному полi H0

Спочатку знайдемо розв’язок дисперсiйного рiв-
няння плазмон-поляритонiв немагнiтного металу
без впливу зовнiшнього магнiтостатичного поля
(H0 → 0)

𝑄 = g2 − 𝑤2
(︁
1− 1

𝑤2 − 𝑤g
2

)︁
= 0. (39)
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Вiн є єдиним i має такий вигляд:

𝑤0
2 =

1

2
(g2 + 1− 𝑤g

2)+

+
1

2

√︁
(g2 + 1− 𝑤g

2)2 + 4𝑤g
4. (40)

Графiчне вiдображення розв’язку (40) рiвняння
(39) наведено на рис. 1, з яким ми будемо далi
порiвнювати дисперсiйнi “поверхнi” плазмон-поля-
ритонiв металу у зовнiшньому магнiтостатичному
полi H0. Оскiльки 𝑤g ≪ 1, то тут вплив просто-
рової дисперсiї на фiзичнi властивостi плазмон-по-
ляритонiв буде нехтовно малим i розв’язок рiвня-
ння (39) фактично буде спiвпадати з дисперсiйним
спiввiдношенням плазмон-поляритонiв у стандар-
тнiй моделi Друде–Лоренца [10–12].

У попереднiй роботi [1] було показано, що роз-
мiщення металевого зразка у зовнiшньому магнi-
тостатичному полi H0 при 𝑐 → ∞ призводить до
появи двох додаткових типiв низькочастотних об’-
ємних плазмонiв. Цiлком зрозумiло, що врахува-
ння ефектiв запiзнення (𝑐 < ∞) призведе до ви-
никнення вiдповiдних їм плазмон-поляритонiв. Їх
дисперсiйнi “поверхнi” визначаються розв’язками
рiвняння (37), якi можна побудувати лише мето-
дами обчислювальної математики. Уже сама стру-
ктура рiвняння (37) вказує на суттєвий вплив ма-
гнiтостатичного поля H0 на дисперсiю плазмон-
поляритонiв.

Чисельнi розв’язки дисперсiйного рiвняння (37),
що вiдповiдають низькочастотним плазмон-поля-
ритонам, формують їх дисперсiйнi “поверхнi”, якi
зображенi на на рис. 2 та рис. 3.

Так, на рис. 2 зображена дисперсiйна ”повер-
хня” низькочастотних плазмон-поляритонiв зу-
мовлених комплексним впливом просторової дис-
персiї та магнiтостатичного поля H0 (радiодiапа-
зон: 𝜔 ≈ 𝜔k). Видно, що у цьому випадку плазмон-
поляритони фактично формуються за умови, що
вектори k та H0 будуть взаємно ортогональни-
ми. Звернемо також увагу на те, що залежнiсть
𝜔1 = 𝑓1(k) є немонотонною.

Далi на рис. 3 зображена дисперсiйна “пове-
рхня” низькочастотних плазмон-поляритонiв, зу-
мовлених магнiтостатичним полем H0 (ЗВЧ ча-
стоти: 𝜔 ≈ 𝜔𝐻). Що стосується просторової дис-
персiї, то тут її вплив буде нехтовно слабким
(𝜔k ≪ 𝜔𝐻).

Порiвнюючи рис. 3 з рис. 1 можна зробити вис-
новок, що у цьому випадку магнiтостатичне поле
H0 в околi ортогональностi векторiв k та H0 по-
давляє формування плазмон-поляритонiв.

Останнiй з трьох iснуючих розв’язкiв диспер-
сiйного рiвняння (37) вiдповiдає (див. рис. 4) ви-
сокочастотним плазмон-поляритонам (𝜔 ≈ 𝜔𝑝),
якi аналогiчнi плазмон-поляритонам у стандар-
тнiй моделi Друде–Лоренца [10–12]. Порiвнюючи
рис. 4 з рис. 1 зробимо висновок, що у цьому випад-
ку просторова дисперсiя i магнiтостатичне поле
H0 слабко впливають на фiзичнi властивостi плаз-
мон-поляритонiв, оскiльки 𝜔k ≪ 𝜔𝑝 i 𝜔𝐻 ≪ 𝜔𝑝.

6. Пiдсумки

У данiй роботi запропоновано метод, який фор-
малiзує розв’язок задач електродинамiки об’ємних
плазмон-поляритонiв, де виникає проблема з вибо-
ром додаткових граничних умов, незалежний вiд
кiлькостi хвиль у їх електроннiй компонентi. Цей
метод базується на використаннi оператора Грi-
на для хвильового рiвняння об’ємних плазмон-по-
ляритонiв та теорiї лишкiв функцiй комплексної
змiнної.

Використовуючи властивостi оператора Грiна
для хвильового рiвняння об’ємних плазмон-поля-
ритонiв та методи тензорної алгебри, знайденi, у
загальнiй постановцi задачi, матричнi коефiцiєнти
вiдбиття та заломлення електромагнiтних хвиль
на поверхнi металу в областi iснування об’ємних
плазмон-поляритонiв.

Побудовано оператор Грiна хвильового рiвняння
об’ємних плазмон-поляритонiв у магнiтостатично-
му полi H0. Полюси фур’є-образу оператора Грiна
визначають спектр об’ємних плазмон-поляритонiв
металевого зразка у магнiтостатичному полi.

Виявлено, що просторова дисперсiя та магнiто-
статичне поле H0 призводять до появи додатко-
вих типiв (у порiвняннi iз стандартною моделлю
Друде–Лоренца) об’ємних плазмон-поляритонiв з
дисперсiєю, яка суттєво залежить вiд взаємної орi-
єнтацiї напрямку їх розповсюдження E𝑘 та магнi-
тостатичного поля H0.

Залежнiсть фiзичних властивостей плазмон-по-
ляритонiв вiд магнiтостатичних полiв H0 можливо
використати як метод керування у прикладних за-
дачах металоплазмонiки.
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N.M.Chepilko, S.A. Ponomarenko

PROBLEMATIC ISSUES OF METAL
PLASMONICS OF BULK POLARITONS
IN THE MAGNETOSTATIC FIELD

A method has been proposed to formalize the solution of the

problems in the electrodynamics of bulk plasmon-polaritons

in which there arises a difficulty associated with the choice of

additional boundary conditions independent of the number of

waves in the electronic component of plasmon-polaritons. This

method is based on the application of Green’s operator for

the wave equation describing bulk plasmon-polaritons and the

residue theory of the complex-variable analysis. In the frame-

work of the general formulation of the problem and using the

methods of tensor algebra, the matrix coefficients of reflection

and refraction of electromagnetic waves at the metal surface

have been determined under conditions when bulk plasmon-po-

laritons exist. Green’s operator for the wave equation of bulk

plasmon-polaritons in the magnetostatic field H0 has been con-

structed, and their dispersion “surfaces” 𝜔 = 𝑓(k,H0) have

been analyzed.

Ke yw o r d s: Green’s operator, plasmons, plasmon-polaritons,
spatial dispersion, additional boundary conditions, magneto-
static field.
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