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Методами статистичної фiзики дослiджено оптимiзацiйну за-
дачу у вiдомiй моделi гри у меншостi. Оптимiзацiйну задачу
зведено до вивчення основного стану реплiчного гамiльтонiа-
на з випадковими параметрами деякої ефективної системи з
неперервним спiном. Використовуючи iдеї центральних грани-
чних теорем теорiї ймовiрностей, отримано представлення для
функцiї розподiлу параметрiв гамiльтонiана i виконано пере-
хiд до гауссового розподiлу у випадку великих P . Застосову-
ючи наближення 1RSB та 2RSB в методi реплiк, отримано
залежнiсть мiнiмуму дослiджуваної величини вiд параметра
α. Показано, що в областi застосовностi запропонований метод
дає меншi значення мiнiмуму, нiж в оригiнальних роботах.

1. Вступ

Як вiдомо [1–3], за допомогою методiв i пiдходiв ста-
тистичної фiзики невпорядкованих систем отримано
низку важливих результатiв у класичних оптимiза-
цiйних задачах дослiдження операцiй, моделях ней-
ронних мереж i ряду iнших систем. Останнiми рока-
ми розвивається напрям еконофiзики [4], де методи i
пiдходи статистичної фiзики використовуються в мо-
делюваннi економiчних систем. Вiдомий ряд моделей,
що були запропонованi фiзиками для опису фiнансо-
вих i фондових ринкiв [4, 5]. Звернемо увагу на мо-
дель гри у меншостi, що вивчалась в [6–12]. Гра у
меншостi охоплює рiзностороннi дослiдження, проте
в данiй роботi розглянемо оптимiзацiйну задачу, що
виникає в данiй моделi. Основи моделi досить деталь-
но висвiтленi в лiтературi (див., наприклад, [11]), то-
му наведемо стисло її суть. В моделi гри у меншостi
ринок моделюється iгровою взаємодiєю N агентiв. В
кожен момент часу t i-й агент (i = 1, . . . , N) здiйснює
дiю ai(t) = 1 (купiвля) або ai(t) = −1 (продаж). Ви-

граш i-го агента ui(t) iз врахуванням дiй всiх агентiв
визначається за формулою

ui(t) = −ai(t)A(t), де A(t) =
N∑
i=1

ai(t). (1)

Формула (1) моделює взаємодiю мiж агентами на
ринку через глобальну величину A(t). Очевидно, що
в кожен момент часу всiх агентiв ринку можна роз-
дiлити на двi групи за вибраною дiєю (купiвля чи
продаж). З визначення (1) випливає правило меншо-
стi – виграє той, хто перебуває в меншостi. Виграшну
дiю агента, який перебуває у меншостi можна запи-
сати у виглядi ai(t) = −sign(A(t)), а його виграш ста-
новить |A(t)|. Вiдповiдно дiя агента бiльшостi рiвна
ai(t) = sign(A(t)), а його програш −|A(t)|). Загальний
виграш усiх агентiв становить

∑
i ui = −A2 i завжди

вiд’ємний.

Всi агенти мають доступ до спiльної iнформа-
цiї, яку в момент часу t описують цiлим числом
µ(t) = 1, . . . , P . Оскiльки поведiнка агентiв впливає
на ринок, то цю дiю позначають через Aµ(t)(t). Як
правило, iснує 2P стратегiй, проте вважається, що
кожен агент вибирає iз загальної кiлькостi лише S.
Дiю i-го агента, якщо вiн дотримується стратегiї s i
використовує iнформацiю µ(t) позначимо aµs,i (в ста-
цiонарному випадку часову змiнну t опускаємо). Вва-
жається, що число P досить велике, того ж самого
порядку, що й N , а величина α = P/N скiнченна для
N →∞ i P →∞. Значення µ описується певним роз-
подiлом ρµ, незалежно для кожного часового кроку
(далi вважаємо, що ρµ = 1/P ). В моделi задається та-
кож, що для кожного часового кроку дiї агентiв aµs,i є
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незалежними випадковими подiями з ймовiрностями:

P (aµs,i = +1) = P (aµs,i = −1) =
1
2
,

i = 1, . . . , N, s = 1, . . . , S, µ = 1, . . . , P.

Далi для аналiзу гри введемо змiшанi стратегiї πs,i
(див., наприклад, [13]), що визначають ймовiрностi, з
якими i-й агент застосовує дану стратегiю (виконує-
ться умова

∑
s πs,i = 1). Mножина змiнних πs,i визна-

чає фазовий простiр моделi [11]. У фазовому просторi
визначають середнi значення величин:

〈Aµ〉 =
N∑
i=1

S∑
s=1

πs,i a
µ
s,i . (2)

У роботах [9–11] для опису колективних властивостей
моделi введена величина:

H =
P∑
µ=1

ρµ
( N∑
i=1

S∑
s=1

πs,i a
µ
s,i

)2

, (3)

що визначає флуктуацiї (2). Встановлено також [11],
що (3) володiє властивостями гамiльтонiана системи.
У випадку, якщо H = 0, то гра симетрична, тобто
〈Aµ〉 = 0 для ∀µ (2) i, згiдно з сказаним вище, се-
реднiй виграш дорiвнює нулю. Якщо ж H > 0, то гра
асиметрична (порушена симетрiя мiж дiями агентiв
продаж i купiвля), отже iснує µ, для якого 〈Aµ〉 6= 0
i має мiсце виграшна стратегiя.

У наведених вище роботах вивчався мiнiмум (3)
на множинi змiнних {πs,i}. Дослiдження мiнiмуму
зводиться до обчислення “вiльної енергiї ” системи,
що описується гамiльтонiаном (3) для “нульової тем-
ператури”, або для оберненої температури β → ∞.
Оскiльки (3) мiстить залежнiсть вiд дiй гравцiв aµs,i,
то для отримання змiстовних величин виконувалось
усереднення за всiма можливими дiями агентiв aµs,i.
У результатi виникає задача теорiї невпорядкованих
систем iз “замороженим” непорядком, що розв’язує-
ться в методi реплiк. У роботах [6–12] для мiнiму-
му (3) отримано асимптотично точний розв’язок для
N,P →∞ i P/N = α ∼ 1. Зазначений розв’язок опи-
сує фазовий перехiд з порушенням симетрiї в точцi
αc ≈ 0, 3374. Тобто, для α 6 αc величина H = 0 i для
α > αc – H > 0. Оскiльки параметр α пов’язаний з
величиною P , що є мiрою iнформацiї, то зазначений
розв’язок iнтерпретують також як вплив iнформацiї
на ринок. А саме, у вiдсутностi iнформацiї має мiсце

повна рiвновага на ринку, наявнiсть iнформацiї при-
водить до порушення рiвноваги на ринку, тобто iснує
виграшна стратегiя.

При отриманнi асимптотичного розв’язку в робо-
тах [9–11] використовується розклад за параметром
∼ β/P , який вважається малим параметром для ве-
ликих значень P . Власне використовується наближе-
на рiвнiсть:

cos
(√ β

P
x
)
' exp

(
− β

2P
x2
)
. (4)

У роботi [14] було звернуто увагу на те, що наближе-
ння (4) справедливе для скiнченних значень β, проте
не може бути обґрунтовано для β →∞. Додатково
можна вказати на протирiччя, що мiстить вказаний
розв’язок. Зокрема, для отриманого розв’язку вели-
чина χ = β(Q− q)/α розбiгається для α→ αc. Розбi-
жнiсть, очевидно, пов’язана з тим, що для β → ∞
Q 6= q (0 ≤ Q, q ≤ 1). В той же час, у вихiдних
виразах при застосуваннi наближення (4), величина
β
∑
i,s πs,iπs,i ∼ χ вважається обмеженою.

У зв’язку з цим, в роботi [14] було розглянуто спо-
сiб побудови асимптотичного розв’язку, що ґрунтує-
ться на iдеях граничних теорем теорiї ймовiрностей
[17]. Зокрема, для суми випадкових величин вигляду

1√
P

∑
µ(. . .) в границi P →∞ було здiйснено перехiд

до гауссових змiнних (розподiлених за нормальним
законом). У результатi пошук мiнiмуму (3) зводиться
до вивчення основного стану гамiльтонiана iз пара-
метрами, розподiленими за гауссовим законом. Роз-
рахунки, виконанi в наближеннi симетричних реплiк,
виявили iншi залежностi (3) вiд параметра α порiв-
няно iз даними лiтературних джерел [9–11].

У данiй роботi побудовано функцiю розподiлу (ха-
рактеристичну функцiю) параметрiв гамiльтонiана i
бiльш послiдовно виконано граничний перехiд до га-
уссового наближення. Виконано дослiдження основ-
ного стану гамiльтонiана iз порушенням реплiчної си-
метрiї на один (1RSB) i два кроки (2RSB) [15].

2. Гауссове наближення

Як було зазначено, задача полягає у визначеннi мiнi-
муму гамiльтонiана H на множинi змiнних {πs,i}. З
цiєю метою визначимо статистичну суму системи

Z(β) = Spπ exp(−βH(π)),

де β – “обернена температура”, Spπ позначає iнтегру-
вання за змiнними πs,i ∈ [0, 1] iз врахуванням умови
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∑
s πs,i = 1 для кожного i = 1, . . . , N :

Spπ(. . .) =

1∫
0

∏
s,i

dπs,i(. . .). (5)

Позначення H(π) – вказує на залежнiсть вiд ймовiр-
ностей змiшаних стратегiй {πs,i}. Як i при дослiджен-
нi основного стану фiзичних систем (див., наприклад,
[16]), визначення мiнiмуму можна звести до вивчення
основного стану гамiльтонiана при нулi “температу-
ри”. В результатi отримуємо спiввiдношення

min
π
H(π) = − lim

β→∞

1
β

lnZ(β). (6)

Пiсля усереднення (6) за всiма можливими дiями
гравцiв aµs,i одержимо

H = 〈min
π
H(π)〉a = − lim

β→∞

1
β
〈lnZ(β)〉a. (7)

Для спрощення викладок розглянемо випадок двох
станiв S = 2 [11] i представимо (3) у формi гамiльто-
нiана, заданого на множинi змiнних πi з випадковими
параметрами [14]. Параметри гамiльтонiана є сумою
(за iндексом µ) незалежних випадкових величин. У
випадку великих значень P ∼ N , згiдно з гранични-
ми теоремами теорiї ймовiрностей [17], параметри –
випадковi величини, що наближено задаються гауссо-
вим розподiлом. Отже, вiд усереднення статсуми (7)
за розподiлами величин aµs,i перейдемо до усередне-
ння за гауссовими розподiлами параметрiв гамiльто-
нiана. Пiсля очевидних перетворень гамiльтонiан (3)
запишемо у виглядi

H = Ĉ0 +
∑
i

d̂iπ
2
i +

∑
i<j

Ĵijπiπj +
∑
i 6=j

k̂ijπi , (8)

де введено позначення:

Ĉ0 =
1

4P

∑
µ

(∑
i

aµi+

)2

, d̂i =
1

4P

∑
µ

(aµi−)2,

Ĵij =
1

2P

∑
µ

aµi−a
µ
j−, k̂ij =

1
2P

∑
µ

aµi−a
µ
j+,

aµi± = aµ1,i ± a
µ
2,i . (9)

Пiсля пiдстановки (8) в (7) легко бачити, що
〈Ĉ0〉a = N/2. Решту доданкiв у (8) мають стру-
ктуру гамiльтонiана системи iз неперервним спiном

(πi ∈ [−1, 1], i = 1, . . . , N). Зауважимо, що вираз (8)
не мiстить жодних наближень i є лише iншою фор-
мою запису гамiльтонiана (3). Перейдемо до нормо-
ваних параметрiв {d̃i, J̃ij , k̃ij}, середнi значення i дис-
персiї яких дорiвнюють 0 i 1 вiдповiдно. Отже, маємо

H =
1
2

∑
i

( d̃i√
P

+ 1
)
π2
i +

1√
P

∑
i<j

J̃ijπiπj+

+
1√
P

∑
i6=j

k̃ijπi. (10)

Нормованi параметри виражаються через попереднi
(9) спiввiдношеннями

d̃i =
√
P (2d̂i − 1), J̃ij =

√
P Ĵij , k̃ij =

√
P k̂ij . (11)

Введемо функцiю розподiлу Ψ(d, J, k) параметрiв (11)
i представимо спiввiдношення для мiнiмуму (7) у ви-
глядi

H =
N

2
− lim
β→∞

1
β
〈lnZ(β)〉Ψ, (12)

де

Z(β) =

1∫
−1

∏
i

dπi
2

exp(−βH) .

Розрахунок функцiї розподiлу Ψ(d, J, k) (її характе-
ристичної функцiї) наведено в додатку А, де пока-
зано, що в головному порядку за параметром 1/

√
P ,

функцiя Ψ(d, J, k) прямує до гауссової функцiї розпо-
дiлу (A.11). Використовуючи гауссову функцiю роз-
подiлу (A.11), усереднення в (12) в методi реплiк ви-
конується в замкнутому виглядi i в результатi отри-
муємо асимптотично точний розв’язок.

3. Метод реплiк

В методi реплiк [3, 15] покладемо:

〈lnZ(β)〉Ψ = lim
n→0

1
n

ln〈Z(β)n〉Ψ. (13)

Як вiдомо, усереднення в (13) виконується для цiлих
n, пiсля чого здiйснюється аналiтичне продовження
для дiйсних n. В результатi вираз для мiнiмуму (7)
запишемо у виглядi

H =
N

2
− lim
β→∞

1
β

lim
n→0

1
n

ln〈Z(β)n〉Ψ. (14)
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Статсума системи n реплiк визначається виразом

Z(β)n = Spπ exp(−βH(n)). (15)

У формулi (15) позначено гамiльтонiан n реплiк:

H(n) =
1
2

∑
i,a

( di√
P

+ 1
)
πai

2 +
∑
i<j,a

Jij√
P
πai π

a
j+

+
1√
P

∑
i 6=j,a

kijπ
a
i , (16)

де iндекс a = 1, . . . , n нумерує реплiки i введено по-
значення:

Spπ(. . .) =

1∫
−1

∏
i,a

dπai
2

(. . .). (17)

Пiсля усереднення статсуми n реплiк (15) за гауссо-
вим розподiлом (A.11) отримаємо

〈Z(β)n〉Ψ = Spπ exp
(
−βH(n)

0 − βH(n)
int

)
, (18)

де введено позначення:

H
(n)
0 =

1
2

∑
i,a

πai
2,

H
(n)
int = − β

8P

∑
i

(∑
a

πai
2
)2

− βN

2P

∑
i

(∑
a

πai

)2

−

− β

2P

∑
i<j

(∑
a

πai π
a
j

)2

. (19)

Складова гамiльтонiана H(n)
int описує ефективну вза-

ємодiю мiж реплiками. Першим доданком в (19) мо-
жна знехтувати, оскiльки його внесок ∼ N0. Подаль-
шi обчислення полягають в факторизацiї iнтегралiв
за змiнними частинок. Ввiвши матрицю перекриття
мiж реплiками Q̂ab = 1√

N

∑
i π

a
i π

b
i , запишемо H(n)

int у
виглядi

H
(n)
int = −βN

4P

∑
a,b

Q̂2
ab −

βN

2P

√
N
∑
a,b

Q̂ab . (20)

Виконуючи пiдстановку P = αN для β →
√
αβ отри-

муємо для мiнiмуму:

H =
N

2
− lim
β→∞

1√
αβ

lim
n→0

1
n

ln Z̄(β)(n). (21)

Статсума n реплiк пiсля зазначених перетворень ви-
значається виразом

Z̄(β)(n) = Spπ exp
(
−βH̄(n)

0 − βH̄(n)
int

)
, (22)

де

H̄
(n)
0 =

√
α

2

∑
i,a

πai
2,

H̄
(n)
int = −β

4

∑
a,b

Q̂2
ab −

β

2

√
N
∑
a,b

Q̂ab . (23)

Формула (23) визначає складовi ефективного гамiль-
тонiана пiсля усереднення за гауссовим розподiлом.
Залежнiсть вiд параметра α мiститься лише в додан-
ку H̄

(n)
0 , який можна, за аналогiєю зi спiновими си-

стемами, трактувати як одновузлову анiзотропiю. Iз
(21) i (23) випливає також, що величина H монотонно
залежить вiд α. При зменшеннi α завдяки множнику
1/
√
α друга складова в (21) зростає, що приводить

до зменшення H i для деякого α0 H стає рiвним ну-
лю. Таким чином, вважатимемо, що наближення (23)
застосовне для α > α0. За допомогою iнтегрального
перетворення

e
1
2x

2
=

1√
2π

∞∫
−∞

dz e−
1
2 z

2
ezx

лiнеаризуємо складову ∼ Q̂2
ab в (22) i факторизує-

мо статсуму (22) за змiнними частинок. У результатi
отримаємо представлення статсуми у просторi реплi-
чних змiнних:

Z̄(β)(n) = L

∫
DQ exp(NΦ(Q)), (24)

де позначено:

L =
( β√

2

)n2

, DQ =
∏
a,b

dQab√
2π

,

Φ(Q) = −β
2

4

∑
a,b

Q2
ab + lnZ1(Q),

Z1(Q) =

1∫
−1

∏
a

dπa
2

exp(Φ1(Q)),
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Φ1(Q)=−β
√
α

2

∑
a

π2
a+

β2

2

∑
a,b

Qabπaπb+
β2

2

(∑
a

πa

)2

.

(25)

В границi N →∞ iнтеграли в (24) обчислюємо мето-
дом Лапласа i отримуємо

Z̄(β)(n) = exp(NΦ(Q̄)), (26)

де Q̄ – екстремальне значення, яке знаходиться з рiв-
нянь стацiонарностi:

∂Φ(Q)
∂Qab

= 0→ Q̄ab = 〈πaπb〉π. (27)

Змiст усереднення в (27) визначається виразом

〈(. . . )〉π =
1

Z1(Q̄)

1∫
−1

∏
a

dπa
2

exp
[
Φ1(Q̄)

]
(. . . ) . (28)

У результатi для мiнiмуму величини H отримаємо
спiввiдношення

H =
N

2
+

N√
α

lim
β→∞

1
β

lim
n→0

1
n

(β2

4

∑
a,b

Q̄2
ab − lnZ1(Q̄)

)
.

(29)

Очевидно, множник L в (24) не дає внеску в грани-
цi n→ 0. Отже, формула (29) задає розв’язок задачi
в методi реплiк. Подальшi обчислення полягають у
конкретному виборi матрицi перекриття Q̂. В набли-
женнi симетричних реплiк (RS), яке розглядалось в
роботi [14], матриця Q̂ задається у виглядi

Qab =
{
Q, a = b;
q, a 6= b.

Наближення з порушенням реплiчної симетрiї 1RSB
i 2RSB розглянуто в додатках B i C.

4. Розв’язок для β → ∞

4.1. Наближення 1RSB

Загальнi спiввiдношення наближення 1RSB виписанi
в додатку B. Розглянемо границюH (B.7) для β →∞.
Введемо позначення для величин χ = β(Q− q1) i
χ1 = β(q1 − q). За аналогiєю зi спiновими система-
ми, введенi величини називають сприйнятливостя-
ми. Розглянемо спочатку випадок, що зазначенi ве-
личини є скiнченними для β →∞. Виконуючи послi-
довнi перетворення змiнної z1 →

√
β
√

1 + q/
√
χ1 z1 i

z1 → z1 − z, представимо величини Z1 i Z̃1 (B.6) у ви-
глядi

Z1 =
√
β
√

1 + q
√
χ1

∞∫
−∞

dz1√
2π

exp
(
−β 1 + q

2χ1
(z1 − z)2

)
Z̃m1 ,

Z̃1 =

1∫
−1

dπ

2
exp
(
βφ(π)

)
,

φ(π) = −
√
α

2
π2 +

1
2
χπ2 +

√
1 + qπz1. (30)

Легко бачити, що для β →∞
√
β
√

1 + q√
2πχ1

exp
(
−β 1 + q

2χ1
(z1 − z)2

)
→ δ(z1 − z) . (31)

Звiдси випливає, що при пiдстановцi (31) у форму-
ли (B.7), (B.8), iнтеграли за змiнною z1 обчислюю-
ться в замкнутому виглядi i ми отримаємо набли-
ження RS [14]. Очевидно, це є наслiдком того, що
величина χ1 = β(q1 − q) вважалась скiнченною для
β →∞. Iнакше кажучи, у випадку β →∞ випливає,
що q1 → q i вiдповiдно наближення 1RSB переходить
в RS (див. також зауваження в додатках B i C). За-
значимо, що на цю властивiсть наближення 1RSB
вказувалось також у роботах [20, 21], де її спостерiга-
ли пiд час чисельних розрахункiв.

Розв’язки вiдмiннi вiд наближення RS виникають,
якщо задати залежнiсть параметра у виглядi m =
m0/β. Тодi величина Δq = q1 − q є скiнченною для
β →∞. Наступним кроком обчислюємо асимптоти-
ку величини Z̃1 (B.6). Попередньо в формулах (B.7),
(B.8) i (B.12) виконаємо послiдовно замiну змiнних:

z → z

1 + q
, z1 →

z1
Δq

, z1 → z1 − z .

У результатi для величини Z̃1 отримаємо

Z̃1 =

1∫
−1

dπ

2
exp
(
βφ(π)

)
,

φ(π) = −
√
α

2
π2 +

1
2
χπ2 + πz1. (32)

Для β →∞ iнтеграл за змiнною π обчислюємо мето-
дом Лапласа. Максимум φ(π) досягається в точцi

πmax =


−1, якщо z1 < −z0,
z1/z0, якщо −z0 < z1 < z0,
1, якщо z1 > z0,

(33)
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Залежнiсть величини H вiд параметра α даної роботи (крива
1); крива перетинає вiсь в точцi α0 ≈ 1, 345; фрагмент вiдпо-
вiдної залежностi за результатами роботи [11] (крива 2)

z0 =
√
α− χ .

Вiдповiдно для Z̃1 i Z1 отримаємо

Z̃1 ' exp
(
m0φmax

)
, Z1 '

〈
exp
(
m0φmax

)〉
z1
,

де

φmax =


−z0/2− z1, якщо z1 < −z0,
z2
1/(2z0), якщо −z0 < z1 < z0,
−z0/2 + z1, якщо z1 > z0.

(34)

У результатi пiсля нескладних алгебраїчних перетво-
рень отримаємо в границi β →∞

H/N =
1
2

+
1

4
√
α

[2χ(Δq + q) +m0Δq(Δq + 2q)]−

− 1√
α

1
m0
〈ln〈em0φmax〉z1〉z . (35)

На основi (B.8) i (B.12) отримуємо систему рiвнянь
для визначення параметрiв χ, Δq, q, m0:

χ =
1√

1 + q
〈
〈em0φmax d

dz1
πmax〉z1

〈em0φmax〉z1
〉z,

Δq + q = 〈
〈
π2

maxe
m0φmax〉z1〈

em0φmax〉z1
〉z,

Δq = 〈
〈πmaxe

m0φmax〉2z1
〈em0φmax〉2z1

〉z,

1
4
Δq(Δq + 2q) +

1
m2

0

〈ln〈em0φmax〉z1〉z−

− 1
m0
〈 〈φmaxe

m0φmax〉z1
〈em0φmax〉z1

〉z = 0. (36)

Усереднення за змiнними z i z1 визначаються форму-
лами

〈. . .〉z =

∞∫
−∞

dz√
2π(1 + q)

exp
(
− z2

2(1 + q)

)
(. . .) ,

〈. . .〉z1 =

∞∫
−∞

dz1√
2πΔq

exp
(
− (z1 − z)2

2Δq

)
(. . .) . (37)

Систему рiвнянь (36) дослiджували чисельним мето-
дом. Для порiвняння з результатами RS [14] розгля-
немо залежнiсть Δq вiд α. З’ясувалось, що вiдмiннi
вiд нуля значення Δq спостерiгаються в областi па-
раметра α . 1, 32, причому Δq монотонно спадає до
нуля iз зростанням α. Як зазначалось вище, в областi
значень параметра α . 1, 32 дане наближення не за-
стосовне, оскiльки H < 0. В свою чергу, для Δq → 0
результати наближення 1RSB збiгаються iз наближе-
нням симетричних реплiк, про що вказувалось в до-
датку B. Цю обставину можна проiлюструвати також
таким наглядним чином. Для Δq → 0 функцiя роз-
подiлу змiнної z1 в (37) прямує до δ-функцiї

1√
2πΔq

exp
(
− (z1 − z)2

2Δq

)
→ δ(z1 − z)

i iнтегрування у формулах (35) i (36) за змiнною z1
виконуються в замкнутому виглядi i ми приходимо
до наближення RS [14]. Отже, для α & 1, 32 резуль-
тати наближень 1RSB i RS практично збiгаються,
при цьому H = 0 досягається для α0 ≈ 1, 345 (див.
рисунок, крива 1).

4.2. Наближення 2RSB

За аналогiєю iз наближенням 1RSB, виконаємо за-
мiни змiнних m1 → m1/β, m2 → m2/β. Сприйнятли-
вiсть χ = β(Q− q2) є скiнченною для β →∞. Визна-
чимо змiннi Δq1 = q1 − q, Δq2 = q2 − q1 i виконаємо
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такi замiни у спiввiдношеннях наближення 2RSB (
формули (C.4), (C.5), (C.6) i (C.8)):

z → z

1 + q
, z1 →

z1
Δq1

, z2 →
z2

Δq2
,

z1 → z1 − z, z2 → z2 − z1 .

Пiсля зазначених перетворень отримаємо для мiнiму-
му H вираз

H/N =
1
2

+
1

4
√
α

[
2χ(Δq1 + Δq2 + q)+

+m2Δq2(2Δq1 + Δq2 + q) +m1Δq1(Δq1 + 2q)
]
−

− 1√
α

1
m1
〈lnZ1〉z . (38)

Формули (C.5) набувають вигляду

Z1 = 〈〈Z̃m2
2 〉

m1
m2
z2 〉z1 , Z̃2 =

1∫
−1

dπ

2
exp(βφ(π)),

φ(π) = −
√
α

2
π2 +

1
2
χπ2 + πz2 . (39)

При цьому усереднення за змiнними z1, z2 здiйснюю-
ться з гауссовими функцiями

〈. . .〉z2 =

∞∫
−∞

dz2√
2πΔq2

exp
(
− (z2 − z1)2

2Δq2

)
(. . .),

〈. . .〉z1 =

∞∫
−∞

dz1√
2πΔq1

exp
(
− (z1 − z)2

2Δq1

)
(. . .),

а за змiнною z згiдно з першою формулою (37).
Подальша схема розрахункiв така ж, що i у випадку
1RSB. Спочатку обчислюємо асимптотику iнтеграла
за змiнною π (величина Z̃2 в (39)). У результатi отри-
маємо

Z1'〈〈exp
(
m2φmax

)
〉

m1
m2
z2 〉z1 , Z̃2 ' 〈exp

(
m2φmax

)
〉z2 .

Iз порiвняння формул (32) i (39) легко бачити, що
φmax задається тiєю ж формулою, що i в (34), лише
iз замiною z1 → z2. При цьому πmax також визначає-
ться формулою (33) iз аналогiчною замiною z1 → z2.

У пiдсумку на основi рiвнянь (C.6) i (C.8) в границi
β → ∞ отримуємо систему рiвнянь для параметрiв
χ,Δq2,Δq1, q,m1,m2:

χ =
1√

1 + q
〈 1
Z1
〈〈em2φmax

dπmax

dz2
〉z2〈em2φmax〉

m1
m2
−1

z2 〉z1〉z,

Δq2 + Δq1 + q =

= 〈 1
Z1
〈〈π2

maxe
m2φmax〉z2〈em2φmax〉

m1
m2
−1

z2 〉z1〉z,

Δq1 + q = 〈 1
Z1
〈〈πmaxe

m2φmax〉2z2〈e
m2φmax〉

m1
m2
−2

z2 〉z1〉z,

q = 〈〈( 1
Z1
〈〈πmaxe

m2φmax〉z2〈em2φmax〉
m1
m2
−1

z2 〉z1)2〉z , (40)

1
4
Δq1(Δq1 + 2q) +

1
m2

1

〈ln(Z1)〉z−

− 1
m1m2

〈 1
Z1
〈〈em2φmax〉

m1
m2
z2 ln〈em2φmax〉z2〉z1〉z = 0, (41)

1
4
Δq2(Δq2 + 2Δq1 + 2q)+

+
1
m2

2

〈 1
Z1
〈〈em2φmax〉

m1
m2
z2 ln

〈
em2φmax〉z2〉z1〉z−

− 1
m2
〈 1
Z1
〈〈em2φmax〉

m1
m2
−1

z2 〈em2φmaxφmax〉z2〉z1〉z = 0.

(42)

Згiдно з вихiдними положеннями методу реплiк [15]
виконується також умова m1/m2 < 1.

У результатi чисельного розв’язку було виявлено,
що параметр Δq2 монотонно спадає iз зростанням α
i перетворюється в 0 для α ≈ 0, 84. Як зазначено в
додатку C для Δq2 → 0 наближення 2RSB перейде
у 1RSB. Це можна спостерiгати також таким чином.
Якщо в формулах (38), (40) здiйснити пiдстановку

1√
2πΔq2

exp
(
− (z2 − z1)2

2Δq2

)
→ δ(z2 − z1),

то iнтегрування за змiнною z2 виконується в замкну-
тому виглядi i ми прийдемо до наближення 1RSB.
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Отже, для α & 0, 84 результати збiгаються з набли-
женням 1RSB, що дослiджувалось в попередньому
роздiлi.

Пiдсумовуючи, зазначимо, що в областi застосов-
ностi гауссового наближення α > α0 (α0 ≈ 1, 345) пiд-
тверджуються результати наближення RS [14] з не-
значним збiльшенням α0. В результатi чисельних до-
слiджень виявлено, що iз зростанням параметра α
наближення 2RSB прямує до 1RSB, i наближення
1RSB – до RS. Очевидно, така поведiнка зумовлена
домiнуванням доданка H̄(n)

0 в ефективному реплiчно-
му гамiльтонiанi (23) для α ∼ 1.

У зв’язку з цим можна зробити також таке заува-
ження. Визначимо гауссовi поля

hi =
1√
N

∑
j(6=i)

kji

з 〈hi〉 = 0, 〈h2
i 〉 = 1. Тодi ефективний гамiльтонiан

(16) запишемо у еквiвалентному виглядi

H(n) ≈ 1
2

∑
i,a

πai
2 +

∑
i<j,a

Jij√
P
πai π

a
j +

√
N/P

∑
i,a

hiπ
a
i .

(43)

Пiсля пiдстановки P = αN гамiльтонiан (43) запише-
мо у виглядi

H(n)/
√
α ≈

√
α

2

∑
i,a

πai
2 +

∑
i<j,a

Jij√
N
πai π

a
j +

∑
i,a

hiπ
a
i .

(44)

Гамiльтонiан (44) можна вважати аналогом гамiльто-
нiана Гатака–Шеррiнгтона [22–24] для системи з не-
перервним спiном величини π = 1 в гауссових полях
hi. Нам невiдомi роботи, де вивчався основний стан
гамiльтонiана, що вiдповiдає (44). Зазначимо, що в
роботi [24] дослiджувався основний стан системи з га-
мiльтонiаном Гатака–Шеррiнгтона для спiну S = 1

H = −
∑
i,j

Ji,jSiSj +D
∑
i

S2
i ,

з гауссовим розподiлом взаємодiй Ji,j (〈Ji,j〉 = 0,
〈J2
i,j〉 = J/N). Цiкаво зазначити, що крива залежностi

вiльної енергiї вiд параметра D/J виявляє характер-
ну монотонну залежнiсть як i на рисунку (крива 1).

5. Висновки

В данiй роботi розглянуто задачу мiнiмiзацiї в мо-
делi гри у меншостi в гауссовому наближеннi. В ньо-

му вiд усереднення за дискретними змiнними здiйсне-
но перехiд до усереднення за неперервними гауссови-
ми змiнними в границi великих N i P i скiнченного
α = P/N . При цьому оптимiзацiйна задача зведена
до дослiдження основного стану системи, гамiльтонi-
ан якої мiстить параметри, розподiленi за гауссовим
розподiлом. У запропонованому пiдходi, як зазначе-
но у вступi, вiдсутнiй розклад за параметром β/P , що
використовувався в оригiнальних роботах. Оскiльки
гауссова функцiя розподiлу параметрiв гамiльтонiа-
на (A.11) є граничною для P � 1, то це накладає
обмеження на застосовнiсть результатiв в областi змi-
ни параметра α. В нашому випадку ми визначили
область застосовностi наближення значеннями пара-
метра α, для яких H > 0. Чисельнi розв’язки показу-
ють, що в цiй областi достатньо обмежитись набли-
женням RS, що зумовлено структурою ефективного
гамiльтонiана (16). Пiдсумовуючи, зазначимо, що хо-
ча неможливо провести порiвняння результатiв даної
роботи i оригiнальних робiт [6, 7, 9–11] для значень
α < 1, 345, проте для α > 1, 345 в гауссовому набли-
женнi отримано меншi значення величиниH (див. ри-
сунок). Уточнення методу, згiдно з центральною гра-
ничною теоремою, може здiйснюватись шляхом по-
будови асимптотичних розвинень для гауссової фун-
кцiї розподiлу (див., наприклад, [17]), що є непростою
обчислювальною задачею i вимагає подальших дослi-
джень.

ДОДАТКИ

A. Функцiя розподiлу параметрiв гамiльтонiана

Параметри гамiльтонiана (10) залежать вiд змiнних
aµs,i, s = (1, 2). Перехiд вiд усереднення деякої функцiї
Φ(d̃, J̃ , k̃) параметрiв (11) за змiнними aµs,i до усереднення з
функцiєю розподiлу цих параметрiв виконаємо за допомогою
спiввiдношення

〈Φ(d̃, J̃ , k̃)〉a =

∫
DdDJDkΨ(d, J, k)Φ(d, J, k), (A.1)

де Ψ(d, J, k) = 〈δ(d − d̃)δ(J − J̃)δ(k − k̃)〉a – має змiст густини
ймовiрностi розподiлу змiнних {di}, {Jij}, {kij}. В формулi
(A.1) введено позначення для добутку диференцiалiв:

Dd =
∏
i

ddi, DJ =
∏
i<j

dJij , Dk =
∏
i 6=j

dkij

i δ-функцiй

δ(d− d̃)δ(J − J̃)δ(k − k̃) =

=
∏
i

δ(di − d̃i)
∏
i<j

δ(Jij − J̃ij)
∏
i 6=j

δ(kij − k̃ij).

Стандартним чином (див., наприклад, [17]) визначимо хара-
ктеристичну функцiю

ϕ(y, z, x) =

∫
DdDJDkDlΨ(d, J, k)×
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× exp(iyd + izJ + ixk) = 〈exp(iyd̃ + izJ̃ + ixk̃)〉a, (A.2)

де позначено

yd =
∑
i

yidi, zJ =
∑
i<j

zijJij , xk =
∑
i 6=j

xijkij . (A.3)

В експонентi (A.2) змiст позначень заданий в формулах (A.3),
лише замiсть величин {di}, {Jij}, {kij} потрiбно пiдставити
вирази (11). Характеристична функцiя (A.2) факторизується
за iндексом µ. У результатi отримаємо

ϕ(y, z, x) = ϕ1(y, z, x)P ,

ϕ1(y, z, x) = 〈exp(iyd̃1 + izJ̃1 + ixk̃1〉a. (A.4)

Iндекс 1 в (A.4) вказує, що береться один доданок iз суми за µ
у вiдповiдних виразах, що визначають d̃, J̃ , k̃. Зокрема,

yd̃1 = −
∑
i

yia1,ia2,i/
√
P , zJ̃1 + xk̃1 =

∑
i

ai−Bi,

Bi =
1

2
√
P

∑
j(>i)

aj−zij +
1

2
√
P

∑
j( 6=i)

aj+xij . (A.5)

Нагадаємо, що змiннi aj± визначенi в (9). Для того щоб факто-
ризувати в (A.4) доданки за iндексом частинок i, використаємо
iнтегральну тотожнiсть:

F
(∑

i

ai−Bi
)

=

∫∫
dudv

2π
exp(−iuv) exp(iva−)F

(∑
i

uiBi

)
,

де введено позначення: uv =
∑
i uivi,va− =

∑
i viai− . Пiсля

нескладних перетворень для ϕ1(y, z, x) отримаємо такий вираз:

ϕ1(y, z, x) =

∫
du
∏
j

Fj(u,y, z,x),

Fj(u,y, z,x) =
1

2

[
exp(iLj) cos(2ωxj )δ(uj)+

+
1

2
exp(−iLj) exp(−2iωzj )δ(uj + 1/

√
P )+

+
1

2
exp(−iLj) exp(2iωzj )δ(uj − 1/

√
P )
]
, (A.6)

де позначено

Lj = −
yj√
P
, ωzj =

∑
i(<j)

uizij , ω
x
j =

∑
i(6=j)

uixij . (A.7)

Формули (A.4) i (A.6) задають точне представлення характе-
ристичної функцiї. У границi великих P в прийнятiй методицi
(див. [17]) слiд врахувати головнi члени розкладу ϕ1(y, z, x)

за 1/P . Це нескладно зробити розкладаючи на першому кро-
цi функцiї δ(uj ± 1/

√
P ) в ряд за степенями 1/

√
P . Зокрема,

отримаємо

Fj(u,y, z,x) ≈ Fj0(u,y, z,x)+

+
1
√
P
Fj1(u,y, z,x) +

1

2P
Fj2(u,y, z,x), (A.8)

де

Fj0(u,y, z,x) =
1

2
[exp(iLj) cos(2ωxj )+ exp(−iLj) cos(2ωzj )]δ(uj),

Fj1(u,y, z,x) = −
1

2
exp(−iLj) sin(2ωzj )δ

′(uj),

Fj2(u,y, z,x) =
1

2
exp(−iLj) cos(2ωzj )δ

′′(uj). (A.9)

Штрихи в (A.9) позначають похiднi вiд δ-функцiй. За наяв-
ностi δ-функцiй, пiсля пiдстановки (A.8) в (A.6), iнтеграли за
змiнними uj обчислюються елементарно. Наступним кроком
розкладаємо за степенями 1/

√
P множники exp(±iLj). Пiсля

виконання вказаних обчислень отримаємо

ϕ1(y, z, x) ≈ 1−
1

2P

∑
i

y2i −
1

2P

∑
i<j

z2ij −
1

2P

∑
i6=j

x2
ij .

Вiдповiдно для характеристичної функцiї (A.4) в границi P →
∞ отримаємо

ϕ(y, z, x) ≈ exp
(
−

1

2

∑
i

y2i −
1

2

∑
i<j

z2ij −
1

2

∑
i 6=j

x2
ij

)
. (A.10)

Виконуючи фур’є-перетворення характеристичної функцiї
(A.10), знаходимо асимптотику функцiї розподiлу параметрiв
гамiльтонiана Ψ(d, J, k):

Ψ(d, J, k) =
∏
i

1
√

2π
exp
(
−

1

2
d2i
)∏
i<j

1
√

2π
exp
(
−

1

2
J2
ij

)
×

×
∏
i 6=j

1
√

2π
exp
(
−

1

2
k2
ij

)
. (A.11)

B. Наближення 1RSB

Наближення 1RSB визначає порушення реплiчної симетрiї
(наближення RS) на один крок (див., наприклад, [3, 15]). В
цьому наближеннi матрицю перекриття Q̂ задають у виглядi

Qab =


Q, якщо a = b;

q, якщо |a− b| > m;

q1, якщо |a− b| ≤ m,

(B.1)

де m визначає кiлькiсть реплiк у групi при подiлi n на n/m

груп. Числа m i n/m задаються цiлими. З означення (B.1) ви-
пливає, якщо iндекси матрицi Qab належать однiй групi, то
Qab = q, якщо рiзним групам, то Qab = q1. Спiввiдношення
(B.1) можна записати також у матричному виглядi

Q̂ = (Q− q1)În + (q1 − q)Î n
m
⊕ Êm + qÊn . (B.2)

Матрицi Î i Ê позначають вiдповiдно одиничну матрицю i ма-
трицю, всi елементи якої дорiвнюють 1 (iндекс вказує порядок
матрицi). У формулi (B.2) використано також позначення пря-
мого добутку матриць [19]. Використовуючи властивостi пря-
мого добутку матриць, нескладно отримати∑
a,b

Q2
ab = n{(Q2 − q21) +m(q21 − q2)} , (B.3)

∑
a,b

πaQabπb = (Q− q1)
∑
a

π2
a + q

(∑
a

πa
)2

+

+(q1 − q)
n/m∑
k=1

( ∑
a∈Ak

πa
)2
, (B.4)

де Ak в (B.4) позначає сукупнiсть реплiк, що входять в k-у гру-
пу. Наступнi перетворення є типовими для методу реплiк (див.
[3, 15]), тому наведемо їх досить стисло. Отриманi вирази (B.3),
(B.4) пiдставляємо у загальнi спiввiдношення (24), (27) i (29).
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(25) виконаємо за допомогою iнтегрального перетворення

e
1
2x

2
=

1
√

2π

∞∫
−∞

dz e−
1
2 z

2
ezx.

Пiсля ряду перетворень Z1(Q) запишемо у виглядi

Z1(Q) =

∞∫
−∞

dz
√

2π
exp(−z2/2)Z

n/m
1 , (B.5)

де позначено

Z1 =

∞∫
−∞

dz1√
2π

exp(−z21/2)Z̃m1 ,

Z̃1 =

1∫
−1

dπ

2
exp
(
−β
√
α

2
π2 +

β2

2
(Q− q1)π2

)
×

× exp(β
√

1 + qπz) exp(β
√
q1 − qπz1). (B.6)

Iз врахуванням зазначених перетворень, виконуючи граничний
перехiд n→ 0, для мiнiмуму (29) отримаємо

H =
N

2
+

N

4
√
α

lim
β→∞

β
(
(Q2 − q21) +m(q21 − q2)

)
−

−
N
√
α

1

m
lim
β→∞

1

β

∞∫
−∞

dz
√

2π
exp(−z2/2) lnZ1. (B.7)

Величина (B.7) залежить вiд параметрiв Q, q, q1,m, рiвняння
для яких можна отримати простим диференцiюванням (B.7),
а також на основi загального рiвняння стацiонарностi (27). В
результатi нескладних обчислень отримаємо

Q =

〈
〈〈π2〉πZ̃m1 〉z1
〈Z̃m1 〉z1

〉
z

, q1 =

〈
〈〈π〉2πZ̃m1 〉z1
〈Z̃m1 〉z1

〉
z

,

q =

〈(
〈〈π〉πZ̃m1 〉z1
〈Z̃m1 〉z1

)2〉
z

. (B.8)

Усереднення в (B.8) за змiнними z i z1 здiйснюються за такими
формулами:

〈. . . 〉z =

∞∫
−∞

dz
√

2π
exp

(
−z2/2

)
(. . . ) , (B.9)

〈. . . 〉z1 =

∞∫
−∞

dz1√
2π

exp
(
−z21/2

)
(. . . ) , (B.10)

i також

〈. . . 〉π =
1

Z̃1

1∫
−1

dπ

2
exp
(
βϕ(π))

(
. . .
)
, (B.11)

Прирiвнюючи до нуля похiдну вiд (B.7) за параметромm, отри-
муємо рiвняння для визначення m:

1

4
β
(
q21−q2

)
+

1

m2

1

β
〈lnZ1〉z−

1

m

1

β

〈
〈Z̃m1 ln Z̃1〉z1
〈Z̃m1 〉z1

〉
z

= 0. (B.12)

У сукупностi формула (B.7) i система рiвнянь (B.8), (B.12) да-
ють розв’язок задачi в наближеннi 1RSB.

З наведених формул випливає також, що для q1 = q набли-
ження 1RSB перейде у наближення симетричних реплiк [3, 14].

C. Наближення 2RSB

У наближеннi 2RSB матрицю перекриття Q̂ задають у виглядi

Q̂ = (Q− q2)În + (q2 − q1)Î n
m2
⊕ Êm2 (q1 − q)Î n

m1
⊕

⊕Êm1 + qÊn, (C.1)

де m1 визначає кiлькiсть реплiк у групi при подiлi n реплiк на
n/m1 груп, а m2 вiдповiдно – кiлькiсть реплiк в групi при по-
дiлi m1 реплiк на m1/m2 груп. При цьому як m1, m2 i m1/m2

вважаються цiлими числами. Змiст решти позначень був вка-
заний вище. Пiдставляючи матрицю (C.1) в загальнi спiввiд-
ношення (25), (29), отримуємо∑
a,b

Q2
ab = n{(Q2 − q22) +m2(q22 − q21) +m1(q21 − q2)}, (C.2)

∑
a,b

πaQabπb = (Q− q2)
∑
a

π2
a + (q2 − q1)

n/m2∑
k2=1

( ∑
a∈Ak2

πa
)2

+

+(q1 − q)
n/m1∑
k1=1

( ∑
a∈Ak1

πa
)2

+ q
(∑
a

πa
)2
, (C.3)

де Ak2 , Ak1 в (C.3) позначають сукупностi реплiк, що входять
у вiдповiднi групи. Як i у випадку 1RSB, наступнi перетво-
рення полягають у факторизацiї за реплiчними змiнними при
обчисленнi Z1(Q) (25). Пiсля виконання необхiдних перетво-
рень для мiнiмуму (29) отримаємо вираз

H/N =
1

2
+

1

4
√
α

lim
β→∞

β
(
(Q2 − q22) +m2(q22 − q21)+

+m1(q21 − q2)
)
−

1
√
α

1

m1
lim
β→∞

1

β
〈lnZ1〉z . (C.4)

Тут введено позначення:

Z1 =
〈
〈Z̃m2

2 〉
m1
m2
z2

〉
z1
, Z̃2 =

1∫
−1

dπ

2
exp(βϕ(π)),

ϕ(π) = −
√
α

2
π2 +

β

2
(Q− q2)π2+

+
√
q2 − q1πz2 +

√
q1 − qπz1 +

√
1 + qπz. (C.5)

Вiльна енергiя є функцiєю параметрiв Q, q2, q1, q,m1,m2. Рiв-
няння для параметрiв Q, q2, q1, q, як вже вказувалось вище,
отримуємо iз загальних рiвнянь стацiонарностi (27). Зокрема,
маємо

Q = 〈
1

Z1
〈〈〈π2〉Z̃m2

2 〉z2 〈Z̃
m2
2 〉

m1
m2
−1

z2 〉z1 〉z ,

q2 = 〈
1

Z1
〈〈〈π〉2Z̃m2

2 〉z2 〈Z̃
m2
2 〉

m1
m2
−1

z2 〉z1 〉z ,

q1 = 〈
1

Z1
〈〈〈π〉Z̃m2

2 〉2z2 〈Z̃
m2
2 〉

m1
m2
−2

z2 〉z1 〉z ,

q = 〈(
1

Z1
〈〈〈π〉Z̃m2

2 〉z2 〈Z̃
m2
2 〉

m1
m2
−1

z2 〉z1 )2〉z . (C.6)

Усереднення за змiнними z, z1, z2 в формулах (C.4), (C.5) i
(C.6) виконуються з гауссовими функцiями як i в формулi
(B.9). Рiвняння для параметрiв m1,m2 отримуємо диферен-
цiюванням (C.4) за параметрами m1 i m2:

β

4
(q21 − q2) +

1

βm2
1

〈ln(Z1)〉z−
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−
1

βm1m2
〈

1

Z1
〈〈Z̃m2

2 〉
m1
m2
z2 ln〈Z̃m2

2 〉z2 〉z1 〉z = 0, (C.7)

β

4
(q22 − q21) +

1

βm2
2

〈
1

Z1
〈〈Z̃m2

2 〉
m1
m2
z2 ln〈Z̃m2

2 〉z2 〉z1 〉z−

−
1

m2
〈

1

Z1
〈〈Z̃m2

2 〉
m1
m2
−1

z2 〈Z̃m2
2 ln Z̃2〉z2 〉z1 〉z = 0. (C.8)

Зауважимо, що всi формули виписанi до виконання граничного
переходу β →∞.

Iз структури наведеного розв’язку випливає також, що для
q2 = q1 наближення 2RSB перейде у наближення 1RSB, а
вiдповiдно для q2 = q1 i q1 = q – перейде у наближення RS.

1. В. Кинцель, УФН 152, 1 (1987).
2. И.Я. Коренблит, Е.Ф. Шендер, УФН 157, 2 (1989).
3. H. Nishimori, Statistical Physics of Spin Glasses and

Information Processing. An Introduction (Clarendon
Press, Oxford, 2001).

4. R.N. Mantegna and H.E. Stanley, An Introduction to
Econophysics: Correlations and Complexity in Finance
(Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999).

5. A. De Martino and M. Marsili, Preprint (physics/
0606107), (2006).

6. D. Challet, Y. C. Zhang, Physica A 246, 407 (1997).
7. D. Challet, Y. C. Zhang, Physica A 256, 514 (1998).
8. Savit R., Manuca R. and Riolo R., Phys. Rev. Lett. 82,

2203 (1999).
9. D. Challet, M. Marsili and R. Zecchina, Phys. Rev. Lett.

84, 1824 (2000) (cond-mat/9904392).
10. Y.C. Zhang, Physica A 269, 30 (1999), (cond-

mat/9901243).
11. M. Marsili, D. Challet and R. Zecchina, Physica A 280,

522 (2000), (cond-mat/9908480).
12. A. De Martino and M. Marsili, J. Phys. A: Math. Gen.

34, 2525 (2001), (сond-mat/0007397).
13. Э. Мулен, Теория игр с примерами из математиче-

ской экономики (Мир, Москва, 1972).
14. В. Янiшевський, Жур. фiз. досл. 13, № 2 (2009).
15. M. Mezard, G. Parisi and M.A. Virasoro, Spin Glass

Theory and Beyond (World Scientific, Singapore, 1987).
16. Р. Фейнман, Статистическая механика (Мир, Мо-

сква, 1975).
17. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее при-

ложения (Наука, Москва, 1964), Т. 1, 2.
18. J.R.L. de Almeida and D.J. Thouless, J. Phys. A 11, 983

(1978).
19. П. Ланкастер, Теория матриц (Наука, Москва, 1978).
20. A. Crisanti, D.J. Amit, and H. Gutfreund, Europhys.

Lett. 2, 337 (1986).

21. Helmut Steffan and Reimer Kühn, (cond-
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ГАУССОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ В ОПТИМИЗАЦИОННОЙ
ЗАДАЧЕ МОДЕЛИ ИГРЫ В МЕНЬШИНСТВЕ

В.С. Янишевский

Р е з ю м е

Методами статистической физики исследована оптимизацион-
ная задача в известной модели игры в меньшинстве. Опти-
мизационная задача сведена к изучению основного состояния
репличного гамильтониана со случайными параметрами неко-
торой эффективной системы с непрерывным спином. Исполь-
зуя идеи центральных предельных теорем теории вероятно-
сти, получены представления для функции распределения па-
раметров гамильтониана и осуществлен переход к гауcсовому
распределению в случае больших P . Используя приближения
1RSB и 2RSB в методе реплик, получена зависимость мини-
мума исследуемой величины от параметра α. Показано, что
в области применимости предложенный метод дает меньшее
значение минимума, чем в оригинальных работах.

GAUSS APPROXIMATION IN THE OPTIMIZATION
PROBLEM OF THE MINORITY GAME MODEL

V.S. Yanishevsky

Ivan Franko State Drohobych Pedagogical University
(24, I. Franko Str., Drohobych 82100, Ukraine)

S u m m a r y

The optimization problem of the well-known minority game model

is studied by methods of statistical physics. The problem is re-

duced to the study of the ground state of some effective system

with continuous spin described by a replica Hamiltonian with ran-

dom parameters. With the use of the central limit theorem of

probability theory, the representations of the distribution function

for parameters of the Hamiltonian are obtained, and the transi-

tion to the Gauss distribution in the case of large P is realized.

Within approximations 1RSB and 2RSB in the replica method, the

dependence of the minimum of the quantity under study on the

parameter α is determined. It is shown that, in the region of ap-

plicability, the proposed method gives a less value of the minimum

than that obtained in the cited works.
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