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Дослiджено магнiтнi властивостi одноосьового синглетного ма-
гнетика з тензорними взаємодiями. Розглянуто випадок, коли
значення атомного спiну дорiвнює одиницi S = 1, а зовнiшнє
магнiтне поле спрямоване уздовж осi симетрiї кристала. У ко-
ординатах температура – поле побудовано дiаграму стабiль-
ностi й метастабiльностi квадрупольної (КФ) i феромагнiтної
(ФМФ) фаз, на якiй є двi областi метастабiльностi. В однiй iз
них КФ стабiльна, а ФМФ – метастабiльна, в iншiй – реалi-
зується протилежна ситуацiя. Побудовано польову залежнiсть
намагнiченостi, яка має “гiстерезисний” вигляд. При нульовiй
температурi визначено аналiтичну залежнiсть енергiї перема-
гнiчування вiд параметрiв гамiльтонiана системи.

1. Вступ

При значеннi атомних спiнiв S = 1 iснують два ти-
пи тензорних взаємодiй: одноiонна анiзотропiя (ОА)
i бiквадратна обмiнна взаємодiя (БОВ). У магнiтних
сполуках, у яких константи ОА та БОВ є величина-
ми того ж порядку, що й константи бiлiнiйної по спi-
нових операторах обмiнної взаємодiї (ОВ), можливе
виникнення КФ [1–4]. При нульовiй температурi КФ
стiйка в дiапазонi значень зовнiшнього магнiтного по-
ля h < hc1, а ФМФ – у дiапазонi h > hc2, де hc1 та hc2
– критичнi поля, значення яких залежать вiд параме-
трiв гамiльтонiана. У випадку, коли виконується умо-
ва hc1 < hc2, в дiапазонi значень поля hc1 < h < hc2
обидвi фази нестiйкi. У цьому дiапазонi реалiзується
фаза зi спонтанно порушеною симетрiєю, так звана
кутова фаза [5–8]. За умови hc1 > hc2 кутова фаза
не реалiзується нi при яких значеннях температури.
У цьому випадку на фазовiй дiаграмi в координатах
температура – поле присутнi областi, в яких можуть
реалiзуватися метастабiльнi стани, що приводить до
виникнення в системi гiстерезисних явищ.

У 80-тi роки минулого столiття магнiтнi сполуки
з великим значенням констант тензорних взаємодiй
були виявленi експериментально (див., наприклад,
[9]). Це дало додатковий iмпульс теоретичним дослi-
дженням, якi тривають до теперiшнього часу [10–26].
Однак у бiльшостi робiт, у яких враховувалося БОВ,

автори обмежилися наближенням iзотропної БОВ. У
тих же роботах, де враховувалася анiзотропiя БОВ,
вплив констант анiзотропiї БОВ на магнiтнi власти-
востi системи вивчено недостатньо.

Метою даної роботи є дослiдження впливу ОА й
анiзотропної БОВ на польову динамiку параметра по-
рядку (ПП) в КФ i ФМФ, тому ми обмежилися роз-
глядом таких значень параметрiв гамiльтонiана, при
яких виконується умова hc1 > hc2 та, вiдповiдно, ку-
това фаза не реалiзується.

2. Модель системи

При значеннi атомного спiну S = 1 всi взаємодiї в
магнiтнiй системi можуть бути описанi за допомогою
операторiв алгебри ASU (3). Твiрними цiєї алгебри
можна вибрати три оператори проекцiй спiну Sα (α =
x, y, z) i п’ять тензорних операторiв другого рангу Om2
(m = 0,±1,±2). Наведемо зв’язок операторiв Om2 з
операторами Sα (α = x, y, z):

O0
2 =

(
SZ
)2 − 2

3
I, O± 1

2 = −
(
SZS± + S±SZ

)
,

O± 2
2 =

(
S±
)2
, (1)

де I – одиничний оператор, а S+ та S− визначаються
за формулами

S+ =
−1√

2

(
SX + iSY

)
, S− =

1√
2

(
SX − iSY

)
. (2)

У випадку однопiдґраткового упорядкування сере-
днi значення 〈Sα〉 та 〈Om2 〉 повнiстю визначають ма-
гнiтний i квадрупольний порядок у системi, тому мо-
жуть розглядатися як складовi ПП. Без обмеження
загальностi систему координат можна вибрати таким
чином, щоб виконувалася умова

〈Sy〉 = 〈O1
2 +O−1

2 〉 = 〈O2
2 −O−2

2 〉 = 0, (3)

тому максимальна кiлькiсть складових ПП дорiвнює
п’яти [12].
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За наявностi ОА та БОВ одноосьовий гамiльтонiан
з S = 1 у найбiльш загальному випадку має вигляд

H = −gµBh
∑
i

SZi −
∑

i,j(i 6=j)

Jij

[
SZi · SZj +

+ξ
(
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)]
+D
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×
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3O0
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) (
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−
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2i

) (
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2j
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[(
O2

2i +O−2
2i
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×
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2j +O−2
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−
(
O2

2i −O−2
2i

) (
O2

2j −O−2
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)]}
, (4)

де Jij – константи ОВ, Kij – константи БОВ, D –
константа ОА, ξ – константа анiзотропiї ОВ, η,ζ –
константи анiзотропiї БОВ, якi будемо вважати по-
зитивними.

Перший член у гамiльтонiанi (4) – це зеєманiвська
енергiя. Другий член – енергiя ОВ, яка при ξ = 1
стає iзотропною. Третiй член – енергiя ОА. Четвер-
тий член – енергiя БОВ. У випадку, коли η = ζ = 1,
БОВ є iзотропною:

HБОВ = −
∑

i,j(i 6=j)

K ′ij (Si · Sj)2, (5)

де K ′ij – перенормованi константи БОВ.
У данiй роботi ми обмежилися розглядом тiльки

однопiдґраткових структур у легкоплощинних магне-
тиках, що забезпечується умовою Jij > 0, Kij > 0,
D > 0.

У симетричних фазах вiдмiннi вiд нуля тiльки двi
складовi ПП: 〈SZ〉 i 〈O0

2〉, тому в наближеннi молеку-
лярного поля гамiльтонiан має вигляд

H0 = −
(
gµBhZ + J0〈SZ〉

)∑
i

SZi +

+
(
D − 3K0〈O0

2〉
)∑

i

O0
2i, (6)

де J0 та K0 дорiвнюють: J0 ≡
∑
i

Jij , K0 ≡
∑
i

Kij .

З (6) одержуємо вираз для середнього значення
енергiї:

E = N

(
−gµBh〈SZ〉 − J0〈SZ〉2 +D〈O0

2〉 − 3K0〈O0
2〉2
)
.

(7)

Залежно вiд значення проекцiї спiну на вiсь z
(SZ = 0,±1) енергетичнi рiвнi окремого атома ви-
значаються спiввiдношеннями

E1 = −h̃+
1
3
d̃, E0 = −2

3
d̃, E−1 = h̃+

1
3
d̃, (8)

де

h̃ = gµBhZ + J0〈SZ〉, d̃ = D − 3K0〈O0
2〉. (9)

При нульовiй температурi у ФМФ компоненти ПП
〈SZ〉 i 〈O0

2〉 дорiвнюють, вiдповiдно, 1 i 1
3 , а в КФ

– 0 i − 2
3 . При скiнченних температурах 〈SZ〉 i 〈O0

2〉
визначаються системою двох рiвнянь:

〈SZ〉 =

∑
n
SZn exp (−En/θ)∑
n

exp (−En/θ)
, 〈O0

2〉 =

∑
n
O0

2 exp (−En/θ)∑
n

exp (−En/θ)
,

(10)

де θ – температура в енергетичних одиницях
(θ = kT ).

З урахуванням (8) систему (10) можна подати у
виглядi

〈SZ〉 =
e− − e+

1 + e− + e+
, 〈O0

2〉 =
1
3
− 1

1 + e− + e+
, (11)

де e− та e+ визначаються виразами

e− = exp
−h̃+ d̃

θ
, e+ = exp

h̃+ d̃

θ
. (12)

3. Ентропiя та вiльна енергiя системи

Нехай з N атомiв системи N1 атомiв перебувають у
станi з SZ = 1 i N2 атомiв – у станi з SZ = −1. Тодi
вiдмiннi вiд нуля компоненти ПП дорiвнюють

〈SZ〉 =
N1

N
− N2

N
, 〈O0

2〉 =
N1

N
+
N2

N
− 2

3
. (13)

Ентропiю системи можна записати так:

σ = k ln
N !

N1!N2! (N −N1 −N2)!
. (14)
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Рис. 1. Дiаграма стабiльностi й метастабiльностi КФ i ФМФ.
Дiаграму побудовано при D̃ = 0, 5; K̃0 = 1, 25; η = 0, 85; ξ = 1

Використовуючи формулу Стiрлiнга:
lnN ! ∼= N (lnN − 1), вираз (14) можна подати у
виглядi

σ = −Nk
[
ln
(

1− N1

N
− N2

N

)
−

−N1

N
ln
(
N

N1
− N2

N1
− 1
)
− N2

N
ln
(
N

N2
− N1

N2
− 1
)]
.

(15)

Вiльна енергiя системи визначається за формулою

F = E − Tσ. (16)

Враховуючи (7), (13) i (15), можна одержати вираз
для вiльної енергiї, що припадає на один атом:

F = −gµBh〈SZ〉 − J0〈SZ〉2 +D〈O0
2〉 − 3K0〈O0

2〉2+

+θ
{

ln
(

1
3
− 〈O0

2〉
)

+
〈SZ〉

2
ln

2 + 3〈O0
2〉+ 3〈SZ〉

2 + 3〈O0
2〉 − 3〈SZ〉

−

−2 + 3〈O0
2〉

6
ln

4
(
1− 3〈O0

2〉
)2

(2 + 3〈O0
2〉)

2 − 9〈SZ〉2

}
, (17)

де 〈SZ〉 i 〈O0
2〉 визначаються системою (11).

4. Границi стiйкостi КФ i ФМФ

У роботах [27,28] для моделi (4) отриманi вирази для
границь стiйкостi КФ i ФМФ вiдносно взаємних пе-
реходiв. Обидва вирази мають однаковий вигляд

gµBh+ 〈SZ〉 (2J0 − ξJ0 − ηK0) =

=
{(
〈SZ〉

)2
(ξJ0 − ηK0)

2 +
[
D − 6〈O0

2〉×

× (K0 − ξJ0)
] [
D − 6〈O0

2〉K0 (1− η)
]}1/2

, (18)

при цьому в координатах температура–поле границi
стiйкостi обох фаз не збiгаються. Така ситуацiя пов’я-
зана з тим, що формула (18) вмiщує компоненти ПП
〈SZ〉 i 〈O0

2〉, якi при однакових значеннях величин θ i
h в рiзних фазах набувають рiзних значень.

Критичнi поля hc1 i hc2 є низькотемпературними
границями областей стiйкостi КФ i ФМФ вiдповiдно.
Їх значення легко одержати з виразу (18), вважаючи
T = 0:
КФ

gµBhc1 =
√

[D + 4K0(1− η)] [D + 4(K0 − ξJ0)], (19)

ФМФ

gµBhc2 = −2J0 + ξJ0 + ηK0 + |D − 2K0 + ξJ0 + ηK0| .
(20)

У тому випадку, коли виконується умова

D − 2K0 + ξJ0 + ηK0 > 0, (21)

формула (20) набуває вигляду

gµBhc2 = D − 2J0(1− ξ)− 2K0(1− η). (22)

Вирази (19) i (22) збiгаються з виразами для крити-
чних полiв, якi отримано в роботi [6] iншим способом.

5. Дiаграма стабiльностi та метастабiльностi
КФ i ФМФ

Для подальших дослiджень ми вибрали такi значення
параметрiв гамiльтонiана, за яких виконується умова
hc1 > hc2. На рис. 1 у безрозмiрних координатах θ̃− h̃
(θ̃ = θ/J0, h̃ = gµBh/J0) наведено дiаграму стабiль-
ностi та метастабiльностi КФ i ФМФ. Кривi 1 i 2 –
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границi стiйкостi, вiдповiдно, ФМФ i КФ, що опису-
ються виразом (18). Тому в областi а (а1 , а2 ) стiйкi
одночасно ФМФ i КФ. Крива 3 визначається умовою
рiвностi вiльної енергiї в обох фазах:

F
(
〈SZ〉ФМФ, 〈O0

2〉ФМФ
)

= F
(
〈SZ〉КФ, 〈O0

2〉КФ
)
. (23)

В областi а1 КФ стабiльна, а ФМФ може реа-
лiзовуватися тiльки як метастабiльна. В областi а2
стабiльною є ФМФ, а КФ – метастабiльна. В обла-
стi b ФМФ нестiйка i реалiзується тiльки КФ, а в
областi c спостерiгається протилежна ситуацiя. Рi-
зниця в значеннях компонентiв ПП для ФМФ i КФ
на кривiй 3 зменшується зi збiльшенням темпера-
тури i у точцi А з координатами θ̃∗ i h̃∗ стає рiв-
ною нулю, тобто точка А є критичною точкою. Коор-
дината критичної точки θ̃∗ залежить вiд безрозмiр-
них параметрiв гамiльтонiана D̃ i K̃0 (D̃ = D/J0,
K̃0 = K0/J0). При цьому за умови K̃0 = 1, 25
зi зростанням D̃ вiд 0,5 до 0,75 величина θ̃∗ май-
же лiнiйно змiнюється вiд 1,11 до 1,16, а за умо-
ви D̃ = 0, 5 зi зростанням K̃0 вiд 1,25 до 1,7 вели-
чина θ̃∗ змiнюється (також майже лiнiйно) вiд 1,11
до 1,41.

При θ̃ > θ̃∗ iснує область, у якiй реалiзується па-
рамагнiтна фаза. Оскiльки далi будемо розглядати
процеси, що вiдбуваються лише при θ̃ < θ̃∗, ми не бу-
демо зупинятися на питаннi про границi парамагнi-
тної фази з фазами КФ i ФМФ. Це питання досить
добре вивчене в лiтературi (див. [9, 19, 22, 29] та iн.).

6. Гiстерезис та енергiя перемагнiчування

Розглянемо випадок низьких температур. При ма-
лих полях у системi реалiзується стабiльна КФ. Зi
збiльшенням зовнiшнього магнiтного поля при пе-
реходi через лiнiю рiвностi вiльних енергiй (кри-
ва 3 , рис. 1) КФ переходить зi стабiльного ста-
ну в метастабiльний, при цьому величина 〈SZ〉, яка
має смисл вiдносної намагнiченостi, залишається без-
перервною. За подальшого збiльшення величини h
на границi стiйкостi КФ (крива 2 , рис. 1) вiд-
бувається фазовий перехiд першого роду у ФМФ,
який супроводжується стрибкоподiбним збiльшен-
ням величини 〈SZ〉. При зворотнiй змiнi зовнiшньо-
го магнiтного поля h ФМФ на лiнiї рiвностi вiль-
них енергiй безперервно переходить у метастабiль-
ний стан, а фазовий перехiд першого роду, що су-
проводжується стрибкоподiбним зменшенням вели-
чини 〈SZ〉, вiдбувається на границi стiйкостi ФМФ
(крива 1 , рис. 1). Таким чином, залежнiсть вiдно-

Рис. 2. Залежнiсть вiдносної намагнiченостi вiд величини h̃: 1
– θ̃ = 0; 2 – θ̃ = 0, 8. Залежнiсть побудовано при D̃ = 0, 5,
K̃0 = 1, 25

сної намагнiченостi вiд величини h має гiстерези-
сний вигляд (рис. 2). При цьому зi збiльшенням
температури спостерiгається зменшення площi пе-
тлi.

Iндукцiя магнiтного поля B при значеннi спiну S =
1 визначається виразом

B = h+ 4πgµB〈SZ〉n, (24)

де n – концентрацiя магнiтних атомiв. З (24) випли-
ває, що разом iз залежнiстю 〈SZ〉 (h) гiстерезисний
вигляд має залежнiсть B (h). При цьому в координа-
тах B − h площа петлi дорiвнює енергiї перемагнiчу-
вання одиницi об’єму системи:

WV =

h1∫
h2

(BФМФ −BКФ)dh, (25)

де поля h1 та h2 визначаються iз сумiсного розв’язан-
ня (18) i (11) при фiксованiй температурi i є грани-
чними точками стiйкостi вiдповiдно ФМФ та КФ.

Враховуючи (24), величинуWV можна подати у ви-
глядi

WV = 4πgµBn

h1∫
h2

(
〈SZ〉ФМФ − 〈SZ〉КФ

)
dh. (26)

При цьому безрозмiрна енергiя перемагнiчування,
що припадає на один атом, визначається формулою

W̃1 = 4π

h̃1∫
h̃2

(
〈SZ〉ФМФ − 〈SZ〉КФ

)
dh̃. (27)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №3 251



I.П. ШАПОВАЛОВ, П.О. САЙКО

При T = 0 виконується умова h1 = hc1, h2 = hc2,
〈SZ〉ФМФ = 1, 〈SZ〉КФ = 0, i, вiдповiдно, одержуємо
такий вираз для W̃1:

W̃1 = 4π
(
h̃c1 − h̃c2

)
. (28)

Враховуючи (19) i (22), одержуємо аналiтичну за-
лежнiсть величини W̃1 вiд параметрiв гамiльтонiана:

W̃1 = 4π
(√[

D̃ + 4K̃0(1− η)] [D̃ + 4(K̃0 − ξ)
]
−

−D̃ + 2(1− ξ) + 2K̃0(1− η)
)
. (29)

З (29) випливає, що iз двох констант анiзотропiї
БОВ (η i ζ) лише константа η впливає на величину
W̃1. Наприклад, при D̃ = 0, 5, K̃0 = 1, 25, ξ = 1 i
довiльному значеннi ζ зi змiною константи η вiд 0 до
0,8 величина W̃1 майже лiнiйно зменшується вiд 61,2
до 18,8.

7. Обговорення результатiв

Таким чином, у синглетних магнетиках у певному iн-
тервалi значень параметрiв гамiльтонiана при досить
низьких температурах на T − h дiаграмi можуть ре-
алiзовуватися метастабiльнi квадрупольний та феро-
магнiтний стани. Границя мiж областями на дiаграмi,
в яких реалiзуються цi стани, є лiнiєю рiвностi вiль-
них енергiй в КФ i ФМФ. Наявнiсть областей метаста-
бiльностi приводить до того, що польова залежнiсть
вiдносної намагнiченостi має гiстерезисний вигляд.
Безрозмiрна енергiя перемагнiчування, що припадає
на один атом W̃1, зменшується зi збiльшенням тем-
ператури. При цьому величина W̃1 суттєво залежить
вiд константи анiзотропiї БОВ η.
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ГIСТЕРЕЗИСНI ЯВИЩА В МАГНЕТИКАХ

ГИСТЕРЕЗИСНЫЕ ЯВЛЕНИЯ В МАГНЕТИКАХ
С ТЕНЗОРНЫМИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯМИ

И.П. Шаповалов, П.А. Сайко

Р е з ю м е

Исследованы магнитные свойства одноосного синглетного ма-
гнетика с тензорными взаимодействиями. Рассмотрен слу-
чай, когда значение атомного спина равно единице S =

1, а внешнее магнитное поле направлено вдоль оси симме-
трии кристалла. В координатах температура–поле построена
диаграмма стабильности и метастабильности квадрупольной
(КФ) и ферромагнитной (ФМФ) фаз, на которой имею-
тся две области метастабильности. В одной из них КФ
стабильна, а ФМФ – метастабильна, в другой – реализуе-
тся противоположная ситуация. Построена полевая зависи-
мость намагниченности, имеющая “гистерезисный” вид. При
нулевой температуре определена аналитическая зависимость
энергии перемагничивания от параметров гамильтониана
системы.

HYSTERETIC PHENOMENA IN MAGNETS WITH TENSOR
INTERACTIONS

I.P. Shapovalov, P.A. Sayko

I.I. Mechnikov Odesa National University
(2, Dvoryans’ka Str., Odesa, 65100, Ukraine)

S u m m a r y

Magnetic properties of a uniaxial singlet magnet with tensor inter-

actions have been studied. A case where the atomic spins equal 1,

and the external magnetic field is directed along the axis of crystal

symmetry, is considered. The diagram of stability and metastabil-

ity in the temperature versus field coordinates is plotted for the

quadrupole (QP) and ferromagnetic (FM) phases. It revealed two

metastability regions. In one of them, the QP phase is stable,

but the FM one can be metastable only. In the other region, the

opposite situation is realized. The “hysteretic” dependence of the

magnetization on the field is obtained. An analytic dependence of

the magnetization reversal energy on the Hamiltonian parameters

of the system at zero temperature is derived.
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