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Вивчено властивостi структур у просторовому розподiлi гу-
стини непрямих екситонiв у подвiйних квантових ямах у на-
пiвпровiдниках за наявностi зовнiшнього гармонiйного потен-
цiалу для екситонiв. Розрахунки показали, що при накачках,
бiльших за пороговi, виникають структури густини екситонiв.
Поява острiвцiв пояснюється iснуванням конденсованої фази
екситонiв та нерiвноважнiстю системи внаслiдок скiнченного
часу життя екситонiв i наявностi накачки. Зi зростанням на-
качки розподiл екситонiв має вигляд концентричних кiлець,
розбитих на окремi острiвцi конденсованих екситонiв, потiм
структура набуває вигляду суцiльних кiлець. За подальшого
збiльшення iнтенсивностi зовнiшнього збудження утворюється
конденсована фаза iз вкрапленнями острiвцiв газової фази (ан-
тиострiвцiв). Показано, що збiльшення глибини потенцiальної
ями дозволяє спостерiгати конденсацiю екситонiв при менших
накачках. Знайдено залежнiсть виникаючих структур вiд гли-
бини i радiуса потенцiалу та iнтенсивностi накачки.

1. Вступ

Напiвпровiдниковi квантовi ями – перспективнi си-
стеми для дослiдження колективних екситонних ефе-
ктiв. У таких системах час життя екситона дуже
довгий за наявностi електричного поля, яке роздi-
ляє електрони i дiрки по рiзних ямах [1]. Особли-
вий iнтерес пiдiгрiвається можливiстю знайти бозе–
ейнштейнiвську конденсацiю екситонiв [2], яку в об’-
ємних напiвпровiдниках наразi не виявлено. При при-
кладаннi електричного поля рекомбiнацiя непрямих
екситонiв загальмована, i час життя збiльшується, то-
му можна створити високу концентрацiю екситонiв
при менших накачках. У напiвпровiдникових систе-
мах з подвiйними квантовими ямами отримано низку
нових експериментальних результатiв. В.Б. Тимофе-
єв спiльно зi спiвробiтниками виявив дуже вузьку лi-
нiю у спектрах люмiнесцентного випромiнювання не-
прямих екситонiв [3], яка вела себе незвичайно зале-
жно вiд температури i накачки. Цiкавi особливостi

було виявлено у просторовiй структурi люмiнесцен-
тного випромiнювання екситонiв: перiодичне розби-
ття кiльця випромiнювання, концентричного плямi
лазерного збудження i локалiзованi на значних вiд-
станях вiд лазерної плями [4]; структура у виглядi
острiвцiв випромiнювання пiд обiдком круглого вiкна
в електродi, через яке збуджували екситони в кванто-
вiй ямi [5]; розшарування густини екситонiв на окремi
острiвцi у напрямку, поперечному до перiодичної мо-
дуляцiї потенцiалу [6]. При цьому форма утворених
структур не була викликана симетрiєю системи або
зовнiшнiми факторами, а тому викликала значний iн-
терес у теоретикiв. Iснують теоретичнi моделi, в яких
поява структур пов’язується iз бозе-статистикою [7–
9], з описом системи нелiнiйним рiвнянням Шредiн-
гера [10] або з переходом Мотта [11]. У роботах [7–
11] показано в деяких моделях можливiсть утворе-
ння перiодичного розподiлу густини екситонiв. Про-
те особливостi просторового розмiщення острiвцiв ви-
промiнювання, а також тенденцiї поведiнки структур
зi змiною накачки, температури та зовнiшнiх умов у
цих роботах не пояснювалися.

У циклi наших робiт [12–15] вдалося пояснити зга-
данi вище та iншi особливостi перiодичного розмiще-
ння випромiнювання з квантових ям. Головним для
пояснення є те, що iснує конденсована фаза ексито-
нiв i система є нерiвноважною внаслiдок скiнченного
часу життя екситона. Було застосовано двi моделi те-
орiї фазових переходiв, узагальненi на скiнченний час
життя частинок. Одна iз моделей – статистична те-
орiя зародження-росту (модель Лiфшица–Сльозова)
[12, 13]. За допомогою цiєї моделi вдалося пояснити
фазову дiаграму в згаданих роботах В.Б. Тимофеє-
ва [3], залежнiсть iнтенсивностi випромiнювання вiд
накачки i температури. Для унаочнення дуже кори-
сною виявилася теорiя спiнодального розпаду [14, 15]
(модель Кана–Хiллерта), в якiй вдалося описати пе-
рехiд фрагментованого кiльця у суцiльне кiльце лю-
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мiнесценцiї зi змiною параметрiв системи [14], перiо-
дичне розмiщення острiвцiв випромiнювання пiд кру-
глим отвором металiчного електрода [15], поведiнку
структури зi змiною накачки чи температури, а та-
кож iншi результати, важко досяжнi в рамках стати-
стичної моделi. Слiд пiдкреслити, що врахування не-
рiвноважностi системи, спричиненої скiнченним ча-
сом, є принциповим у застосуваннi обох моделей для
пояснення дослiду.

Останнiми роками розглядається можливiсть пiд-
вищення густини екситонiв при тих самих накачках
за допомогою створення макроскопiчних пасток для
екситонiв [16, 17]. Такий потенцiал може мати гармо-
нiчний профiль [18, 19].

У данiй роботi проаналiзовано змiну фаз у системi
екситонiв при накачуваннi у зовнiшньому неодноро-
дному полi: у потенцiалi аксiально-симетричного гар-
монiйного профiлю.

2. Модель системи

Дослiдимо розподiл густини екситонiв у площинi
квантової ями за умови лазерного накачування та
наявностi зовнiшнього потенцiалу (рис. 1,a). Для
розв’язування задачi використаємо пiдхiд, який за-
стосовується пiд час вивчення спiнодального розпаду,
узагальнивши метод на нестабiльнi частинки i врахо-
вуючи наявнiсть накачки. Закон збереження для гу-
стини екситонiв n, якi живуть скiнченний час τ , має
вигляд

∂n

∂t
= −divj +G− n

τ
, (1)

де G – накачка (кiлькiсть екситонiв, створених ла-
зерним опромiненням в одиницю площi за одиницю
часу), j = −M∇µ – густина струму екситонiв, µ – хi-
мiчний потенцiал. Для рухливостi екситонiв M вико-
ристаємо спiввiдношення Ейнштейна: M = nD/kBT .
Хiмiчний потенцiал виразимо через вiльну енергiю:
µ = δF/δn, вибравши вiльну енергiю в моделi Лан-
дау

F [n] =
∫
dr
[
K

2
(∇n)2 + f(n) + nV

]
. (2)

Член K
2 (∇n)2 характеризує енергiю неоднорiдностi, а

додаткова енергiя екситона у зовнiшньому полi вра-
хована членом nV . Густину вiльної енергiї f апрокси-
муємо у виглядi

f(n) = kTn (lnn− 1) +
a

2
n2 +

b

3
n3 +

c

4
n4, (3)
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Рис. 1. Схема системи (a). Радiальнi профiлi накачки (6) i гар-
монiйного потенцiалу (7) (b)

де член kTn (lnn− 1) має превалююче значення при
малих густинах екситонiв, описуючи їх дифузiйний
рух зовнi лазерної плями, а члени степеневого роз-
кладу за концентрацiєю екситонiв вiдiграють основ-
ну роль при великих значеннях n. Параметри a, b, c в
рiвняннi (3) феноменологiчнi i вибранi так, щоб вiль-
на енергiя мала мiнiмум, вiдповiдний конденсованiй
фазi i описувала зсув спектра в область високих ча-
стот зi збiльшенням n (детальний аналiз див. у роботi
[15]). Для цього покладемо a > 0, b < 0, c > 0.

Для чисельного моделювання виберемо такi одини-
цi довжини, концентрацiї, енергiї та часу:

lu =

√
K

a
, nu =

√
a

c
, Vu = anu, tu =

d1l
2
u

D
, (4)

де d1 = kT/Vu. Вводячи безрозмiрнi величини i врахо-
вуючи явний вигляд вiльної енергiї (2) та її густини
(3), зведемо рiвняння для густини екситонiв (1) до
вигляду

∂n

∂t
= d1Δn+∇

[
n∇

(
−Δn+ n+ b1n

2 + n3 + V
)]

+

+G− n

τ
, (5)

де b1 = b/
√
ac. Рiвняння (5) – нелiнiйне 2D феномено-

логiчне рiвняння, яке описує розподiл густини екси-
тонiв високої концентрацiї iз врахуванням накачки,
зовнiшнього потенцiалу i скiнченного часу життя ча-
стинок.
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Рис. 2. Розподiл густини екситонiв n(x, y) у площинi квантової
ями в системi без потенцiалу при рiзних значеннях iнтенсив-
ностi накачування P : a – 150; b – 180; c – 230. Iншi параметри
системи: τ = 100, b1 = −2, 1, d1 = 0, 1, l = 60

Для дослiдження розподiлу густини екситонiв у
площинi квантової ями будемо вважати, що накачка
визначається гауссовою залежнiстю вiд координат:

G (ρ) =
P

2πl2
exp

(
− ρ

2

2l2

)
, (6)

де ρ – вiдстань вiд центра лазерної плями збудження
(радiальна координата у площинi квантової ями); l –
пiвширина гауссової кривої.

Iнтегральну накачку P будемо вимiрювати в оди-
ницях t−1

u .
Рiвняння (5) розв’язували чисельно в 2D системi,

розмiри якої перевищували пiвширину розподiлу на-
качки (6) так, що на межах областi густина ексито-
нiв була нехтовно мала. Нижче результати обчислень
буде наведено саме для розподiлу в областi лазерної
плями.

3. Числовi обчислення густини екситонiв у
випадку накачування без зовнiшнього
потенцiалу

Розглянемо структури густини непрямих екситонiв
у випадку накачування лазерною плямою форми
(6). Результати розрахункiв рiвняння для густини
екситонiв (5) подано на рис. 2 для рiзних iнтен-
сивностей накачування. При малих iнтенсивностях
опромiнення максимальна густина екситонiв скон-
центрована в областi лазерної плями i структура
є монотонною у формi диска, тобто структура ви-
являє аксiальну симетрiю. Коли накачка переви-
щує порогове значення, однорiдний розподiл густи-
ни стає нестiйким вiдносно утворення острiвцiв кон-
денсованої фази (рис. 2,а). За певних умов стру-
ктура набуває вигляду острiвцiв конденсованої фа-
зи. Ми вважаємо, що поява острiвцiв конденсова-
ної фази у площинi газової фази є наслiдком утво-
рення конденсованої фази екситонiв i прояву неста-
бiльностi однорiдного розв’язку рiвняння (5). При
бiльших iнтенсивностях опромiнення деякi острiвцi
зливаються в концентричнi кола конденсованої фази
(рис. 2,b).

Зi зростанням iнтенсивностi накачки структура
густини екситонiв змiнюється: вiд форми острiв-
цiв конденсованої фази у газовiй фазi до “анти-
острiвцiв” газової фази в домiнуючiй конденсова-
нiй фазi (рис. 2,c). Острiвцi газової фази (анти-
острiвцi) розташованi на плямi конденсованої фа-
зи високої густини. Далi з ростом накачки анти-
острiвцi перетворюються в суцiльний круг i, наре-
штi, утворюється структура у формi диска з не-
однорiдними краями. При великих накачках по-
близу лазерної плями, де густина екситонiв висо-
ка, формується конденсована фаза великого розмi-
ру.
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4. Числовi обчислення густини екситонiв у
випадку гармонiйного потенцiалу

Розглянемо розподiл густини екситонiв у випадку
зовнiшнього потенцiалу гармонiйної форми, а саме:

V =

{
V0

(
ρ2

R2 − 1
)
, ρ ≤ R,

0, ρ > R,
(7)

де R – параметр, який характеризує радiус потен-
цiальної параболiчної пастки, V0 визначає глибину
ями (див. рис. 1,b). Можна очiкувати, що присутнiсть
такого потенцiалу приведе до дрейфу екситонiв в
область, де потенцiал має мiнiмум, i саме там буде
вiдбуватися утворення конденсованої фази. Такий по-
тенцiал було реалiзовано на дослiдi [18].

Результати розв’язання рiвняння для густини екси-
тонiв (5) iз потенцiальною енергiєю вигляду (7) пода-
но на рис. 3 для рiзних iнтенсивностей накачки. При
невисокiй iнтенсивностi збудження максимум густи-
ни екситонiв спостерiгається в мiнiмумi гармонiйного
потенцiалу, який виступає в ролi пастки для екси-
тонiв. Коли накачка досягне певного порога, одно-
рiдний розподiл стане нестiйким по вiдношенню до
утворення просторово неоднорiдних острiвцiв кон-
денсованої фази. При ще бiльших накачках утворенi
фрагменти зливаються у суцiльне кiльце конденсова-
ної фази. Вiдзначимо, що при вибраних параметрах
глибина потенцiальної пастки V0 становить 17,5 kBT .

Фрагменти конденсованої фази зливаються в су-
цiльне кiльце i зi збiльшенням глибини гармонiйного
потенцiалу (рис. 4). Така поведiнка зумовлена тим,
що зi збiльшенням глибини потенцiалу пiдвищується
густина екситонiв у мiнiмумi потенцiальної ями, що
еквiвалентно збiльшенню накачки.

Рис. 2–4 виконано для безрозмiрних значень па-
раметрiв. Для кiлькiсного опису результатiв обере-
мо такi значення параметрiв: τ = 10нс, T = 4К,
nu = 3, 57 · 1010 см−2, D = 4 см2·с−1, Kn2

u = 492 меВ,
anu = 3, 45 меВ. У цьому випадку глибина потенцiалу
V0 на рис. 3 дорiвнює 6,04 меВ, параметр l пiвшири-
ни гауссоїди накачки на рис. 2 становить 37,9 мкм,
а конденсована фаза проявляється при густинах по-
близу 5 · 1010 см−2.

Систему iз формою зовнiшнього потенцiалу, близь-
кого до гармонiйного, було реалiзовано на експери-
ментi [20].

5. Висновки

У данiй роботi проведено дослiдження структур, якi
виникають при конденсацiї екситонiв у системi непря-

Рис. 3. Розподiл густини екситонiв у випадку гармонiйного по-
тенцiалу зi зростанням накачки P : а – 0,007; b – 0,008; c – 0,01.
Параметри системи: τ = 100, b1 = −2, 1, d1 = 0, 1, l = 80,
V0 = 1, 75, R = 50

мих екситонiв у напiвпровiдникових подвiйних кван-
тових ямах, враховуючи ефекти скiнченного часу жи-
ття екситона i наявнiсть накачки, за присутностi зов-
нiшнього гармонiйного потенцiалу. Отримано такi ре-
зультати:
1. Конденсована фаза екситонiв виникає при нака-
чках, бiльших певного порогового значення.
2. При збiльшеннi накачки структура конденсова-
ної фази набуває рiзної форми: газова фаза, система
острiвцiв конденсованої фази на фонi газової фази,
структура острiвцiв газової фази (антиострiвцiв) на
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Рис. 4. Розподiл густини екситонiв у випадку гармонiйного по-
тенцiалу зi зростанням глибини потенцiалу V0: а – 0,9; b – 2,7;
c – 8,1. P = 0, 003, R = 30, l = 20. Iншi параметри – такi, як на
рис. 3

фонi конденсованої фази, суцiльна конденсована фа-
за.
3. Збiльшення глибини потенцiальної ями гармонiйної
пастки дозволяє понизити порiг виникнення конден-
сацiї екситонiв за iнтенсивнiстю накачування.

Виникаючi структури є прикладом процесiв само-
органiзацiї в нерiвноважних умовах.

Конденсована фаза в данiй роботi не конкретизує-
ться, а описується низкою параметрiв вiльної енергiї.
Вивчення процесiв конденсацiї i утворення структур
при фазових перетвореннях у системах, що розгляда-

ються, може бути важливим для побудови мiкроско-
пiчної теорiї конденсованої фази екситонiв i розвитку
оптоелектронiки [21].
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ФОРМИРОВАНИЕ КОНДЕНСИРОВАННЫХ ФАЗ
ЭКСИТОНОВ В ДВОЙНЫХ КВАНТОВЫХ
ЯМАХ В ПРИСУТСТВИИ ВНЕШНЕГО
ГАРМОНИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА

В.И. Сугаков, A.A. Чернюк, В.В. Томилко

Р е з ю м е

Изучены свойства структур в пространственном распределе-
нии непрямых экситонов в двойных квантовых ямах в полупро-
водниках в присутствии внешнего гармонического потенциала
для экситонов. Расчёты показали, что при накачках, больших
пороговых, возникают структуры плотности экситонов. Появ-
ление островков объясняется существованием конденсирован-
ной фазы экситонов и неравновесностью системы вследствие
конечного времени жизни экситонов и наличия накачки. С ро-
стом накачки распределение экситонов приобретает вид кон-
центрических колец, разбитых на отдельные островки конден-
сированных экситонов, затем структура приобретает вид спло-
шных колец. При дальнейшем увеличении интенсивности вне-
шнего возбуждения образуется конденсированная фаза с вкра-
плением островков газовой фазы (антиостровков). Показано,
что увеличение глубины потенциальной ямы позволяет наблю-
дать конденсацию экситонов при меньших накачках. Найдена
зависимость возникающих структур от глубины и радиуса по-
тенциала и интенсивности накачки.

FORMATION OF THE EXCITON CONDENSED PHASES
IN DOUBLE QUANTUM WELLS IN THE PRESENCE
OF EXTERNAL HARMONIC POTENTIAL

V.I. Sugakov 1, V.V. Tomylko 2, A.A. Chernyuk 1
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S u m m a r y

The properties of structures of the spatial distribution of indirect

excitons in semiconductor double quantum wells in the presence of

an external harmonic potential for excitons are investigated. The

calculations indicate that if the radiation density exceeds some

threshold value, the structures of the exciton density distribution

appear. The appearance of islands is explained by the existence of

the exciton condensed phase and the non-equilibrium state of the

system due to the finite lifetime of excitons and the presence of a

pumping. As the pumping increases, the distribution of excitons

acquires the form of concentric rings which are divided into sep-

arate islands of the exciton condensed phase, and then the struc-

ture transforms into continuous rings. At the further increase in

the intensity of the external excitation, the condensed phase with

inclusions of the gaseous phase islands (antiislands) emerges. It is

shown that enlarging the depth of the potential trap allows one to

observe the exciton condensation at lower intensities of the pump-

ing. The dependence of the structures on the depth and the radius

of the potential and on the pumping intensity is found.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2011. Т. 56, №5 497


