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Запропоновано новий механiзм утворення фази, який дослi-
джується експериментально i теоретично на прикладi квазi-
рiвноважної стацiонарної конденсацiї в iонно-плазмовому роз-
пилювачi. Отримано конденсати мiдi, якi показують, що пiд
час напилення реалiзується режим самозбирання, результатом
якого є характерна сiтчаста структура. Отримана при цьому
фрактальна картина розподiлу зародкiв конденсату на поверх-
нi пiдкладки нагадує картину, що спостерiгається у процесi
утворення фази, обмеженому дифузiєю. Показано, що зародки
конденсату формують статистичний ансамбль iєрархiчно су-
пiдпорядкованих об’єктiв, розподiлених в ультраметричному
просторi. Для опису цього ансамблю знайдено рiвняння Лан-
жевена i Фоккера–Планка, якi дозволяють визначити стацiо-
нарний розподiл значень термодинамiчного ефекту конденса-
цiї i вiдповiдний потiк iмовiрностi. Отримано часовi залежностi
iмовiрностi формування розгалуженої структури конденсату,
використання яких дозволяє пояснити формування сiтчастої
структури.

1. Вступ

Процес конденсацiї як фазовий перехiд першого роду
може розвиватися за спiнодальним або бiнодальним
механiзмами [1, 2]. У першому випадку, коли осадже-
на пара термодинамiчно нестiйка, конденсат утворю-
ється за рахунок збiльшення амплiтуди гомогенних
флуктуацiй. У бiнодальнiй областi фазової дiаграми,
де можливе спiвiснування пари i конденсату, еволю-
цiя системи зводиться до зростання розмiру гетеро-
генних флуктуацiй, що представляють зародки кон-
денсованої фази. У реальних умовах експерименту
утворюються центри конденсацiї у виглядi моновиги-
нiв на сходинках поверхнi зростання, неоднорiдностей
атомно-шороховатої поверхнi, мiсць зрощування кри-
сталiтiв i т.д. Тому спiнодальний механiзм гомогенної
конденсацiї виявляється, як правило, неможливим, i
реалiзується другий сценарiй, вiдомий як класичний
механiзм зародження i зростання фази.

У загальному випадку цей сценарiй зводиться до
таких стадiй [3]. Спочатку вiдбувається флуктуацiй-
не утворення зародкiв, пiд час якого вони долають
критичний розмiр Rc ∼ σ/Δf , що визначається кое-
фiцiєнтом поверхневого натягу σ i припадає на одини-
цю об’єму рiзницею вiльних енергiй фаз Δf ∝ n−ne,
що задається концентрацiєю осаджених атомiв n по
вiдношенню до рiвноважного значення ne. Якщо по-
чаткова концентрацiя nin настiльки велика, що nin �
ne, то, незважаючи на постiйний дрейф зародкiв у
закритичнiй областi R > Rc, зростання видiлень вiд-
бувається при концентрацiї n(t) ∼ nin, яка практично
не вiдрiзняється вiд початкового значення. Пiд час
подальшої конденсацiї настає виснаження осаджува-
ної пари, коли її концентрацiя n стає порiвняною iз
рiвноважним значенням ne. Це забезпечує експонен-
цiйно швидке спадання пересичення n−ne, у резуль-
татi чого критичний радiус Rc ∝ (n− ne)−1 досягає
граничного розмiру Rg областi, що припадає на ви-
дiлення. На цiй стадiї бiльшiсть видiлень має закри-
тичнi розмiри R > Rc, а їх число залишається пра-
ктично незмiнним. З моменту часу, коли виконується
умова Rc(t) ∼ Rg, видiлення починають повертати-
ся iз суперкритичної областi R > Rc в субкритичну
R < Rc згiдно з механiзмом коалесценцiї Лiфшица–
Сльозова, пiд час якої великi видiлення зростають за
рахунок малих [4]. При цьому критичний радiус зро-
стає за степеневим законом Rpc ∝ t з показниками
p = 2, 3, 4, величини яких визначаються механiзмами
переносу атомiв мiж видiленнями [5].

Подана картина виявляється при формуваннi рi-
зних наносистем у процесi конденсацiї, який досяга-
ється завдяки широкому використанню сучасних те-
хнологiй типу молекулярно-променевої епiтаксiї, еле-
ктролiтичного осадження, рiдиннофазової епiтаксiї
тощо [6]. Зазначенi технологiї характеризуються тим,
що їх використання забезпечує стацiонарну течiю
процесу конденсацiї при пересиченнi n − ne � ne,
низькi значення якого означають близькiсть системи
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плазма–конденсат до фазової рiвноваги. У результа-
тi критичний радiус Rc ∝ (n− ne)

−1 виявляється на-
стiльки великим, що флуктуацiйне утворення зарод-
кiв стає практично неможливим.

У низцi вказаних технологiй слiд видiлити експе-
риментальну методику [7–11], в межах якої квазiрiв-
новажнi умови конденсацiї досягаються самоорганi-
зовано. При цьому нагрiв ростової поверхнi потоком
плазми забезпечує гранично низьке пересичення, яке
зберiгає сталу величину у процесi напилення. У ре-
зультатi адсорбованi атоми закрiплюються на росто-
вiй поверхнi тiльки тодi, коли вони реалiзують най-
бiльш сильнi хiмiчнi зв’язки.

На вiдмiну вiд методик [6–11] у роботi [12] було
використано експериментальну процедуру квазiрiв-
новажної поверхневої конденсацiї, засновану на стан-
дартних плазмових технологiях [13, 14]. У межах та-
кої процедури близькiсть до фазової рiвноваги си-
стеми пар–конденсат досягається завдяки гранично-
му ослабленню осаджуваного потоку в поєднаннi з
пiдвищеною температурою напилюваної поверхнi та
високим тиском попередньо очищеного робочого га-
зу. Такi умови дозволили реалiзувати процес iєрар-
хiчної конденсацiї, коли картина зростання фази на-
гадує формування перколяцiйного кластера при течiї
рiдини в середовищi, яке має випадкову структуру
[15].

Запропоновану роботу присвячено дослiдженню
умов iєрархiчної конденсацiї, реалiзованих у [12]. У
роздiлi 2 наведено короткий опис експериментальних
умов, використання яких дозволило реалiзувати про-
цес iєрархiчної конденсацiї. Показано, що для неве-
ликої густини центрiв конденсацiї на пiдкладцi утво-
рюється сiтчаста структура, що є результатом iєрар-
хiчної конденсацiї. Роздiл 3 присвячено параметриза-
цiї процесу такої конденсацiї на основi припущення,
згiдно з яким зародки конденсату вiдповiдають ву-
злам iєрархiчного дерева. У роздiлi 4 викладено ста-
тистичну картину, в межах якої процес iєрархiчної
конденсацiї зводиться до дифузiї в ультраметрично-
му просторi, що параметризує отриману фракталь-
ну структуру. Знайдено розподiли зародкiв конден-
сату за енергiями їх утворення та iєрархiчними рiв-
нями, на основi яких у роздiлi 5 визначено часовi
залежностi iмовiрностi утворення iєрархiчних стру-
ктур, що мають рiзну ступiнь розгалуження. Заклю-
чний роздiл 6 мiстить зiставлення експерименталь-
них даних [12] iз результатами розвинутої теорети-
чної схеми. У додатку наведено деталi обчислення
iмовiрностi iєрархiчної конденсацiї методом перева-
лу.

2. Експериментальна процедура i результати

Дослiджували високодисперснi конденсати мiдi, на-
пилення яких проводили у планарному магнетронно-
му розпилювачi постiйного струму з потужнiстю роз-
ряду, зниженою вiд звичайних значень 50 − 100 Вт
до 2, 5− 4 Вт [12]. Таке зниження дозволило зменши-
ти осаджуваний потiк до граничних значень, якi за-
безпечують формування конденсату. У ролi робочого
газу використовували аргон, тиск якого пiдвищували
вiд 1 Па до 10 Па. Вакуумну камеру було забезпече-
но мас-аналiзатором MX7304A, з чутливiстю до 10−12

Па. Парцiальний тиск хiмiчно активних залишкових
газiв знижувався до 8 · 10−8 Па за рахунок розпиле-
ння титану iз допомiжних магнетронiв, розмiщених
зверху вакуумної камери [16]. Пiдкладку нагрiвали
до 650 К.

Використання описаного пристрою дозволило за-
безпечити стiйкий режим квазiрiвноважного напи-
лення. Як вже згадувалося, цього досягають завдя-
ки граничному ослабленню осаджуваного потоку i
пiдвищенню температури пiдкладки. З iншого боку,
збiльшення тиску робочого газу приводить до поси-
лення зiткнень частинок плазми, що звужує розкид
їх енергiй [14] i сприяє рiвномiрному розподiлу на-
пиленої речовини на рiзнi фасiтки ростової поверхнi
кристала.

Конденсацiя вiдбувалася у режимi Фольмера–
Вебера на свiжосколотих фасiточних поверхнях (001)
пiдкладок KCl. Як зазначалося у вступi, поблизу фа-
зової рiвноваги процес конденсацiї можливий тiльки
за наявностi активних центрiв кристалiзацiї, якi ма-
ють пiдвищенi енергiї хiмiчного зв’язку. На пiдклад-
цi KCl роль таких центрiв вiдiграють вакансiї Cl−,
утворення яких забезпечується впливом потоку вто-
ринних електронiв, що випускаються магнетронним
розпилювачем [13].

Закрiплення отриманих конденсатiв мiдi забезпе-
чувалося нанесенням аморфних шарiв вуглецю, пiсля
чого пiдкладки KCl змивали потоком води. Структу-
ру i фазовий склад визначали електронографiчно i на
основi мiкродифракцiї високоенергетичних електро-
нiв.

Електронно-мiкроскопiчнi зображення конденсатiв
мiдi, наведенi на рис. 1, показують еволюцiю їх кла-
стерної структури в ходi напилення. Згiдно з рис.
1,a на початковiй стадiї утворюються iзольованi кла-
стери, кожен з яких складається iз декiлькох зарод-
кiв конденсату. З часом вiдбувається вторинне заро-
дження видiлень поблизу вихiдних кластерiв, межi
яких вiдiграють роль центрiв кристалiзацiї. Як ви-
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дно з рис. 1,b, найбiльш ефективними центрами вто-
ринної конденсацiї є поодинокi зародки фази. Тому
в ходi напилення вони розташовуються як розгалу-
женi ланцюжки, що означає самозбирання сiтчастої
структури конденсату. Характерно, що така поведiн-
ка виявляється тiльки при невеликiй густинi центрiв
кристалiзацiї на пiдкладцi.

3. Параметризацiя процесу iєрархiчної
конденсацiї

Наведенi експериментальнi данi вказують на iєрархi-
чну природу процесу конденсацiї: спочатку на цен-
трах кристалiзацiї пiдкладки утворюються малi кла-
стери зародкiв фази, потiм на їх межi вiдбувається
вторинна конденсацiя, яка далi багаторазово повто-
рюється. У результатi утворюється характерна сiтча-
ста структура типу тiєї, що спостерiгається у проце-
сi утворення фази, обмеженої дифузiєю. При цьому
конденсат утворює фрактальну структуру, подiбну
перколяцiйним кластерам, якi спостерiгаються при
течiї рiдини через випадкове середовище [15]. Далi ми
покажемо, що такого роду iєрархiчнi структури утво-
рюються в результатi дифузiйного процесу в гiпоте-
тичному просторi, що має ультраметричну топологiю
(доречно назвати цей простiр ультраметричним) [17].

Для розвитку запропонованої картини можна зi-
ставити кожному зародку конденсату вузол iєрархi-
чного дерева, а процес кластеризацiї подати як рух
конфiгуративної точки вiд нижнiх (найбiльш розга-
лужених) рiвнiв до вершини дерева. Розглянемо спо-
чатку розподiл вузлiв за iєрархiчними рiвнями рiзних
дерев [18].

Нехай максимальне число вузлiв N розташоване на
нижньому рiвнi та вiдповiдає вiдстанi в ультраметри-
чному просторi s = 0. Цей рiвень зiставляється пов-
ному ансамблю окремих зародкiв, число яких N збi-
гається з числом вузлiв. Верхнiй рiвень iєрархiчного
дерева мiстить єдиний вузол, який вiдповiдає повно-
му кластеру зародкiв i визначається максимальною
вiдстанню s = S, S � 1. Задачу зводимо до визначе-
ння залежностi N(s), яка задає розподiл числа вузлiв
дерева за iєрархiчними рiвнями.

Переходячи до її розв’язання, розглянемо основнi
типи iєрархiчних дерев, поданi на рис. 2: регулярне
дерево з показником розгалуження b > 1, дерево Фi-
боначчi з b ' 1, 618, вироджене дерево, на кожному
рiвнi якого розгалужується єдиний вузол, i основний
об’єкт нашого розгляду – випадкове дерево. Нехай l
нумерує iєрархiчнi рiвнi так, що мiнiмальне значен-
ня вiдповiдає вершинi дерева, а максимальне l = S –

Рис. 1. Електронно-мiкроскопiчнi зображення конденсатiв мiдi,
вирощених ex-situ протягом напилення 6 хв (a) i 14 хв (b)

нижньому рiвню. Тодi змiнна

s = S − l (1)

визначає вiдстань в ультраметричному просторi, то-
чки якого вiдповiдають вузлам дерева Кейлi типу по-
казаних на рис. 2. При цьому вiдстань (1) мiж ву-
злами даного рiвня визначається числом крокiв до їх
загального пращура, а перехiд до безперервного про-
стору забезпечується межами b, S →∞ [17].

Як показано на рис. 2,a, у найпростiшому випад-
ку регулярного дерева, що мiстить цiлий показник
розгалуження b, число вузлiв Nl = bl експоненцiй-
но спадає зi зростанням вiдстанi s мiж ними: N(s) =
N exp (−s ln b), де N ≡ bS . Для дерева Фiбоначчi (рис.
2,b), де Nl = ντ l, ν ≈ 1, 171, τ ≈ 1, 618, маємо
N(s) = N exp (−s ln τ), де N ≡ ντS . Таким чином,
можна зробити висновок, що експоненцiйний розпо-
дiл числа вузлiв за iєрархiчними рiвнями, який ре-
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ba

c d

Рис. 2. Основнi типи iєрархiчних дерев: a – регулярне дерево
з показником розгалуження b = 2; b – дерево Фiбоначчi; c –
вироджене дерево з розгалуженням b = 3; d – випадкове дерево
з розподiлом числа вузлiв за рiвнями Nl = l2

алiзується не тiльки для цiлих, але i дробових пока-
зникiв розгалуження, притаманний регулярним дере-
вам Кейлi. У граничному випадку виродженого дере-
ва (рис. 2,c), де Nl = (b−1)l+1, приходимо до лiнiйної
залежностi N(s) = N − (b− 1)s, де N ≡ (b− 1)S + 1.

Для випадкового дерева типу зображеного на рис.
2,d ми припускаємо степеневий розподiл

Nl = la, a > 1. (2)

Його можна розумiти як промiжний випадок мiж екс-
поненцiйною та лiнiйною залежностями, якi вiдповiд-
ають граничним розподiлам, що наявнi в регуляр-
них i вироджених деревах. З формальної точки зору
степеневий закон (2) означає, що функцiя N(x), яка
визначена на самоподiбнiй множинi iєрархiчних об’-
єктiв, є однорiдною, тобто пiдпорядковується умовi
N(lx) = laN(x). Залежно вiд вiдстанi (1) це означає
N(s) = N(1− s/S)a, де N ≡ Sa, a > 1.

4. Статистична картина iєрархiчної
конденсацiї

Розглянемо тепер статистичний розподiл зародкiв
конденсату за абсолютними значеннями Fl змiн вiль-
ної енергiї їх утворення −Fl залежно вiд номера рiвня
l. При заданому розподiлi Fl потiк iмовiрностi пере-
ходу мiж рiвнями l i l+ 1 на межi l� 1 виражається
узагальненим спiввiдношенням Онзагера:

jl = −m(Fl)
dFl
dl
. (3)

У межах подання, що враховує наявнiсть внутрiшньо-
го мультиплiкативного шуму, коефiцiєнт ефективної
рухливостi

m(Fl) = MF βl (4)

визначається константою M > 0 i показником β [19].
У стацiонарних умовах, коли повний потiк не зале-
жить вiд номера iєрархiчного рiвня,

jlNl = const ≡ J, (5)

пiдстановка рiвностей (2)–(4) в (5) дає скейлiнгове
спiввiдношення

Fl = Nα/al−αfl (6)

з показником

α =
a− 1
1 + β

> 0. (7)

Множник fl, що повiльно змiнюється, визначається
ефективним рiвнянням руху:

dx

dτ
= −∂V

∂x
, (8)

де час, координата та масштаб задано спiввiдношен-
нями

τ = ln lα, x = fl/fc, fc = (J/αM)a/(a−1)
N−1 (9)

вiдповiдно. Ефективний потенцiал

V =
x1−β

1− β
− x2

2
(10)

досягає максимального значення

Vc =
1
2

1 + β

1− β
(11)

в точцi x = 1, а при x > 1 монотонно спадає. За-
лежнiсть F (s) термодинамiчного ефекту конденсацiї
вiд вiдстанi (1) визначається рiвнiстю (6).

Проведений розгляд показує, що процес iєрархiчної
конденсацiї починається iз флуктуацiйного подолан-
ня бар’єра (11) докритичними зародками нижнього
рiвня, якi мають питому вiльну енергiю fl < fc. Цей
процес описується рiвнянням Ланжевена (порiвн. з
(8)):

dx

dτ
= −∂V

∂x
+ η (12)
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iз зовнiшнiм бiлим шумом η = η(τ), визначеним умо-
вами

〈η(τ)〉 = 0, 〈η(τ)η(τ ′)〉 = 2δ(τ − τ ′), (13)

де кутовi дужки означають усереднення. З формаль-
ної точки зору рiвняння (12) описує процес дифузiї
в ультраметричному просторi. Це рiвняння мiстить
набiр {x(τ)} статистично розподiлених розв’язкiв, гу-
стина iмовiрностi реалiзацiї яких задається функцiєю
w(τ, x) := 〈δ [x− x(τ)]〉. Ця функцiя визначається рiв-
нянням Фоккера–Планка [20]:

∂w

∂τ
+
∂i

∂x
= 0, i ≡ −w∂V

∂x
− ∂w

∂x
. (14)

У рiвноважному станi, коли потiк iмовiрностi i до-
рiвнює нулю, функцiю розподiлу зводять до форми
Гiббса:

w0(x) = Z−1 exp {−V (x)}, (15)

зумовленої ефективним потенцiалом (10). Статисти-
чну суму Z задано умовою нормування передкрити-
чних зародкiв, згiдно з якою

Z =

1∫
0

exp
(
x2

2
− x1−β

1− β

)
dx. (16)

Вiдповiдно до розподiлу (15) метод перевалу при-
водить до оцiнки Z ∼ e−Vc , визначеною iмовiрнiстю
флуктуацiйного подолання бар’єра (11) ефективного
потенцiалу (10).

Як видно iз рис. 3, зростання показника β приво-
дить до монотонного спадання статистичної суми вiд
значення Z ' 0, 725 при β = 0 до Z = 0 при β = 1.
Звiдси можна зробити висновок, що поведiнка систе-
ми набуває аномального характеру зi зростанням по-
казника ефективної рухливостi (4) до значень β ∼ 1.

У нерiвноважному стацiонарному станi густина
iмовiрностi w(x) не залежить вiд змiнної τ = ln lα,
що задається номером iєрархiчного рiвня, i потiк iмо-
вiрностi набуває сталого значення i0 6= 0. Згiдно з
останнiм рiвнянням (14) стацiонарна w(f) i рiвнова-
жна w0(f) функцiї розподiлу пов’язанi рiвнiстю [21]:

w(f)
w0(f)

= i0

∞∫
f/fc

dx

w0(x)
, (17)

в якiй взято до уваги граничну умову w → 0 при
f →∞.

Рис. 3. Залежнiсть статистичної суми (16) вiд показника ефе-
ктивної рухливостi (4)

При заданому термодинамiчному ефектi f рiвнян-
ня (17) дозволяє знайти стацiонарний потiк iмовiр-
ностi i0. Однак при цьому слiд зауважити, що ве-
личина f обмежена знизу умовою f > G, що вра-
ховує наявнiсть щiлини G в iєрархiчних ансамблях
[22]. Дiйсно, в ходi iєрархiчної конденсацiї роль еле-
ментарних структурних одиниць можуть виконува-
ти не поодинокi зародки, а їх кластери, що об’єдну-
ють s зародкiв, число яких обмежене умовою s < sg,
де граничний розмiр sg вiдповiдає термодинамiчному
ефекту G = f(sg). Тому всi кластери, визначенi умо-
вою f < G, слiд вiдкинути iз розгляду. У результатi
стацiонарний потiк i0 визначається рiвнянням (17) за
граничної умови w(G) = w0(G):

i−1
0 = Z

∞∫
G/fc

exp
(
x1−β

1− β
− x2

2

)
dx. (18)

Як видно iз рис. 4, з розширенням щiлини до кри-
тичного значення G = fc потiк i0 повiльно зростає,
неiстотно знижуючись зi збiльшенням показника β.
При β = 0 рiвнiсть (18) приводить до явного виразу

i0 = I

[
1 + erf

(
1−G/fc√

2

)]−1

, I ≡
√

2
eπ
Z−1. (19)

У загальному випадку величина потоку обернено про-
порцiйна статистичнiй сумi (16). З урахуванням спiв-
вiдношення Z ∼ e−Vc звiдси випливає оцiнка i0 ∼ eVc ,
згiдно з якою стацiонарний потiк iмовiрностi експо-
ненцiально зростає з висотою бар’єра (11) ефектив-
ного потенцiалу (10).
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Рис. 4. Залежнiсть стацiонарного потоку iмовiрностi вiд шири-
ни щiлини для показникiв β = 0, 0; 0, 5 (кривi 1, 2 вiдповiдно)
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Рис. 5. Стацiонарна функцiя розподiлу iєрархiчних кластерiв
за величинами термодинамiчного ефекту для показникiв β = 0

i a = 1, 25; 1,4; 2,0 (кривi 1–3 вiдповiдно)

Стацiонарна функцiя розподiлу w(f) визначається
рiвнянням (17), згiдно з яким w(f) ≈ w0(f) при
f < fc i w(f) � w0(f) в закритичнiй областi f � fc.
Використання рiвностей (17), (15) i (10) приводить до
виразу

w(f) = i0 exp
(
f2

2
− f1−β

1− β

)
×

×
∞∫

f/fc

exp
(
x1−β

1− β
− x2

2

)
dx. (20)
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Рис. 6. Залежнiсть критичного значення (22) вiд показника
розгалуження iєрархiчного дерева a при β = 0 (крива 1) i по-
казника β при a = 2 (крива 2)

При β = 0 цей вираз спрощується до вигляду

w(f) =
√
eπ

2
i0 exp

(
f2

2
− f

)
erfc

(
f − fc√

2fc

)
. (21)

Форму функцiї розподiлу (20) наведено на рис. 5, з
якого видно, що вона монотонно спадає в iнтервалi,
визначеному критичним значенням fc, вiд величини
w ' 1, 380, що вiдповiдає f = 0, до експоненцiйно ма-
лих значень w � 1 при f � fc. При цьому зростан-
ня показника розгалуження a приводить до iстотного
розкиду термодинамiчного ефекту кластеризацiї.

Знайдемо нарештi критичне значення fc термоди-
намiчного ефекту, що визначає масштаб ефективної
координати x = fl/fc дифузiйного процесу (12). З цi-
єю метою використаємо останнє означення (9), в яко-
му макроскопiчний потiк J пов’язаний iз мiкроско-
пiчним значенням i0, що задано рiвнiстю (18), спiв-
вiдношенням N (a−1)/ai0 = J/αM . Нехтуючи iєрархi-
чною щiлиною (G = 0), приходимо до виразу

fc = f0 exp
(

1
2

1 + β

1− β
a

a− 1

)
, (22)

де передекспоненцiальний множник f0 ∼ 1 не може
бути визначений у рамках використаного наближен-
ня. Як видно iз рис. 6, критичне значення (22) екс-
поненцiально швидко зростає зi зменшенням розгалу-
ження iєрархiчного дерева a → 1 i зростанням пока-
зника β → 1.
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5. Iмовiрнiсть iєрархiчної конденсацiї

Оскiльки ансамбль iєрархiчно супiдпорядкованих за-
родкiв конденсату подано самоподiбною множиною,
то розподiл густини iмовiрностi P (ϕ, s) за значен-
нями термодинамiчного ефекту утворення зародка
ϕ = N−α/aF є однорiдною функцiєю вiдстанi s в уль-
траметричному просторi [23]:

P (ϕ, s) = (S − s)α w(f). (23)

Тут i далi опущено iндекс iєрархiчного рiвня l, зале-
жнiсть w(f) є стацiонарним розподiлом, дослiджений
у попередньому роздiлi. З формальної точки зору ви-
раз (23) випливає iз спiввiдношень (6), (1), а фiзично
воно означає, що повна величина F термодинамiчного
ефекту iєрархiчної конденсацiї, вимiряна в масштабi
Nα/a, зводиться до значення f , що припадає на один
зародок. З iншого боку, спадання густини iмовiрно-
стi (23) з вiдстанню s в ультраметричному просторi
вiдображає iєрархiчну природу процесу конденсацiї.

Знайдемо спочатку iмовiрнiсть P(t) того, що в мо-
мент часу t не вiдбудеться зародження конденсату. З
цiєю метою необхiдно в кожен момент часу t провести
iнтегрування за вiдстанями s дебаєвської експоненти
exp[−t/t(s)] з часом релаксацiї t(s) ≡ t0 exp[ϕ(s)], ве-
личину якого задано висотою бар’єра

ϕ(s) = (S − s)−α f(s), (24)

що випливає iз рiвностей (6), (1) (t0 — мiкроско-
пiчний масштаб часу). Оскiльки зазначений дебаєв-
ський процес реалiзується iз густиною iмовiрностi
(23), то її необхiдно використовувати у ролi вагової
функцiї при iнтегруваннi за s. У результатi шукана
iмовiрнiсть набуває вигляду

P =

S∫
0

exp {−(t/t0) exp [−ϕ(s)]}P (ϕ, s)ds. (25)

Врахування зв’язку (1) дозволяє перейти до iнтегру-
вання за номерами iєрархiчних рiвнiв l, пiсля чого
використання рiвностей (23)–(25) приводить до вира-
зу

P =

S∫
0

lα exp
{
−(t/t0) exp

[
−l−αf(l)

]}
w(f(l))dl. (26)

Подальше розв’язання задачi вимагає визначення
залежностi f(l), заданої рiвнянням (8). В аналiтичнiй

формi його розв’язання досягається тiльки при β = 0
i приводить до виразу

f = fc (1 + lα) . (27)

У результатi iмовiрнiсть (26) набуває вигляду

P =

∞∫
fc

f − fc
fc

exp
[
− t

t0
exp

(
− fcf

f − fc

)]
w(f)df, (28)

де розподiл w(f) задано виразом (21).
Найбiльш простий спосiб знайти явний вигляд за-

лежностi (26) полягає у використаннi методу перева-
лу. Як показують обчислення, викладенi в додатку,
на стадiях t � tef , де масштаб tef � t0 не може бути
знайдений в межах використаного наближення, iмо-
вiрнiсть P(t) = 1−P(t) iєрархiчної конденсацiї подано
асимптотичним виразом

P ' 1−
√

2π
α

f1/α
c

[
ln
(
t

tef

)]−( 1
α+ 3

2 )
. (29)

Залежнiсть (29) вiрна за таких умов:
– повинна виконуватися нерiвнiсть f − fc � fc, зав-
дяки якiй питомий термодинамiчний ефект f може
бути замiнений критичним значенням fc, визначеним
рiвнiстю (22), з iншого боку, при f − fc � fc макси-
мальна вiдстань S настiльки велика (S � 1), що мо-
жна використовувати континуальне наближення;
– густина iмовiрностi w(f) у розподiлi (23) апрокси-
мується схiдчастою функцiєю, яка набуває значення
w = f−1

c в iнтервалi вiд 0 до fc.
Залежнiсть (29) показано на рис. 7,a, з якої видно,

що зi зростанням часу iмовiрнiсть утворення iєрар-
хiчної структури монотонно збiльшується до макси-
мальної величини P = 1. Зi зменшенням розгалужен-
ня iєрархiчного дерева, коли показник степеневої за-
лежностi (2) набуває спадаючих значень a→ 1, а кри-
тичне значення (22) швидко зростає, залежнiсть P(t)
змiщується у бiк бiльших часiв. Це означає, що спада-
ння розгалуження iєрархiчної структури приводить
до зменшення iмовiрностi її утворення.

Використання виразу (28) за вiдомого розподiлу
(21) дозволяє провести уточнення результату (29), що
ґрунтується на методi перевалу. Отриманi часовi за-
лежностi iмовiрностi iєрархiчної конденсацiї показано
на рис. 7,b. Як видно з рисунка, це уточнення зводи-
ться до зсуву зазначених залежностей у бiк великих
часiв, що еквiвалентно зменшенню масштабу часу tef .
Оскiльки характер отриманих залежностей при цьо-
му не змiнюється, то можна зробити висновок, що
обидва методи дають якiсно збiжнi результати.
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Рис. 7. Часовi залежностi iмовiрностi iєрархiчної конденсацiї
при β = 0 i показниках розгалуження a = 1, 40; 1,45; 1,50;
1,60; 2,00 (кривi 1–4 вiдповiдно). Зверху показано залежностi,
отриманi методом перевалу, знизу — згiдно з рiвнiстю (29)

6. Зiставлення експериментальних даних iз
теоретичними результатами

Теоретична схема, розглянута у роздiлах 3 i 4, по-
казує, що зародки конденсату формують ансамбль
iєрархiчно супiдпорядкованих об’єктiв, розподiлених
за значеннями (6) термодинамiчного ефекту перетво-
рення i вiдстанями в ультраметричному просторi (1),
що визначають розмiри кластерiв. Квазiрiвноважний
процес конденсацiї зводиться до дифузiї за вузла-
ми iєрархiчного дерева броунiвської частинки, яка
має ефективнi значення координати i часу (9). Про-
цес дифузiї описується рiвняннями Ланжевена (12)
i Фоккера–Планка (14) за наявностi зовнiшнього бi-
лого шуму (13). Стацiонарний розподiл термодинамi-
чного ефекту конденсацiї та вiдповiдний потiк iмовiр-
ностi визначаються рiвностями (17) i (18) вiдповiдно.
Поведiнку ансамблю зародкiв конденсату, визначено-
го однорiдною функцiєю (23), задано ефективним по-

тенцiалом (10), що досягає максимального значення
(11) для критичної величини (22).

Беручи до уваги експериментальну ситуацiю, не-
обхiдно зазначити, що електронно-мiкроскопiчнi фо-
тографiї, наведенi на рис. 1,b, характеризуються не
дуже великими значеннями показника розгалуження
a у спiввiдношеннi (2). З iншого боку, немає фiзи-
чних пiдстав припускати, що показник β ефектив-
ної рухливостi (4) повинен набувати великих зна-
чень. Таким чином, можна вважати виконаними умо-
ви a− 1� 1 i β = 0. У результатi критичне значення
(22) питомого термодинамiчного ефекту конденсацiї
досягає експоненцiально великих значень fc � 1 для
слабко розгалужених структур, де показник (7) набу-
ває малих значень α� 1.

Згiдно iз запропонованим сценарiєм, процес кон-
денсацiї починається з подолання бар’єра (11) ефе-
ктивного потенцiалу (10), яке забезпечує умова f > fc
за час

tc ≈ t0eVc . (30)

З подальшим перебiгом часу формування фази забез-
печується розмноженням зародкiв конденсату, процес
якого зводиться до дифузiйного зростання термоди-
намiчного ефекту конденсацiї (24),що має мiсце в уль-
траметричному просторi. У результатi довготривала
асимптотика iмовiрностi формування сiтчастої стру-
ктури конденсату визначається виразом (29), де час t
повинен бути вiдлiчений вiд критичного значення tc:

P ' 1−
√

2π
α

f1/α
c

(
ln
t− tc
tef

)−( 1
α+ 3

2 )
. (31)

З точнiстю до замiни t на t − tc на рис. 7,a наведено
часовi залежностi P(t), що вiдповiдають рiзним ве-
личинам показника розгалуження a iєрархiчної стру-
ктури. У попередньому роздiлi було показано, що уто-
чнення результату (31), який ґрунтується на мето-
дi перевалу, досягається використанням виразiв (28),
(21). У результатi реалiзуються часовi залежностi, на-
веденi на рис. 7,b. Його порiвняння з рис. 7,a показує,
що це уточнення зводиться до зменшення масштабу
часу tef .

Згiдно з рис. 7 iмовiрнiсть формування сiтчастої
структури конденсату монотонно зростає з часом,
зсуваючись у бiк великих часiв при зменшеннi роз-
галуження структури. Це дозволяє пояснити поведiн-
ку конденсатiв мiдi, яка проявляється на електронно-
мiкроскопiчних фотографiях, показаних на рис. 1.
Дiйсно, як видно з рис. 7 для малих часiв напилення
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найбiльш iмовiрним є утворення кластерної структу-
ри, яка має пiдвищене розгалуження. Саме така пове-
дiнка вiдображена на рис. 1,a, де присутнi компактнi
кластери конденсату. Згiдно з рис. 7 зi зростанням
часу напилення стає помiтною iмовiрнiсть утворення
слабко розгалуженої структури. На рис. 1,b це пiд-
тверджується утворенням розвинутої сiтчастої стру-
ктури.

ДОДАТОК
Визначення iмовiрностi iєрархiчної
конденсацiї методом перевалу

Метод перевалу використовується для оцiнки iнтегралiв вигля-
ду

I =

∞∫
0

exp[−φ(x)]dx, (32)

де функцiя φ(x) має вузький мiнiмум у точцi xm. У цьому
випадку її можна апроксимувати параболою

φ(x) ' φm +
φ

′′
m

2
(x− xm)2, (33)

де позначено

φ(xm) ≡ φm, φ
′
(xm) = 0, φ

′′
m ≡ φ

′′
(xm), (34)

штрих вказує диференцiювання за x. Пiдстановка (33) до (32)
приводить до результату

I '
√

π

2φ′′
m

e−φm (35)

за умови, що точка мiнiмуму незначно вiддалена вiд початку
координат (xm � 1). У протилежному випадку xm � 1 ре-
зультат (35) слiд подвоїти.

У додатку до задачi про конденсацiю функцiя φ(x) набуває
форми

φ(l) = τ exp
(
−fl−α

)
+ ln

(
l−α

)
, (36)

де для скорочення позначено τ ≡ t/t0. Умова екстремуму за-
лежностi (36) виражається трансцендентним рiвнянням

exp
(
fl−αm

)
= τ

(
fl−αm

)
, (37)

у якому τ, fl−αm � 1. Логарифмування умови (37) дає

fl−αm = ln
[
τ
(
fl−αm

)]
' ln (Cτ) , (38)

де остання оцiнка виправдана тим, що замiна змiнної fl−αm на
сталу C дає незначну логарифмiчну помилку. У результатi екс-
тремальне значення аргументу функцiї (36) оцiнюється спiв-
вiдношеннями

lm '
[
f−1 ln (Cτ)

]−1/α ∼ f1/α
c . (39)

Пiдстановка екстремальних значень функцiї (36)

φm = f−1lαm − ln (lαm) (40)

та її кривизни

φ
′′
m = α2l−2

m

(
fl−αm − 1

)
(41)

в рiвнiсть(35) дає вираз

P(t) ' w(f(lm))
lα+1
m

α

√
π/2

fl−αm − 1
exp

(
−f−1lαm

)
(42)

для iмовiрностi (26), де врахований зв’язок (27). Оцiнюючи гу-
стину iмовiрностi w(f(lm)) ∼ 1/fc зворотним критичним зна-
ченням fc, знаходимо

w(f(lm))lα+1
m ∼ f1/α

c [ln (Cτ)]−
α+1
α ,

f l−αm − 1 ∼ ln (Cτ) , exp
(
−f−1lαm

)
∼ 1. (43)

У результатi iмовiрнiсть (42) набуває вигляду

P(t) ∼
√
π/2

α
f
1/α
c [ln (Cτ)]−( 1

α
+ 3

2 ) . (44)

Перепозначаючи Cτ ≡ t/(C−1t0) як t/tef , приходимо до оста-
точного виразу (29).
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ИЕРАРХИЧЕСКОЙ
КОНДЕНСАЦИИ ВОЗЛЕ ФАЗОВОГО РАВНОВЕСИЯ

А.И. Олемской1, О.В. Ющенко, Т.И. Жиленко

Р е з ю м е

Предложен новый механизм образования фазы, который ис-
следуется экспериментально и теоретически на примере ква-
зиравновесной стационарной конденсации в ионно-плазменном
распылителе. Получены конденсаты меди, показывающие, что
во время напыления реализуется режим самосборки, результа-
том которого является характерная сетчастая структура. По-
лученная при этом фрактальная картина распределения заро-
дышей конденсата на поверхности подложки напоминает кар-
тину, наблюдаемую в процессе образования фазы, ограничен-
ном диффузией. Показано, что зародыши конденсата форми-
руют статистический ансамбль иерархически соподчиненных
объектов, распределенных в ультраметрическом пространстве.
Для описания этого ансамбля найдены уравнения Ланжеве-
на и Фоккера–Планка, позволяющие определить стационарное

распределение значений термодинамического эффекта конден-
сации и соответствующий поток вероятности. Получены вре-
менные зависимости вероятности формирования разветвлен-
ной структуры конденсата, использование которых позволяет
объяснить формирование сетчастой структуры.

STUDY OF CONDITIONS FOR HIERARCHICAL
CONDENSATION NEAR THE PHASE EQUILIBRIUM

O.I. Olemskoi1, O.V. Yushchenko2, T.I. Zhylenko2

1Institute of Applied Physics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(58, Petropavlivska Str., Sumy 40030, Ukraine),
2Sumy State University
(2, Rymskyi-Korsakov Str., Sumy 40007, Ukraine;
e-mail: alex@ufn.ru)

S u m m a r y

A new mechanism of phase formation has been proposed and stud-

ied, both experimentally and theoretically, using quasiequilibrium

stationary condensation in an ion-plasma atomizer as an exam-

ple. Copper condensates were obtained, which testifies that a self-

assembling mode is realized in the course of sputtering, giving

rise to the appearance of a characteristic grid structure. The ob-

tained fractal pattern of the condensate nucleus distribution over

the substrate surface is similar to that observed in the course of

diffusion-limited aggregation. The condensate nuclei were shown

to form a statistical ensemble of hierarchically constrained objects

distributed in an ultrametric space. The Langevin and Fokker–

Planck equations describing the behavior of this ensemble were

derived, which allowed the stationary distribution of thermody-

namic condensation effect values and the corresponding probabil-

ity flow to be determined. The time dependences for the formation

probability of branched condensate structures are obtained, which

allowed the formation of the grid structure to be explained.
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