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Розглянуто заряджене скалярне поле в некомутативному про-
сторi на тлi зовнiшнього калiбровного поля сталої напружено-
стi з групою U(1). Обчислено кореляцiйнi функцiї двох калi-
бровно iнварiантних композитних операторiв. Проiлюстрова-
но зв’язок мiж калiбровними перетвореннями в некомутатив-
нiй теорiї поля та геометрiєю простору. Доведено вiдновлення
калiбровної iнварiантностi вищих кореляторiв, незважаючи на
те, що функцiя Грiна не є iнварiантною. Результат як функцiя
зовнiшнього поля демонструє сингулярну поведiнку саме то-
дi, коли вiдображення Зайберга–Вiттена стає невизначеним. В
цьому випадку не iснує еквiвалентної комутативної картини.

1. Вступ

Некомутативнi калiбровнi теорiї привернули до се-
бе увагу в зв’язку з деякими досягненнями в теорiї
струн. У своїй роботi [2] Зайберг i Вiттен довели, що
теорiя вiдкритих струн у сильному зовнiшньому B-
полi дає ефективну некомутативну теорiю поля на
свiтовому об’ємi D-бран. Це є однiєю з мотивуючих
причин дослiдження взаємодiї комутативної i звичай-
ної теорiї поля, адже таке дослiдження може поглиби-
ти розумiння взаємодiї вiдкритих i замкнених струн.

У цiй роботi ми дослiджуємо теорiю некомутатив-
ного скалярного поля, що взаємодiє з фоновим калi-
бровним полем. Калiбровне поле має сталу напруже-
нiсть, i воно не є динамiчним. Незважаючи на удавану
простоту, ця система дозволяє проiлюструвати деякi
ефекти, пов’язанi з калiбровними перетвореннями в
некомутативних теорiях та вiдображенням Зайберга–
Вiттена (вiдповiднiсть мiж звичайним та некомута-
тивним описами тої ж самої системи).

З операторiв скалярних полiв будуємо калiбров-
но iнварiантнi оператори i обчислюємо їх кореляцiй-
нi функцiї. Результат є радiально симетричним, хо-
ча промiжнi стадiї обчислення мiстять довiльнi мас-
штабування координат, що залежать вiд вибору ка-
лiбровки зовнiшнього поля. Таке “вiдновлення” симе-

трiї вiдбувається завдяки переозначенню калiбровно
iнварiантних операторiв у вiдповiдностi з калiбров-
ними перетвореннями в некомутативнiй теорiї. Варто
зазначити, що цi кореляцiйнi функцiї стають сингу-
лярними саме тодi, коли розбiгається вiдображення
Зайберга–Вiттена. Це вiдбувається за такого значен-
ня напруженостi зовнiшнього калiбровного поля, ко-
ли не iснує еквiвалентної звичайної теорiї (тобто тео-
рiї на звичайному просторi).

В наступному роздiлi ми робимо огляд понять неко-
мутативного простору та деформацiйного квантуван-
ня. Зокрема розглядається їх застосування в контекс-
тi квантової механiки, звiдки вони походять. Справ-
дi, некомутативнiсть фазового простору в квантовiй
механiцi найпростiше виявляє себе в контекстi дефор-
мацiйного квантування (?-добуток Мойяла). У цiй ро-
ботi вивчаємо некомутативнiсть типу Мойяла в коор-
динатному просторi. В роздiлi 3 ми викладаємо ви-
никнення просторової некомутативностi з певної те-
орiї струн, як це було зроблено в роботi [2]. В роздi-
лi 4 формулюємо класичну калiбровну теорiю з поля-
ми матерiї на некомутативному просторi та вводимо
вiдображення Зайберга–Вiттена [2], що являє собою
еквiвалентнiсть мiж некомутативними та звичайними
калiбровними теорiями. В роздiлi 5 ми конструюємо
калiбровно iнварiантнi оператори (“спостережуванi”)
та обчислюємо їх кореляцiйнi функцiї. При цьому зов-
нiшнє поле в нашому обчисленнi має сталу напруже-
нiсть. Така вiльна (квадратична по скалярному по-
лю φ) теорiя поля в певному розумiннi є еквiвален-
тною до ефективної звичайної теорiї. Ця еквiвален-
тнiсть стає особливо прозорою з точки зору фiзики,
коли векторний потенцiал зовнiшнього калiбровного
поля являє собою лiнiйну функцiю [4]. В цьому ви-
падку побудова ефективної теорiї на звичайному про-
сторi вимагає певного масштабування координат, що
залежить вiд калiбровки. Саме тому означення ка-
лiбровно iнварiантних кореляцiйних функцiй вклю-
чає в себе замiну звичайного добутку на ?-добуток.
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Ми очiкуємо, що саме ?-добуток забезпечить вiднов-
лення симетрiї в кореляцiйних функцiях. Калiбровна
iнварiантнiсть переозначених кореляцiйних функцiй
перевiряється прямим обчисленням iз використанням
формального спектрального означення функцiй Грi-
на. Двоточкова калiбровно iнварiантна функцiя обчи-
слюється в виглядi ряду, де кожний доданок є явно
калiбровно iнварiантним i радiально симетричним.

2. Некомутативнi простори: швидкий огляд

В цьому роздiлi ми оглядаємо координатну некому-
тативнiсть, здебiльшого в зв’язку з квантовою меха-
нiкою. Тим не менш, уявлення про те, що некомута-
тивнiсть координат виявляє себе як певна деформа-
цiя алгебри функцiй, є унiверсальним. Це уявлення
сягає далеко поза межi квантово-механiчних засто-
сувань, котрим присвячено даний роздiл. Iсторично
iдеї деформацiйного квантування були вперше сфор-
мульованi в контекстi квантової механiки, i саме тому
ми використовуємо його в цьому роздiлi.

Поля в некомутативнiй теорiї набувають значень
у деформованiй алгебрi функцiй, де звичайний пото-
чковий добуток замiнено на асоцiативний некомута-
тивний ?-добуток Мойяла. Iснує вiдповiднiсть Вейля–
Мойяла (“ВМ-вiдповiднiсть”), що являє собою зру-
чний iнструмент для виконання обчислень у некому-
тативних теорiях поля. ВМ-вiдповiднiсть являє собою
iзоморфiзм мiж деформованою алгеброю функцiй на
некомутативному многовидi зi сталою матрицею не-
комутативностi θij (тобто алгеброю, у якiй набувають
значення поля в некомутативнiй теорiї) та алгеброю
операторiв у допомiжному гiльбертовому просторi. У
цiй роботi ми широко застосовуємо ВМ-вiдповiднiсть,
адже вивчаємо фiзичнi системи, що виникають у те-
орiї струн пiсля взяття границi Зайберга–Вiттена –
цим системам притаманна координатна некомутатив-
нiсть саме типу Мойяла.

Як було зазначено, в фiзичному контекстi некому-
тативнi простори вперше зустрiчаються в квантовiй
механiцi. Канонiчне квантування вимагає замiни ко-
ординат (x, p) у фазовому просторi на диференцiй-
нi оператори (x̂, p̂), що задовольняють комутацiйне
спiввiдношення

x̂p̂− p̂x̂ = i1 . (1)

Виникає природне запитання: чи можна сформулю-
вати квантову механiку таким чином, щоб перехiд
до квазiкласичного режиму був найбiльш прозорим.
Вiдповiдь на це запитання дає деформацiйне кванту-
вання [1].

Для того, щоб побудувати ?-добуток, необхiдно
сформулювати “правило впорядкування”, що дозво-
ляє однозначно побудувати оператор Ôf (x̂, p̂) iз фун-
кцiї на фазовому просторi f(x, p). Ми використовуємо
симетричне впорядкування (“впорядкування Вейля”),
що вiдповiдає

xp→ 1
2
(
x̂p̂+ p̂x̂

)
. (2)

Для довiльних функцiй такий рецепт можна сформу-
лювати таким чином. Нехай класична спостережува-
на f(x, p) подана у виглядi перетворення Фур’є:

f(x, p) =
∫
d2k

2π
f̃(kx, kp)ei(kxx+kpp) , (3)

тодi вiдповiдний квантово-механiчний оператор обчи-
слюється за формулою

Ôf =
∫
d2k

2π
f̃(kx, kp)ei(kxx̂+kpp̂) . (4)

Застосування iншого впорядкування приведе до змi-
ни форми експоненти в правiй частинi цього рiвня-
ння. Наприклад, “xp”-впорядкування спричинить за-
мiну ei(kxx+kpp) → eikxx̂eikpp̂. Ми обмежуємося розгля-
дом симетричного впорядкування. Зафiксоване пра-
вило впорядкування встановлює взаємно однозна-
чну вiдповiднiсть мiж класичними спостережувани-
ми (функцiями на фазовому просторi) та квантово-
механiчними операторами.

Квантово-механiчнi оператори можуть бути пред-
ставленi як певнi псевдодиференцiальнi оператори,
що дiють у гiльбертовому просторi хвильових фун-
кцiй H. В координатному представленнi ядро такого
оператора Гiльберта–Шмiдта є

Kf (x, y) ≡ 〈x|Ôf |y〉 =
∫ ∫

dz dp

2π
f(z, p)×

×eip(x−y)δ
(
z − x+ y

2

)
. (5)

Iснує також зворотна формула, що дозволяє вiднови-
ти класичну спостережувану за ядром вiдповiдного
квантового оператора:

f(z, p)=
∫ ∫

dx dyK(x, y)e−ip(x−y)δ

(
z − x+y

2

)
. (6)

При цьому дiйснi функцiї f(x, p) вiдповiдають ермi-
товим операторам Ôf , i навпаки. Взагалi, комплексне
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спряження функцiї f(x, p) спричиняє ермiтове спря-
ження вiдповiдного квантово-механiчного оператора:

Ôf̄ = Ô†f . (7)

Ще однiєю важливою властивiстю вiдповiдностi
Вейля–Мойяла є можливiсть обчислювати слiди опе-
раторiв у термiнах iнтегралiв по фазовому простору:

trHÔf =
∫ ∫

dx dp

2π
f(x, p) . (8)

Пiсля встановлення вiдповiдностi мiж класичними та
квантовими спостережуваними можна сформулюва-
ти квантову механiку в термiнах функцiй на фазово-
му просторi. Справдi, означимо ?-добуток двох фун-
кцiй на фазовому просторi f i g таким чином:

Ôf?g = Ôf ◦ Ôg . (9)

Такий ?-добуток має вигляд (ми явно вiдновлюємо
сталу Планка):

(f ? g)(x, p) = fei~(
←−
∂ x
−→
∂ p−

←−
∂ p
−→
∂ x)/2g . (10)

Стрiлки над операторами похiдних визначають, чи
вони дiють на функцiю злiва чи справа (тобто f або
g). ?-добуток (10) вiдомий як добуток Вейля–Мойяла,
оскiльки вiн вiдповiдає симетричному рецепту впо-
рядкування (4). До першого порядку по ~ такий ?-
добуток можна подати в термiнах звичайного добу-
тку та дужки Пуасона {·, ·}:

f ? g = fg +
i~
2
{f, g}+O(~2) . (11)

У квазiкласичному режимi (~ � 1) ?-добуток стає
звичайним добутком, а ?-комутатор зводиться до
дужки Пуасона:

[f, g]? ≡ f ? g − g ? f = i~{f, g}+O(~3) . (12)

Вiдповiднiсть Вейля–Мойяла є частинним випадком
задачi деформацiйного квантування. Загальна зада-
ча деформацiйного квантування полягає в тому, щоб
знайти однопараметричну (з параметром ~) асоцiа-
тивну деформацiю алгебри функцiй, яка в квазiкла-
сичному режимi (~ → 0) вiдтворює дужку Пуасо-
на [7]. Визначною властивiстю випадку Мойяла є те,
що дужка Пуасона координатних функцiй є сталою.

Формулювання квантової механiки в термiнах де-
формацiйного квантування має бути доповнене пра-
вилом для обчислення спостережуваних. Хоча поня-
ття хвильової функцiї не може бути переформульо-
ване в термiнах лише фазового простору i тому не

iснує в контекстi деформацiйного квантування, сере-
днi значення спостережуваних можна обчислювати
за допомогою оператора матрицi густини ρ̂. Зворо-
тний образ цього оператора в симетричному впоряд-
куваннi широко вiдомий як функцiя Вiгнера W (x, p).
Рiвняння (6) дозволяє обчислити функцiю Вiгнера,
коли вiдома матриця густини. Для чистого стану з
(нормалiзованою) хвильовою функцiєю ψ(x) функцiя
Вiгнера є

W (x, p) =
∫
dξ eipξψ̄

(
x+

ξ

2

)
ψ

(
x+

ξ

2

)
. (13)

Середнє значення спостережуваної f можна обчисли-
ти таким чином:

〈f〉 ≡ trHÔW Ôf =
∫ ∫

dx dp

2π
W (x, p)f(x, p) . (14)

Взагалi має мiсце формула∫ ∫
dx dp

2π
f ? g =

∫ ∫
dx dp

2π
fg . (15)

Саме ця властивiсть дозволяє замiнити ?-добуток в
правiй частинi (14) на звичайний добуток. Зауважи-
мо, що iнтерпретацiя функцiї Вiгнера як густини ймо-
вiрностi на фазовому просторi в контекстi рiвняння
(14) не є можливою, оскiльки вона може набувати
вiд’ємних значень. Лише пiсля iнтегрування по x (або
p) функцiя Вiгнера стає невiд’ємною. Взагалi, можли-
вiсть обчислювати середнi є ексклюзивною властивi-
стю квантування Мойяла. Таке обчислення не може
бути зроблене в загальному контекстi деформацiйно-
го квантування [7].

3. Виникнення некомутативного простору в
теорiї струн

В цьому роздiлi ми розглядаємо зв’язок мiж певни-
ми режимами теорiї струн i виникненням некомута-
тивного простору в теорiї поля. Взагалi, виникнення
некомутативних теорiй поля в теорiї струн детально
розглядається в роботах [2, 9].

Найважливiшою компонентою, що вiдповiдає за
виникнення некомутативностi є два-форма Неве–
Шварца B. При поширеннi струна залишає двови-
мiрний свiтовий лист Σ (на вiдмiну вiд одновимiрної
свiтової лiнiї частинок). Взаємодiя струни з фоновим
B-полем походить iз доданку∫

Σ

B . (16)
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Геометрично структура цiєї взаємодiї нагадує взаємо-
дiю калiбровного поля з точковою частинкою. Єди-
ною вiдмiннiстю є те, що для частинки природною
є взаємодiя з 1-формою A (калiбровним потенцiалом
електромагнiтного поля), згiдно з розмiрнiстю її свi-
тової лiнiї.

У термiнах координатних полiв функцiонал дiї
струни, що поширюється в плоскому просторi з ме-
трикою gij , є

S =
1

4πα′

∫
Σ

gij∂ax
i∂axj − i

2

∫
Σ

Bijε
ab∂ax

i∂bx
j . (17)

Другий доданок складає взаємодiю мiж струною та
B-полем. Так само, як i в роботi [2], розглядаємо ви-
падок сталого поля B (тобто, воно не залежить вiд
координат xi). Ця умова вимагає точностi форми B:

B =
1
2
Bij dx

i ∧ dxj = d

(
1
2
Bijx

idxj
)
≡ dA . (18)

Отже, для вiдкритої струни, кiнцi якої прикрiпленi до
D-брани, взаємодiя з B-полем зводиться до лiнiйно-
го iнтеграла вздовж (орiєнтованої) границi свiтового
листа. Справдi, можна використати теорему Стокса:∫

Σ

B =
∫
∂Σ

A . (19)

Тодi кiнцi струни поводять себе як два заряди, що
формують диполь.

Рiвняння руху визначають граничнi умови для ко-
ординат з iндексами i вздовж брани:

gij∂nx
j + 2πiα′Bij∂txj |∂Σ = 0 . (20)

В цьому рiвняннi ∂n – нормальна похiдна, а ∂t – похi-
дна в напрямi, дотичному до границi ∂Σ. Зауважимо,
що в режимi сильного B-поля змiшанi граничнi умо-
ви стають граничними умовами типу Дiрiхле.

У роботi [2] вивчається свiтовий лист струни, що
має топологiю диска. Пропагатор, обчислений у двох
точках на границi диска, є

〈xi(τ)xj(τ ′)〉 = −α′Gij log(τ − τ ′)2+

+
i
2
θij sign(τ − τ ′) . (21)

У нових позначеннях ефективна метрика

Gij = −(2πα′)2
[

1
g + 2πα′B

g
1

g − 2πα′B

]ij
, (22)

а матриця некомутативностi

θij = −(2πα′)2
[

1
g + 2πα′B

B
1

g − 2πα′B

]ij
. (23)

Iз явної форми пропагатора можна бачити, що кому-
татор двох координатних полiв ненульовий:

[xi(τ), xj(τ)] = iθij . (24)

Важливим є режим Зайберга–Вiттена (ЗВ), коли α′

є малою (або iмпульси в просторi, де поширюється
струна, є малими).1 В цьому режимi операторний до-
буток стає

eipx(τ) eiqx(τ ′) = eipx ? eiqx(τ ′) , (25)

де ?-добуток – це ?-добуток Мойяла:

f1 ? f2(x) = f1(x)e
i
2
←−
∂ µθ

µν−→∂ νf2(x) , (26)

з матрицею некомутативностi

θij = (B−1)ij . (27)

Низькоенергетична динамiка вiдкритих струн у ЗВ-
режимi вiдповiдає некомутативнiй теорiї поля.

Як було пояснено, стале B-поле в просторi, де по-
ширюються струни, є еквiвалентним до магнiтного
поля A на свiтовому об’ємi брани. З цiєї точки зору
координатна некомутативнiсть не є рисою виключно
теорiї струн. Справдi, розглянемо функцiонал дiї для
зарядженої частинки в магнiтному полi:

S = m

∫
ẋ2

2
dt−

∫
Aidx

i . (28)

В режимi сильного магнiтного поля другий доданок
домiнує, так що функцiонал дiї спрощується:

S = −
∫
Aiẋ

idt . (29)

Канонiчнi iмпульси є

pi ≡
∂L
∂ẋi

= −Ai(x) . (30)

Для сталого магнiтного поля B можна вибрати калi-
бровку

Ai = −1
2
Bijx

j , (31)

1 Точнiше, в ЗВ-режимi необхiдно зробити α′ ∼ ε1/2 → 0 та
gij ∼ ε→ 0 вздовж напрямкiв iз ненульовим B-полем. Саме
цi напрямки стають некомутативними. Усi iншi поля є скiн-
ченними.
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i тодi дужки Пуасона мiж двома координатами ста-
ють ненульовими:

{xi, xj} =
(

1
B

)ij
. (32)

Цей вираз точно вiдповiдає матрицi некомутативностi
(27).

У квантовiй механiцi хвильова функцiя частинки
в магнiтному полi може бути параметризована дво-
ма квантовими числами: дискретними рiвнями енер-
гiї (рiвнi Ландау) та однiєю з координат центра орбi-
ти. В режимi сильного магнiтного поля радiус орбiти
зменшується, i рiзниця мiж сусiднiми рiвнями енер-
гiї зростає. Вiдбувається проекцiя на нижнiй рiвень
Ландау, i тодi залишається єдине квантове число –
одна з координат частинки. Неможливiсть одночасно
визначити двi координати є прямим наслiдком спiв-
вiдношення невизначеностi.

Ми будемо використовувати таку параметризацiю
?-добутку:

f1 ? f2(x) =
∫
ddx′ ddx′′K(x, x′, x′′)f1(x′)f2(x′′) , (33)

з iнтегральним ядром

K(x, x′, x′′) =
1

πd det(θµν)
e−2i(x′−x)µ(θ−1)µν(x

′′−x)ν .

(34)

У цiй роботi розглядаємо простiр з двома некомуту-
ючими просторовими координатами:[
x1, x2

]
= iθ12 ≡ iθ. (35)

В цьому випадку [5]

K(x, y, z) =
1

π2θ2
e−

2i
θ

(
x2(y1−z1)+y2(z1−x1)+z2(x1−y1)

)
.

(36)

Ми будемо використовувати цей вираз в обчисленнi
рiзних ?-добуткiв. Якщо в наявностi є додатковi ко-
мутуючi координати, то з точки зору ?-добутку вони
є звичайними параметрами.

4. Класична калiбровна теорiя на
некомутативному просторi

Функцiонал дiї класичної теорiї поля на некомутатив-
ному просторi вiдрiзняється вiд функцiонала дiї зви-
чайної теорiї замiною звичайного початкового добу-
тку мiж полями в лагранжiанi на ?-добуток. У випад-
ку калiбровної теорiї така замiна супроводжується

змiною правила калiбровних перетворень:

Ai → U ? Ai ? Ū − i∂iU ? Ū. (37)

В цьому виразi Ū(x) є функцiєю поточково компле-
ксно спряженою до U(x), як i в звичайнiй теорiї. За-
уважимо, однак, що умови унiтарностi на U(x) вiдрi-
зняються вiд умов унiтарностi в звичайнiй теорiї. Це
викликає змiну в означеннi коварiантних похiдних,
що дiють на заряджене скалярне поле:

Diφ = ∂iφ− iAi ? φ . (38)

Напруженiсть калiбровного поля в некомутативнiй
калiбровнiй теорiї, так само як i в звичайнiй калiбров-
нiй теорiї, визначається як комутатор двох коварiан-
тних похiдних:

Fij = i [Di, Dj ] = ∂iAj − ∂jAi − i[Ai, Aj ]? . (39)

Зауважимо, що доданок iз комутатором двох калi-
бровних полiв [Ai, Aj ]? не може бути вiдкинутий на-
вiть тодi, коли калiбровна група звичайної2 калiбров-
ної теорiї є U(1). Напруженiсть калiбровного поля пе-
ретворюється таким чином:

Fij → U ? Fij ? Ū . (40)

В роботi [2] наголошується, що з точки зору теорiї
струн комутативний та некомутативний описи однiєї
системи є еквiвалентними. Вiдповiдно, iснує вiдобра-
ження мiж полями звичайної та некомутативної ка-
лiбровної теорiї, вiдоме як вiдображення Зайберга–
Вiттена (ЗВ-вiдображення). Якщо два поля звичай-
ної теорiї Aord та A′ord пов’язанi калiбровним перетво-
ренням iз породжуючою функцiєю Uord, то iснує така
породжуюча функцiя U в некомутативнiй теорiї, що
ототожнює образи полiв пiд дiєю ЗВ-вiдображення
A(Aord) та A′(A′ord). Таким чином, наступна дiагра-
ма є комутативною:

Aord
Uord−→ A′ordySW

ySW

A
U(Uord,A)−→ A′.

Важливим фактом є залежнiсть U вiд Uord та
A. За вiдсутностi залежностi вiд A така констру-
кцiя ЗВ-вiдображення забезпечувала б iзоморфiзм

2 Як i автори роботи [2], ми вживаємо термiн “звичайна” за-
мiсть “комутативна” для теорiї на просторi з комутуючими
координатами.
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мiж звичайною та некомутативною калiбровною гру-
пою. Природно, це неможливо. Таким чином, ЗВ-
вiдображення ототожнює лише класи калiбровної
еквiвалентностi, а не самi калiбровнi перетворення.

Польова система, на якiй ми фокусуємо увагу,
складається з комплексного скалярного поля на тлi
некомутативного U(1)-калiбровного поля. Функцiо-
нал дiї будується звичайним чином:

S = −
∫

φ̄(−DiD
i +m2)φ. (41)

Метричний тензор має Евклiдову (++) сигнатуру.
Коварiантнi похiднi дiють згiдно з правилом (38),
калiбровнi перетворення породжуються ?-унiтарними
U :

φ→ U ? φ , (42)

φ̄→ φ̄ ? Ū , (43)

з такою умовою “?-унiтарностi”:

Ū ? U = 1 = U ? Ū. (44)

Обидвi зазначенi умови є необхiдними внаслiдок не-
скiнченної розмiрностi простору функцiй: можуть
iснувати такi U , що Ū ?U = 1 та U?Ū 6= 1. Добре вiдо-
мим прикладом [6] є векторний простiр iз базисними
векторами {|1〉, |2〉, . . .} i оператор U :

U |n〉 = |n+ 1〉 . (45)

У цьому випадку U†U = 1, але UU† = 1− |1〉〈1|.
Зауважимо, що iнварiантнiсть дiї (41) зберiгається

навiть тодi,3 коли

Ū ? U = 1, U ? Ū = 1− P , (46)

де P – деякий проектор, тобто, P ?P = P . Така поро-
джуюча функцiя є “топологiчно нетривiальною”, тоб-
то, U 6= eif

? для жодного дiйсного f . Пiд дiєю такого
перетворення напруженiсть поля перетворюється та-
ким чином:

Fij → U ? Fij ? Ū + U ? (Aj ? ∂iŪ −Ai ? ∂jŪ) ? P+

+i(∂iU ? ∂jŪ − ∂jU ? ∂iŪ) ? P . (47)

3 Автор висловлює подяку О. Морозову за привернення уваги
до цього факту.

Таке перетворення порушує калiбровну iнварiан-
тнiсть повної дiї калiбровної теорiї, що мiстить до-
данок iз FijF ij (цей доданок вiдсутнiй у нашому ви-
падку, коли калiбровне поле не є динамiчним). Пiсля
виконання перетворення з U типу (46) калiбровне по-
ле Ai перестає бути дiйсним.

Надалi ми працюємо з полем сталої напруженостi
F12 = F , для якого ми вибираємо лiнiйний потенцiал:

A1 = −α1x
2, A2 = α2x

1 . (48)

В термiнах параметрiв α1,2 напруженiсть поля є

F = α1 + α2 + θα1α2 . (49)

Взагалi-то, напруженiсть поля F не є калiбровно iн-
варiантною, але у нашому випадку напруженiсть ста-
ла, i вона не змiнюється пiд дiєю калiбровних пере-
творень (стала F ?-комутує з усiма породжуючими
функцiями i не змiнюється при спряженнi). Не втра-
чаючи загальностi, ми вважаємо, що F > 0.

Детальний аналiз рiзних калiбровок зроблено в ро-
ботi [4]. Не повторюючи цей аналiз, ми конструюємо
однопараметричну родину породжуючих функцiй Ut.
Генерованi за допомогою цих породжуючих функцiй
калiбровнi перетворення залишають потенцiал типу
(48) в цьому ж класi:

Ut =
1

cosh t
e

2i
θ x

1x2 tanh t , (50)

U0 = 1, Ūt = U−t, Ut1 ? Ut2 = Ut1+t2 . (51)

У результатi перетворення, породженого Ut, пара-
метр αi змiнюється таким чином:

α1 → e−2tα1 −
2
θ
e−t sinh t , (52)

α2 → e2tα2 +
2
θ
et sinh t . (53)

Ще однiєю властивiстю поля сталої напруженостi є
можливiсть в явному виглядi обчислити вiдображен-
ня Зайберга–Вiттена [2]:

F =
(
1+ Fordθ

)−1
Ford , (54)

Ford = F
(
1− θF

)−1
. (55)

Це спiввiдношення буде важливим для фiзичної iн-
терпретацiї нашого результату.
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5. Квантова теорiя

Як вже було наголошено, частина дiї некомутативної
теорiї, що мiстить добуток щонайбiльше двох полiв,
збiгається зi звичайною теорiєю (як наслiдок (15)). В
нашому випадку теорiя мiстить лише квадратичнi до-
данки по φ, φ̄, i тому може бути проаналiзована за до-
помогою стандартних методiв. Справдi, якщо знайти
власнi функцiї оператора (−DiD

i + m2) fn та вла-
снi значення λn, то можна обчислити функцiю Грi-
на (двоточкову функцiю) використовуючи формаль-
не спектральне означення:4

G(x(1), x(2)) = −
∑
n

1
λn
fn(x(1))f̄n(x(2)) . (56)

Iндекс (квантове число) n може бути дискретним або
неперервним. Так само, як i в звичайному випадку,
двоточкова функцiя〈
φ(x(1))φ̄(x(2))

〉
=
∫
DφDφ̄ eiS[φ,φ̄]φ(x(1))φ̄(x(2)) =

= iG(x(1), x(2)) . (57)

Такий “вiльний” пропагатор не є калiбровно iнварiан-
тним, i вiн перетворюється за формулою

G(x(1), x(2))→ U(x(1)) ? G(x(1), x(2)) ? Ū(x(2)). (58)

Для перевiрки цього факту необхiдно впевнитися в
тому, що мiра iнтегруванняDφDφ̄ є iнварiантною вiд-
носно калiбровних перетворень. В цьому мiсцi знову
виявляється, що в рiвняннi (44) необхiднi обидвi умо-
ви. Пiд час цiєї перевiрки зручно використати вiд-
повiднiсть Вейля-Мойяла. Позначимо оператор у до-
помiжному гiльбертовому просторi H, що вiдповiдає
полю φ, як Ôφ. Тодi мiра iнтегрування набуває вигля-
ду

DφDφ̄ = N
∏

m,n≥0

dφmndφ̄mn, . (59)

Матричнi елементи обчислюються за такою форму-
лою:

φmn = 〈m|Ôφ|n〉 , (60)

φ̄mn = 〈m|Ô†φ|n〉 , (61)

4 Верхнi iндекси координат xi – координатнi iндекси, нижнi
iндекси в дужках – номери позицiй у двоточковiй та вищих
функцiях.

де {|m〉} – деякий зручний вибiр базисних векторiв у
гiльбертовому просторi. Для породжуючої функцiї U
типу (45) має мiсце спiввiдношення

〈m|ÔU Ôφ|n〉 =
{
φm−1,n , m ≥ 1 ,
0 , m = 0 . (62)

Подiбна формула має мiсце для φ̄ ↔ Ô†φ, так що в
цьому випадку навiть область iнтегрування не є iн-
варiантною. Зауважимо, що закон перетворення (58)
можна також отримати з розкладу (56). У випадку,
коли перетворення, породжене U , має зворотне (тоб-
то, U має лiву зворотну функцiю, яка також поро-
джує калiбровне перетворення – у випадку (46) Ū не
задовольняє цiєї умови), всi власнi функцiї до i пi-
сля перетворення є у взаємно однозначнiй вiдповiдно-
стi; таким чином, правило перетворення (58) справ-
джується. Некомутативнi теорiї поля є нелокальни-
ми, оскiльки ?-добуток мiстить нескiнченне число по-
хiдних. Однак, коли один iз множникiв є полiномом,
ряд у формулi (26) мiстить скiнченне число додан-
кiв. Саме це вiдбувається при взаємодiї скалярно-
го поля з лiнiйним потенцiалом (48). Якщо вибрати
A1 = −Fx2, A2 = 0, то D1 = (1 + Fθ

2 )∂1 + iFx2,
D2 = ∂2. Отже, в даному випадку ефект некомута-
тивностi – це простий розтяг координати x1? З iншого
боку, в калiбровцi A1 = 0, A2 = Fx1 вiдбувається роз-
тяг iншої координати. Якщо застосувати симетричну
калiбровку, обидвi координати розтягуються однако-
во. З цього прикладу стає зрозумiло, що калiбров-
но iнварiантнi кореляцiйнi функцiї змiнюються вiд-
носно теорiї на комутативному просторi. Справдi, на-
ївний корелятор 〈 : φ̄φ(x(1)) : : φ̄φ(x(2)) : 〉 не є iнва-
рiантним вiдносно калiбровної групи некомутативної
теорiї. Його треба замiнити на5〈
: φ̄ ? φ(x(1)) : : φ̄ ? φ(x(2)) :

〉
. (63)

Позначимо βi = 1 + αiθ
2 , тодi коварiантнi похiднi на-

бувають вигляду

D1 = β1∂1 + iα1x
2 , (64)

D2 = β2∂2 − iα2x
1 . (65)

Проблема знаходження власних функцiй fn може бу-
ти розв’язана з використанням анзацу

fn(x) = exp
(

i
α2

β2
x1x2

)
gn(x) , (66)

5 Ми будемо називати такий корелятор двоточковим.
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тодi вона зводиться до такого рiвняння:{
−β2

1∂
2
1 − β2

2∂
2
2 − 2

(
β2

1α2

β2
+ α1β1

)
x2∂1

+

(
β2

1α2

β2
+ α1β1

)2

(x2)2 +m2

}
gn = λngn . (67)

З цього рiвняння можна знайти шуканi власнi фун-
кцiї i власнi значення:

fn,k =
4
√
F√

2π|β2|
exp

{
i

(
α2

β2
x1x2 + kx1

)}
×

×ψn

(
x2
√
F

β2
+
β1k√
F

)
, (68)

λn = (2n+ 1)F +m2. (69)

У наших позначеннях ψn – n-та нормалiзована хви-
льова функцiя одновимiрного гармонiчного осцилято-
ра з одиничною частотою (добуток полiнома Ермiта
та e−

x2
2 ). Корелятор (63) може бути обчислений iз ви-

користанням теореми Вiка, так само як i в звичайнiй
теорiї:〈
: φ̄ ? φ(x(1)) : : φ̄ ? φ(x(2)) :

〉
= −G(x(1), x(2))×

×e
i
2 θ
ij(
−→
∂ (1)i

←−
∂ (1)j+

←−
∂ (2)i

−→
∂ (2)j)G(x(2), x(1)). (70)

Вiн може бути поданий у термiнах власних функцiй
fn:〈
: φ̄ ? φ(x(1)) : : φ̄ ? φ(x(2)) :

〉
= −

∞∑
n1,n2=0

1
λn1λn2

×

×
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

dk1 dk2

(
f̄n1,k1 ? fn2,k2(x(1))

)
×

×
(
f̄n2,k2 ? fn1,k1(x(2))

)
. (71)

Права частина (71) може бути обчислена з використа-
нням iнтегрального представлення ?-добутку за допо-
могою ядра (36):

f̄n1,k1 ? fn2,k2(x) = −|2 + α2θ|
√
F

4π|1 + α2θ|
×

×ψn1

( (2 + α2θ)(2 + Fθ)
4(1 + α2θ)

√
F

k1 +
(2 + α2θ)Fθ

4(1 + α2θ)
√
F )
k2+

+x2
√
F
)
ψn2

( (2 + α2θ)Fθ
4(1 + α2θ)

√
F )
k1+

+
(2 + α2θ)(2 + Fθ)

4(1 + α2θ)
√
F

k2 + x2
√
F
)

eix1 (k2−k1)(2+α2θ)
2(1+α2θ) . (72)

У процесi обчислення корисно використати таку за-
мiну змiнних:

k1 =
√
F

2 + Fθ + α1θ

(
(2 + Fθ)ξ1 − Fθξ2

)
, (73)

k2 =
√
F

2 + Fθ + α1θ

(
−Fθξ1 + (2 + Fθ)ξ2

)
, (74)

∣∣∣det
(∂(k1, k2)
∂(ξ1, ξ2)

) ∣∣∣ = 4F (1 + α2θ)
(1 + α1θ)(2 + α2θ)2

×

× sign(1 + Fθ) ; (75)

тодi

f̄n1,k1 ? fn2,k2(x) = −|2 + α2θ|
√
F

4π|1 + α2θ|
×

×ψn1

(
x2
√
F + ξ1

)
ψn2

(
x2
√
F + ξ2

)
eix1√F (ξ2−ξ1).

(76)

Оскiльки власнi значення λn не залежать вiд k, iнте-
грування по k1, k2 (або ξ1, ξ2) в сумi (71) можна ви-
конати явно. Пiсля зсуву змiнної iнтегрування ξi →
ξi −

(x2
(1)+x

2
(2))
√
F

2 iнтеграл в правiй частинi (71) набу-
ває вигляду∫
dξ1 dξ2 ψn1

(
x2
√
F

2
+ ξ1

)
ψn1

(
−x

2
√
F

2
+ ξ1

)
×

×ψn2

(
x2
√
F

2
+ ξ2

)
ψn2

(
−x

2
√
F

2
+ ξ2

)
×

× exp

{
2i
x1
√
F

2
(ξ1 − ξ2)

}
;
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x ≡ x1 − x2. (77)

Важливою властивiстю є визначена парнiсть функцiй
φn. З її допомогою останнiй вираз спрощується:∫
dξ ψn

(
−x

2
√
F

2
+ ξ

)
ψn

(
x2
√
F

2
+ ξ

)
×

× exp

{
2i
x1
√
F

2
ξ

}
= (−1)n

∫
dξ ψn

(
x2
√
F

2
− ξ

)
×

×ψn

(
x2
√
F

2
+ ξ

)
exp

{
2i
x1
√
F

2
ξ

}
=

=
(−1)n

2
φn

(
x2
√
F

2
,
x1
√
F

2

)
. (78)

φn позначає функцiю Вiгнера на фазовому просторi
(x1, x2), що вiдповiдає чистому квантово-механiчному
стану |ψn〉. Ця функцiя є образом оператора |ψn〉〈ψn|
вiдносно ВМ-вiдповiдностi (~ = 1). В нашому випад-
ку

φn(x) = 2(−1)ne−|x|
2
Ln(2|x|2), (79)

де Ln – n-й полiном Лагерра. Цi функцiї скла-
дають повний набiр одновимiрних радiально симе-
тричних ?-проекторiв, що задовольняють рiвнян-
ня φ ? φ = φ [3]. Остаточний результат має ви-
гляд〈
: φ̄ ? φ(x(1)) : : φ̄ ? φ(x(2)) :

〉
= − 1
|1 + Fθ|π2

×

×

( ∞∑
n=0

(−1)nFφn(x
√
F

2 )
4((2n+ 1)F +m2)

)2

;x ≡ x(1) − x(2) . (80)

В цьому обчисленнi двоточкова кореляцiйна фун-
кцiя факторизується так само, як i в звичайнiй тео-
рiї:

〈 : φ̄φ(x(1)) : : φ̄φ(x(2)) : 〉 = −|〈φ̄(x(1))φ(x(2))〉|2 . (81)

Отже, в некомутативнiй теорiї (80) – також повний
квадрат (не лише ?-квадрат) певної калiбровно iнва-
рiантної функцiї. У граничному випадку F → 0 має-
мо∑
n

(−1)nFφn(x
√
F

2 )
4((2n+ 1)F +m2)

∼
∑
n

(−1)nFφn(x
√
F

2 )
4m2

=

=
δ(2)(x)
m2

, (82)

в цьому режимi корелятор стає сингулярним. Також
варто зауважити, що множник 1/(1 + Fθ) в формулi
(80) стає сингулярним, коли Fθ = −1. Тодi кореля-
цiйна функцiя стає сингулярною незалежно вiд про-
сторової вiдстанi мiж двома точками. Ця сингуляр-
нiсть має фiзичне значення. Згадаємо, що в режи-
мi Зайберга–Вiттена матриця некомутативностi θ =
1/B. Iз цим ототожненням ЗВ-вiдображення (55) на-
буває вигляду

Ford = F
1

B − F
B . (83)

Отже, коли B = F , або θF = 1 (саме це має мiсце в
нашому випадку: F12θ

21 ≡ −θF = 1), теорiя не має
еквiвалентного комутативного опису. Це явище спри-
чиняє сингулярнiсть при F = −1/θ.

Вищi корелятори обчислюються так само, як i в
звичайнiй теорiї. Єдиною вiдмiннiстю є множення
функцiй Грiна за допомогою ?-добутку, як в рiвняннi
(70). Саме ?-добуток забезпечує калiбровну iнварiан-
тнiсть обчислюваних кореляторiв. У процесi числе-
ння n-точкової функцiї можна зробити таку замiну
змiнних iнтегрування:

2 + α2θ

1 + α2θ
ki → ki . (84)

Тодi Якобiан знищує неiнварiантний фактор у правiй
частинi (72), i кожний доданок у сумi є явно калi-
бровно iнварiантним (тобто залежить лише вiд F ).
Корелятори з n > 2 точками бiльше не зводяться до
проекторних солiтонiв [3]. Наприклад, для n = 3 з’яв-
ляються доданки типу∫
dk1 dk2 dk3 e

i
2

(
x1
(1)(k3−k1)+x

1
(2)(k1−k2)+x

1
(3)(k2−k3)

)
×

×ψn1

(
x2

(1)

√
F +

(2 + Fθ)k1 + Fθk3

4
√
F

)
×

×ψn3

(
x2

(1)

√
F +

(2 + Fθ)k3 + Fθk1

4
√
F

)
×

×ψn2

(
x2

(2)

√
F +

(2 + Fθ)k2 + Fθk1

4
√
F

)
×
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×ψn1

(
x2

(2)

√
F +

(2 + Fθ)k1 + Fθk2

4
√
F

)
×

×ψn3

(
x2

(3)

√
F +

(2 + Fθ)k3 + Fθk2

4
√
F

)
×

×ψn2

(
x2

(3)

√
F +

(2 + Fθ)k2 + Fθk3

4
√
F

)
, (85)

тодi не спрацює замiна, подiбна (75). Легко бачити,
що вираз (85) не змiнюється при однаковому зсувi
x(i)’, отже, результат є функцiєю лише вiдносної по-
зицiї точок.

Цiкаво також побудувати породжуючий функцiо-
нал. Для цього треба додати до дiї струм, що вiдпо-
вiдає складеному оператору φ̄ ? φ:

S → S +
∫
J(x) φ̄ ? φ(x) = S+

+
∫
A(x′, x′′)φ̄(x′)φ(x′′) ; (86)

A(x′, x′′) =
∫
dx J(x)K(x, x′, x′′) . (87)

Тодi

Z[J ] = N det(iG−1 + iA) = det(1 +GA). (88)

Породжуючий функцiонал для зв’язних дiаграм

W [J ] = logZ[J ] = tr log(1 +GA) =

= tr(GA)− 1
2

tr(GA)2 + . . . . (89)

Нормальне впорядкування : φ̄ ? φ : зводиться до вида-
лення першого доданка в правiй частинi. Зрозумiло,
що в цьому пiдходi вiдтворюються попереднi резуль-
тати: варiацiя δA(x′,x′′)

δJ(x) породжує ядро K(x, x′, x′′), i
пiсля iнтегрування по x′, x′′ вiдтворюється ?-добуток.

6. Заключнi коментарi

Попереднi результати можна узагальнити на випадок
2+1-вимiрної теорiї поля в сталому магнiтному полi.
Тодi функцiї Грiна мають вигляд

G(x(1), x(2)) = − i
2

∑
n

e−i
√
λn|x0

(1)−x
0
(2)|

√
λn

×

×fn(x(1))f̄n(x(2)) , (90)

причому власнi функцiї fn не змiнюються. Отже, най-
бiльш цiкавi властивостi теорiї зберiгаються. Двото-
чкова калiбровно iнварiантна функцiя може бути об-
числена в термiнах функцiй Вiгнера (некомутативних
проекторних солiтонiв). Цей результат має мiсце для
широкого класу потенцiалiв.

Замiна звичайного добутку функцiй Грiна на ?-
добуток вiдновлює калiбровну iнварiантнiсть. В ре-
зультатi залежне вiд калiбровки довiльне масшта-
бування координат зникає з кореляцiйних функцiй,
i удаваний парадокс зникає. Метою даної роботи
є явна перевiрка зазначених тверджень щодо калi-
бровної iнварiантностi в некомутативнiй теорiї по-
ля.

Роботу було виконано за пiдтримки гранту INTAS-
99-590 та гранту NSF No. PHY-0756966. Автор ви-
словлює подяку Ю.О. Ситенку за внесенi кориснi за-
уваження. Автор висловлює подяку теоретичнiй гру-
пi IТЕФ, пiд час вiзиту до якої було зроблено частину
цiєї роботи.
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КАЛИБРОВОЧНЫЕ ФУНКЦИИ ЗАРЯЖЕННОГО
СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ ВО ВНЕШНЕМ
НЕКОММУТАТИВНОМ МАГНИТНОМ
ПОЛЕ С ГРУППОЙ U(1)

А. Соловьёв

Р е з ю м е

Рассмотрено заряженное скалярное поле в некоммутатив-
ном пространстве на фоне внешнего калибровочного по-
ля постоянной напряженности с группой U(1). Вычислены

корреляционные функции двух калибровочно инвариантных
композитных операторов. Проиллюстрирована связь между
калибровочными преобразованиями в некоммутативной те-
ории и геометрией пространства. Показано восстановление
калибровочной инвариантности высших корреляционных фун-
кций, несмотря на то, что функция Грина не инвариантна.
Корреляционные функции демонстрируют сингулярное пове-
дение тогда, когда расходится отображение Зайберга–Виттена.
В этом случае не существует эквивалентной коммутативной
картины.

CORRELATION FUNCTIONS OF A CHARGED SCALAR
FIELD IN THE BACKGROUND OF NONCOMMUTATIVE
U(1) GAUGE FIELD

A. Solovyov

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(14b, Metrolohichna Str., Kyiv 03680, Ukraine;
e-mail: avs2132@columbia.edu)

S u m m a r y

We consider a complex charged scalar field coupled to a constant

background non-commutative U(1) gauge field and calculate the

correlation function of two gauge-invariant composite operators.

This calculation illustrates an interplay between the gauge trans-

formations in gauge theories on noncommutative spaces and a

space-time geometry. We show that the noncommutative gauge

invariance is restored for higher-order correlators, though the

Green’s function itself is not invariant. The correlation functions

reveal a singular behavior in the case where the Seiberg–Witten

map becomes singular; i.e., there is no equivalent commutative

description.
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