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У роботi розвинуто теорiю нелiнiйних дипольних плазмових
коливань у металевiй наночастинцi сфероїдальної форми, якi
генеруються полем лазерної хвилi. Для випадку лазерного по-
ля, орiєнтованого вздовж осi обертання сфероїда, отримано
наближенi аналiтичнi вирази для дипольного моменту нано-
частинки (з точнiстю до кубiчної складової).

1. Вступ

При змiщеннi положення центра мас електронної пiд-
системи металевої наночастинки вiдносно положення
центра мас iонної пiдсистеми виникає електростати-
чна сила, яка протидiє просторовому рознесенню зга-
даних центрiв мас. З наявнiстю такої сили пов’яза-
но виникнення в металевих наночастинках диполь-
них плазмових коливань. Ця сила в першому набли-
женнi пропорцiйна взаємному змiщенню електронно-
го i iонного центрiв мас. Пiд час збiльшення величини
змiщення електростатична сила починає нелiнiйно за-
лежати вiд цього змiщення, що приводить до появи
нелiнiйних дипольних плазмових коливань. Такi нелi-
нiйнi плазмовi коливання в металевих наночастинках
вивчено в роботах [1–3]. У роботах [1, 2] плазмовi ко-
ливання розглядали в континуальному наближеннi,
а в [3] за основу було взято мiкроскопiчний пiдхiд. В
усiх названих роботах форму металевої наночастинки
прийнято сферичною.

Нашу роботу присвячено теорiї нелiнiйних плазмо-
вих коливань в металевих наночастинках елiпсоїдаль-
ної форми. Варто пiдкреслити, що результати тео-
рiї плазмових резонансiв в асиметричних металевих
наночастинках не зводяться до малих поправок до
вiдомих результатiв для сферичних частинок, а ма-
ють принциповi вiдмiнностi. Так, вже у лiнiйному

наближеннi сферично симетрична металева частинка
має один плазмовий резонанс, частинка сфероїдаль-
ної форми – два, а елiпсоїдальної – три. Тому зада-
ча побудови нелiнiйної теорiї дипольних плазмових
коливань в асиметричних металевих наночастинках
залишається на сьогоднi актуальною i цiкавою.

2. Постановка задачi

Задачу про коливнi процеси в металевих наночастин-
ках будемо розглядати в континуальному наближен-
нi, взявши за основу (подiбно до [2]) гiдродинамiчнi
рiвняння для електронної густини ne(r, t) i електрон-
ної швидкостi υ (r, t):

∂ne
∂t

+ ∇ (neυ) = 0, (1)

∂υ

∂t
+ (υ ∇)υ =

F
me
≡ 1
me
×

×
{
−eEL + e [∇Φe + ∇ Φi] −

∇ p

ne

}
, (2)

де F(r, t) – повна сила, яка дiє на електронну рiдину.
Вона складається з дiї електричного поля лазерної
хвилi (EL), а також дiї градiєнтiв електронного (Φe)
та iонного (Φi) потенцiалiв i градiєнта тиску (p).

Поле EL в межах наночастинки в дипольному на-
ближеннi вважається просторово однорiдним.

Введемо вектор, який характеризує положення
центра мас електронної пiдсистеми:

u (t) = N−1
e

∫
d3 r ne(r, t) r, (3)
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де (3) Ne – повна кiлькiсть електронiв у металевiй
наночастинцi.

Рiвняння руху для центра мас електронної пiдси-
стеми з використанням (1) зводимо до вигляду

Ne
d2u
dt2

=
∫
d3r

∂2ne (r, t)
∂t2

r =

=
∫
d3r ne(r, t)

(
∂υ

∂t
+ (υ ∇) υ

)
. (4)

Якщо це рiвняння записати у формi

me u = N−1
e 〈F 〉, (5)

то iз (4) i (2) отримуємо

〈F〉 = −e EL(t)Ne+

+
∫
d3r {e [∇Φe(r, t) + ∇Φi(r, t)] ne(r, t)−∇p (r, t)}.

(6)

Вище ми коротко повторили пiдхiд до плазмових
дипольних коливань у металевих наночастинках,
прийнятий у роботi [2]. Далi у [2] пiсля необхiдних оцi-
нок прийнято наближення, суть якого зводиться до
припущення, що електронна пiдсистема наночастин-
ки як єдине цiле (без деформацiй) змiщується разом
зi змiщенням електронного центра мас. Це означає,
що можна покласти:

ne (r, t) = n(0)
e ( |r− u (t)|),

Φe (r, t) = Φ(0)
e ( |r− u (t)|), (7)

p (r, t) = p0 ( |r− u (t)|).

Враховуючи те, що при термодинамiчнiй рiвновазi (за
вiдсутностi EL (t)) має мiсце рiвнiсть

e
[
∇Φ(0)

e + ∇Φ(0)
i

]
− ∇ ρ(0)

ne
= 0, (8)

iз (6) i (7) отримуємо

〈F 〉 = −eEL (t)Ne+
∫
d3r e∇ Φ(0)

i (r)n(0)
e (|r−u(t)|) =

= −eEL(t) Ne +
∂

∂u

∫
d3 r eΦ(0)

i (r) n(0)
e (|r− u|). (9)

Ця формула буде для нас вихiдною.
Далi на вiдмiну вiд попереднiх робiт [1–3], в яких

плазмовi нелiнiйнi коливання розглядались у сфери-
чно симетричних металевих наночастинках, будемо
мати справу з асиметричними наночастинками. Бу-
демо вважати, що металева наночастинка має форму
елiпсоїда обертання (сфероїда). Спрямуємо вiсь ко-
ординат 0Z вздовж осi симетрiї сфероїда. Крiм то-
го, будемо допускати, що лазерне поле EL(t) i викли-
кане ним змiщення центра мас електронної пiдсисте-
ми спрямованi вздовж осi 0Z. Щоб пiдкреслити цей
факт, далi запишемо так:

u ≡ z0. (10)

Зауважимо, що коли форма частинки вiдрiзняється
вiд сферичної i генеруюче плазмовi коливання лазер-
не поле не орiєнтоване строго вздовж осi симетрiї, то
в нелiнiйному наближеннi рiзнi плазмовi резонанси
зав’язанi мiж собою, i задача неймовiрно ускладнює-
ться. Як показують подальшi викладки вже наведена
вище найпростiша модель вiдхилення вiд сферичної
симетрiї дає якiсно новi результати порiвняно зi сфе-
ричним випадком.

Досi, за винятком формул (7) i (9), нiде симетрiя
наночастинки не конкретизувалась. Ми так само, як
i в [2], будемо допускати, що електронна пiдсистема
як єдине цiле (без диформацiй) змiщується разом iз
центром мас.

Отже, приймемо

ne(r, t) = n0 Δ0 (R(θ)− | r− z0|), (11)

де (11) n0 – концентрацiя електронiв, Δ0(x) – сходин-
коподiбна функцiя

Δ0(x) =
{

1, x > 0,
0, x < 0. (12)

Крiм того, R(θ) в (11) задає поверхню сфероїда:

R (θ) =
R⊥√

1− e2p cos2 θ
. (13)

Для конкретизацiї ми розглядаємо витягнутий сфе-
роїд ep – ексцентриситет, θ – кут мiж вiссю 0Z i ве-
ктором R (θ)на поверхнi сфероїда:

e2p =

∣∣∣∣∣ R2
⊥

R2
‖
− 1

∣∣∣∣∣ , (14)

R|| – поздовжнiй (вздовж осi симетрiї) i R⊥ – попере-
чний радiус кривизни.
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Якщо тепер аналогiчно (7) допускати, що Φe(r, t) i
p (r, t) подiбна до структури ne(r, t), заданої форму-
лою (11), то ми замiсть (9) отримуємо

〈F〉 = −eEL(t) Ne + n0×

×
∫
d3r e ∇̄ Φ(0)

i (r) Δ0 (R(θ)− | r− z0 |). (15)

Отже, щоб визначити силу 〈F〉, яка протидiє змiщен-
ню вздовж осi 0Z електронної пiдсистеми сфероїдаль-
ної металевої наночастинки, нам потрiбно знайти ви-
гляд iонного електростатичного потенцiалу Φ(0)

i . Це
ми будемо робити в наступному роздiлi.

3. Електростатичний потенцiал зарядженого
сфероїда

Електростатичний потенцiал iонного остова сферої-
дальної наночастинки має вигляд

Φ(0)
i =

∫
V

ρi d
3r

| r− r′ |
. (16)

Вважаємо, що густина iонного заряду рiвномiрно роз-
подiлена по об’єму V :

ρi = eNi Zi /V = const, (17)

де Ni – кiлькiсть iонiв, Zi – кратнiсть заряду.
Враховуючи те, що маємо справу зi сфероїдом i що

густина ρi – стала, розпишемо (16) так:

Φ(0)
i = ρi

2π∫
0

dϕ′
π∫

0

d θ′ sin θ′
R (θ′)∫
0

dr′ r′2

|r− r′|
. (18)

Далi, щоб взяти iнтеграл (18), використаємо розклад:

1
| r− r′ |

=
∞∑
n=0

Pn (cos ν)

{
1
r

(
r′

r

)n
at r′ < r,

1
r′

(
r
r′

)n at r′ > r,
(19)

де ν – кут мiж вектором r i r′.
Тепер використаємо вiдоме спiввiдношення [4]:

Pn (cos ν) = Pn (cos θ′) Pn (cos θ)+

+2
∑
m

(n−m)!
(n+m)!

cos(ϕ′ − ϕ)Pmn (cos θ′)Pmn (cos θ). (20)

У (20) кути (ϕ′, θ′ ) i (ϕ, θ ) задають, вiдповiдно, орi-
єнтацiю векторiв r′ i r.

При пiдстановцi (20) в (18) другий член в (20) за-
нуляється при iнтеграцiї по ϕ′.

Оскiльки R (θ′) у (18) згiдно з (13) задовольняє
умову

R⊥ ≤ R (θ′) ≤ R‖, (21)

то доцiльно розбити iнтегрування на три випадки:

a) r ≤ R⊥,

b) R⊥ ≤ r ≤ R‖,

c) R‖ ≤ r. (22)

a) при r ≤ R⊥ згiдно з (18), (19) i (20) отримуємо

Φ(0)
i = 2π ρi

∞∑
n=0

Pn (cos θ)

π∫
0

dθ′ sin θ′Pn (cos θ′)×

×

1
r

r∫
0

dr′ r′2
(
r′

r

)n
+

R(θ′)∫
r

dr′ r′
( r
r′

)n . (23)

Подальше обчислення iнтегралiв у (23) труднощiв не
має. Бiльш складна ситуацiя виникає у випадку b.

b) R⊥ ≤ r ≤ R‖, оскiльки згiдно з (21) у цьому ж
дiапазонi змiнюється також r′, то залежно вiд кута θ′
максимальне значення r′ може бути як бiльше, так i
менше за r (див. рис. 1). Доцiльно ввести кут θ1, за
якого елiпсоїд i сфера радiуса r перетинаються, тобто

R (θ′) = R (θ1) = r. (24)

Iз (24) з урахуванням (13) отримуємо

cos θ1 =
1
eρ

{
1−

(
R⊥
r

2)}1/2

. (25)

Тепер iнтеграл по θ′ в (18) розiб’ємо так:

π∫
0

dθ′ . . . =

θ1∫
0

dθ′ . . .+

π−θ1∫
θ1

dθ′ . . .+

π∫
π−θ1

dθ′ . . . . (26)

В iнтервалах (0 → θ1) i (π − θ1 → π) величина r′, як
видно з рисунка, може бути як бiльшою, так i меншою
за r, а в iнтервалi: (θ1 → π−θ1)r′ завжди менша за r.
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Рис. 1

Пiдставимо тепер розклад (19) у (18) i використає-
мо розбиття iнтеграцiї по куту θ′ вiдповiдно до (26),
отримуємо

Φ(0)
i = 2πρi

∞∑
n=0

Pn(cos θ)

{ θ1∫
0

dθ′ sin θ′Pn(cos θ′)×

×

[
1
r

r∫
0

dr′r′2
(
r′

r

)n
+

R(θ′)∫
r

dr′r′
( r
r′

)n]
+

+

π−θ1∫
θ1

dθ′ sin θ′Pn(cos θ′)
1
r

R(θ′)∫
0

dr′r′2
(
r′

r

)n
+

+

π∫
π−θ1

dθ′ sin θ′Pn(cos θ′)×

×

[
1
r

r∫
0

dr′r′2
(
r′

r

)n
+

R(θ′)∫
r

dr′r′
( r
r′

)n]}
. (27)

Замiнивши в останньому членi змiннi (типу θ′ → π −
θ′) в останньому членi (27), виразу (27) можна надати
вигляду

Φ(0)
i = 2πρi

∞∑
n=0

Pn (cos θ)

{ θ1∫
0

dθ′ sin θ′×

× [Pn(cos θ′) + Pn(− cos θ′)]×

×

[
1
r

r∫
0

dr′ r′2
(
r′

r

)n
+

R(θ′)∫
r

dr′ r′
( r
r′

)n]
+

+

π/21∫
θ1

dθ′ sin θ′ [Pn(cos θ′) + Pn(− cos θ′)]×

×1
r

R(θ′)∫
0

dr′r′
2
(
r′

r

)n}
. (28)

З (28) видно, що всi непарнi по n члени в сумi (28)
випадають. Вираз (28) дає вигляд Φ(0)

i в дiапазонi
R⊥ ≤ r ≤ R‖.

Нарештi розглянемо випадок
c) r ≥ R‖. У цьому випадку r′ < r. Iз (18) i (19)

отримуємо

Φ(0)
i = 2π, ρi

∞∑
n=0

Pn (cos θ)

π∫
0

dθ′ sin θ′ × Pn(cos θ′)×

×1
r

R(θ′)∫
0

dr′ r′2
(
r′

r

)n
. (29)

Для всього дiапазону змiни r, як бачимо iз виразiв
(23), (28) i (29), можемо записати

Φ(0)
i =

∞∑
n=0

Pn(cos θ)Ψ(n) = Ψ(0)+

+P2(cos θ)Ψ(2) + P4(cos θ)Ψ(4) + · · · . (30)

Взявши iнтеграли в (23), (28) i (29), отримаємо вира-
зи для коефiцiєнтiв Ψ(n). Зокрема при r ≤ R⊥ iз (23)
знаходимо

Ψ(0) = 2πρi

{
−r

2

3
+
R2
⊥

2ep
ln
(

1 + ep
1− ep

)}
; r ≤ R⊥. (31)

При R⊥ ≤ r ≤ R‖ iз (28) отримуємо

Ψ(0) = 2πρi

{
r2

3
(cos θ1 − 1)−
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−R
2
⊥

2ep
ln
(

1 + ep cos θ1
1− ep cos θ1

1− ep
1 + ep

)
+

2R2
⊥

3
cos θ1

}
,

R⊥ ≤ r ≤ R‖. (32)

Зрештою, при r ≥ R‖ iз (29) будемо мати:

Ψ(0) =
4
3
πρiR

2
⊥R‖R‖/r, r ≥ R‖. (33)

Аналогiчнi вирази для Ψ(2) наведено в додатку.
Як видно iз (25), при r = R⊥ маємо cos θ1 = 0, i тодi

(32) збiгається з (31), а при r = R‖ буде cos θ1 = 1, i
тодi вираз (32) збiгається з виразом (33).

Якщо зробити граничний перехiд вiд елiпсоїдаль-
ної форми до сферичної, тобто ep → 0 (при цьому
R⊥ = R‖ ≡ R), то легко бачити, що при n 6= 0 всi
Ψ(n)→ 0. Що стосується Ψ(0), то за такого переходу,
як видно iз (31)–(33), будемо мати

Ψ(0)→ Ψ(s) = V ρi

{ (
3− r2

R2

)
/2R, at r < R

1
r , at r > R

}
,

(34)

де V = 4π
3 R

3 – об’єм сфери. Вираз для Ψ(s)у фор-
мi (34) було використано в [2] пiд час розгляду не-
лiнiйних плазмових коливань у сферичнiй металевiй
наночастинцi.

4. Електростатична сила

При орiєнтацiї поля EL(t) вздовж осi 0Z i прийнятiй
нами симетрiї форми частинки поле 〈F 〉 буде також
спрямоване вздовж 0Z, тобто

〈F 〉 = −eEL(t)Ne+

+n0 e

∫
d3rK0 ∇ Φ(0)

i (r) Δ0 (R(θ)− | r− z0 | ) , (35)

де K0 – орт вздовж осi 0Z.
Область iнтегрування по r в (35) визначається з

умови, що аргумент у сходинкоподiбнiй функцiї Δ0

бiльший або дорiвнює нулевi, тобто

R(θ)− | r− z0| ≥ 0. (36)

З умови рiвностi в (36) отримуємо корiнь

r ≡ rm(ν) =
{
R2(θ)− z2

0 sin2 ν
}1/2

+ z0 cos ν. (37)

v

)(R

)(vr
m

Z0

Z0

Рис. 2

Як видно з рис. 2, вектор rm(ν) задає на поверх-
нi зсунутого сфероїда положення тiєї точки, яка на
поверхнi первiсного сфероїда задавалась вектором
R(θ). Вектор R(θ) при змiщеннi переноситься пара-
лельно собi iз точки 0 в точку 0′. Як видно з рис. 2,
можемо записати

rm(ν) cos ν = z0 +R(θ) cos θ, (38)

rm(ν) sin ν = R(θ) sin θ. (39)

Якщо домножити спiввiдношення (38) на sin ν, а (39)
на cos ν i вiдняти один вiд одного, то отримуємо

z0 sin ν = R(θ) sin(θ − ν). (40)

Ця формула при заданому z0 встановлює зв’язок ку-
тiв θ i ν. При z → 0 маємо θ → ν. Оскiльки z0/R(ν)
мала величина, то можна записати

θ = ν + Δ ν (41)

i визначити величину Δ ν iз (40) рекурентним спосо-
бом:

Δν1 =
z0
R(ν)

sin ν;

Δ ν2 =
z0
R(ν)

sin ν
(

1− R′(ν)
R(ν)

Δν1

)
;

Δ ν3 =
z0
R(ν)

sin ν
(

1− R′(ν)
R(ν)

Δν2

)
, . . . . (42)
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Щоб отримати явну залежнiсть rm(ν) вiд змiщення
z0 розкладемо (37) у ряд (розкладемо також R(θ) з
використанням спiввiдношень (41), (42)):

rm(ν) = R(ν) + z0(1− e2p)
cos ν

1− e2p cos2 ν
−

−z2
0

1− e2p
2R⊥

sin2 ν

(1− e2p cos2 ν)3/2
+

+z3
0

e2p
2R2
⊥

(
1
3

+
1− e2p

(1− e2p cos2 ν)2

)
cos ν sin4 ν + . . . .

(43)

Для випадку сферичної форми (ep → 0) iз (37) зна-
ходимо

rm(ν) = R+z0 cos ν− z2
0

2R
sin2 ν− z4

0

8R3
sin4 ν+ . . . . (44)

Порiвнюючи (43) i (44), бачимо, що в асиметричнiй
частинцi (ep 6= 0) додатково з’являється кубiчна не-
лiнiйнiсть, яка вiдсутня в (44).

Щоб уникнути надалi непорозумiнь наголосимо,
що пiд термiном “асиметрична частинка” ми розумiє-
мо частинку, форма якої вiдрiзняється вiд сферичної
(а не вiдсутнiсть у частинцi будь-яких елементiв си-
метрiї).

Зауважимо, що формулу (35) з урахуванням (36),
(37) можна звести до вигляду

〈F 〉 = −eEL(t)Ne+

+2π n0 e

π∫
0

dν sin ν

rm(ν)∫
0

dr r2
[
K0 ∇ Φ(0)

i (r)
]
. (45)

Якщо записати rm(ν) у виглядi

rm(ν) = R(ν) + Δr(ν), (46)

то порiвнюючи з (43) бачимо, що вiд змiщення z0 за-
лежить тiльки Δr(ν), причому Δr 〈〈 R(ν).

Здавалось би iнтеграл
∫ rm(ν)

0
dr r2

[
K0 ∇ Φ(0)

i (r)
]

в
(45) можна розкласти у ряд по степенях Δrm(ν) i
отримати як лiнiйнi, так i нелiнiйнi по z0 члени. Проте
тут є один делiкатний момент. Щоб отримати нелiнiй-
нi по z0 члени, виникає необхiднiсть диференцiювати
пiдiнтегральний вираз в (45), тобто функцiю

w(r) = r2
[
K0∇ Φ(0)

i

]
. (47)

Але як видно, наприклад, iз точного виразу для iон-
ного електростатичного потенцiалу для сферичної
форми (34), функцiя Ψ(s)(r) та її перша похiдна не-
перервнi в точцi r = R, тобто на поверхнi. Проте, вже
друга похiдна Ψ(s)(r) зазнає у точцi r = R розрив. То-
му розкласти згаданий вище iнтеграл у ряд Тейлора
на поверхнi не можна. Але злiва i справа вiд поверхнi
iонний електростатичний потенцiал задано плавними
функцiями. Тому зробимо таким чином. Розiб’ємо в
(45) iнтеграл по ν на областi, в яких rm(ν) лежить
тiльки злiва або тiльки справа вiд поверхнi наноча-
стинки. Тодi i злiва, i справа вiд поверхнi виникають
законнi пiдстави для розкладання функцiї (47) у ряд
Тейлора. Щоб був зрозумiлий наш пiдхiд, пояcнимо
його суть на прикладi сферичної форми, для якої ре-
зультати вже вiдомi в [1, 2]. Отже, iнтеграл, який вхо-
дить у (45) розпишемо так:

π∫
0

dv sin v

rm(v)∫
0

dr r2
[
K0∇Φ(0)

i

]
=

=

π/2∫
0

dv sin v

rm(v)∫
0

dr w(r) +

π∫
π/2

dv sin v

rm(v)∫
0

dr w(r).

(48)

У першому iнтегралi, як видно iз (44), rm(ν) ≥ R, а
у другому rm(ν) ≤ R (наведенi нерiвностi дещо пору-
шуються при v ≈ π/2, але ця область не дає помiтного
внеску в iнтеграл).

У випадку сферичної форми згiдно з (34) i (37) ма-
ємо

w(r) = −ρi V cos ν, при r ≥ R, (49)

w(r) = −ρi V cos ν
( r
R

)3

, при r ≤ R. (50)

Пiдставимо тепер у перший i другий iнтеграл у пра-
вiй частинi (48), вiдповiдно, функцiї (49) i (50). Далi
вiзьмемо до уваги, що rm(ν) = R+Δr(ν) (Δr(ν)� R)
та використаємо розкладання

rm(ν)∫
0

dr r2
[
K0∇Φ(0)

i (r)
]

=

=

R+Δr(v)∫
0

dr w(r) =

R∫
0

dr w(r)+ w(r)Δr+
1
2

(
dw

dr

)
R

(Δr)2+
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+
1
6

(
d2w

dr2

)
R

(Δr)3 +
1
24

(
d3w

dr3

)
R

(Δr)4 + . . . . (51)

Щоб уникнути непорозумiння, ще раз вiдзначимо, що
похiднi в (51) беруться не на поверхнi (r = R), а в то-
чцi r за умови, що r прямує до поверхнi злiва або
справа. Зокрема, у даному конкретному випадку мо-
ва йде про розклад функцiї (50) i r → R при умовi
r ≤ R.

Iз виразiв (43) i (44) бачимо, що Δr це ряд по сте-
пенях z0, тобто

Δr = Δr1 + Δr2 + Δr3 + Δr4, (52)

де Δri ∼ zi0. Зокрема у випадку сферичної форми
згiдно з (44) маємо

Δr1 = z0 cos v, Δr2 = − z
2
0

2R
sin2 v,

Δr3 = 0, Δr4 = − z4
0

8R3
sin4 v. (53)

Зважаючи на (51) та (52), всi iнтеграли в (45) беремо
до кiнця i отримуємо (при z0 ≥ 0):

〈F 〉 = −eEL(t)Ne −meNeω
2
p

{
z0 −

9
16

z2
0

R
+

z4
0

32R3

}
,

(54)

де ω2
p = 4π e2n0

3me
−квадрат плазмової (дипольної) ча-

стоти. Отже, ми отримали результат робiт [1, 2]. Те-
пер використаємо цей самий пiдхiд для випадку сфе-
роїдальної форми наночастинки.

5. Нелiнiйнi дипольнi плазмовi коливання
асиметричної металевої наночастинки

У випадку сфероїдальної форми наночастинки з
огляду на (30) будемо мати

K0∇Φ(0)
i = cos v

∂Φ(0)
i

∂r
− sin v

r

∂Φ(0)
i

∂v
=

= cos v
{
∂Ψ(0)
∂r

+
∂Ψ(2)
∂r

P2(cos v)+

+
2
r
Ψ(2) [1− P2(cos v)] + . . .

}
. (55)

Далi будемо явно враховувати тiльки Ψ(0), хоча не-
обхiднi обчислення було проведено також з урахува-
нням внеску функцiї Ψ(2), вираз якої наведено в до-
датку. Як показали оцiнки, врахування внеску Ψ(2)
дещо уточнює коефiцiєнти при степенях z0, але не
змiнює основних висновкiв. Отже, згiдно з (43) має-
мо

rm(0) = R‖ + z0 > R⊥; rm(π) = R‖ − z0 < R‖. (56)

З огляду на цi нерiвностi знову iнтеграл по кутах v
розiб’ємо вiдповiдно до (48). У перший iнтеграл пра-
вої частини (48), в якому згiдно з (56) rm(0) > R‖,
пiдставимо функцiю (33). Вiдповiдно до (47 i (30) бу-
демо мати

w(r) = cos v r2
∂Ψ(0)
∂r

= −4π
3
ρiR

2
⊥ R‖ cos v. (57)

У другому iнтегралi (48), для якого rm(π) < R‖, бу-
демо допускати також, що rm(v) > R⊥ i використо-
вувати функцiю (32). У цьому випадку будемо мати

w(r) =
4π
3
ρi

{
1
ep

(r2 −R2
⊥)3/2 − r3

}
cos v. (58)

Зауважимо, що припущення rm(v) > R⊥ означає та-
кож, що

r(π) = R‖ − z0 > R⊥ чи z0 < R‖ −R⊥. (59)

До тих пiр, поки ми не робили припущення (59) як ви-
рази для iонного електростатичного потенцiалу, так
i границi iнтегрування (44) при ep → 0 переходили у
вiдповiднi результати для сферичної форми частин-
ки. З прийняттям нерiвностi (59) подiбний граничний
перехiд стає неможливим, оскiльки при будь-якому
малому, але фiксованому значеннi z0 при ep → 0 не-
рiвнiсть (59) перестає виконуватись. У цьому випад-
ку, щоб зробити законним граничний перехiд ep → 0
замiсть функцiї (32) потрiбно було би брати функцiю
(31). Отже, пiдстановка (57) i (58) в (48) дає

π∫
0

dv sin v

rm(v)∫
0

dr
[
K0∇Φ(0)

i

]
=

= −4π
3
R2
⊥R‖ρi

π/2∫
0

dv rm(v) sin v cos v +

+
4π
3
ρi

π∫
π/2

dv sin v cos v

rm(v)∫
0

dr

{
1
ep

(r2−R2
⊥)3/2 − r3

}
. (60)
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Щоб взяти другий iнтеграл по rв (60) використаємо
подiбно (51) малiсть величини Δr i розкладемо цей
iнтеграл в ряд по Δr. Проте є певна рiзниця мiж ви-
падками (51) i (60). У формулi (51) rm(v) = R+Δr(v),
а в (60) вiдповiдно до (43) rm(v) = R(v)+Δr(v). Щоб
уникнути зайвих ускладнень, ми будемо розкладати∫ rm(v)

0
dr {. . .} по Δr не в точцi R(v), а в точцi R‖.

Пiдставою для такого наближення є те, що по-перше,
електростатичний потенцiал визначається переважно
розподiлом зарядiв бiля вершини (полюса) елiпсоїда,
тобто дiапазоном кутiв, в якому R(v) ≈ R‖, а по-
друге, у точцi r = R‖ функцiя Ψ(0), i її похiдна, як
видно iз (32), (33), неперервнi подiбно до сферичного
випадку (де вiдомий точний розв’язок).

Якщо обмежитись кубiчними по Δr членами, то iз
(60) отримуємо

π∫
0

dv sin v

rm(v)∫
0

dr r2
[
K0∇Φ(0)

i

]
=

= −V ρi

π/2∫
0

dvΔr(v) sin v cos v−

−V ρi

π∫
π/2

dv sin v cos v

{
Δr(v)− (Δr(v))3

2e2pR2
‖

}
, (61)

де V = 4π
3 R2

⊥ R‖ – об’єм сфероїда.
Зауважимо, що завдяки нерiвностi (59) справедли-

ва також, як неважко переконатись, нерiвнiсть

epR‖ > z0. (62)

При виконаннi нерiвностi (62) кубiчний по Δr член
значно менший вiд лiнiйного, як i повинно бути при
розкладаннi у ряд по малому параметру. Оскiльки
вираз Δr(v) сам є розкладом у ряд по z0, то ми нада-
лi будемо обмежуватись внеском членiв не вище z3

0 ,
тобто будемо пiдставляти в (61):

Δr(v) ≈ Δr1(v) + Δr2(v) + Δr3(v),

(Δr(v))3 ≈ (Δr1(v))
3
. (63)

Вигляд членiв Δri(v) для сфероїдальної форми стає
ясним iз виразу (43).

Взявши вiдповiднi iнтеграли в (61) i пiдставивши
отриманий вираз в (45), будемо мати

〈F 〉 = −eEL(t)Ne −meNe ω
2
‖ z0 −meNe ω

2
pL

δ(ep)
R2
‖
z3
0 ,

(64)

ω2
‖ = L‖ω

2
pL ≡

1− e2p
2e3p

{
ln
(

1 + ep
1− ep

)
− 2ep

}
ω2
pL, (65)

де ωpL =
(

4π n0 e
2

me

)1/2

− плазмова частота, L‖ – ко-
ефiцiєнт деполяризацiї вздовж осi симетрiї для ви-
падку витягнутого сфероїда

(
R‖ > R⊥

)
. Крiм того,

в (64) введено залежний тiльки вiд ексцентриситету
(ep) безрозмiрний параметр δ(ep), який має вигляд

δ(ep) =
4

315
e2p

1− e2p
− 13

12e2p
+

5
2e4p
−

−
5− 6e2p + e4p

8e5p
ln
(

1 + ep
1− ep

)
−

−
1− e2p
16e4p

{
5
2
− 3

2e2p
+

3(1− e2p)2

4e3p
ln
(

1 + ep
1− ep

)}
. (66)

Порiвнюючи вирази для електростатичної сили у ви-
падку сферичної форми (формула (54)) i у випадку
елiпсоїдальної форми (формула (64)) бачимо, що в
асиметричної частинки зникає квадратична нелiнiй-
нiсть, однак з’являється кубiчна нелiнiйнiсть. Ще раз
нагадаємо, що вираз (66) отриманий в допущеннi, що
0 < ep < 1, i тому граничний перехiд ep → 0 чи ep → 1
не може бути виправданим. Для орiєнтацiї про поря-
док величини δ(ep) приводимо значення

δ

(
1
2

)
= −1

7
, δ

(
1
5

)
= −1.

Рiвняння руху (5) для нашого випадку, коли коли-
вання вiдбуваються вздовж осi симетрiї (u = z0), з
урахуванням виразу (64), набуває вигляду

z̈0 + ω2
‖ z0 + ω2

pL

δ(ep)
R2
‖

z3
0 = −e E(t)

me
. (67)

Частота ω‖ вiдповiдає частотi дипольного плазмона
при коливаннi диполя вздовж осi симетрiї сфероїда.
Якщо задати

EL(t) = E0 cosω t (68)
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та вважати нелiнiйнiсть слабкою, то рiвняння (67)
можна розв’язати методом послiдовних наближень i
отримати

z0 ≈
eE0

m

cosω t
ω2
‖ − ω2

+
ω2
pL δ(ep)
4R2
‖

(eE0me)
3

(ω2
‖ − ω2)3

×

×

{
3 cosω t
ω1
‖ − ω2

+
cos 3ω t

ω2
‖ − (3ω)2

}
. (69)

Оскiльки ми в (67) не врахували дисипацiї, то розв’я-
зок при ω → ω‖ має сингулярнiсть. Якщо, як це
прийнято, додатковим членом 2γz0 у лiвiй частинi
(67) врахувати згасання коливань, то сингулярнiсть
у розв’язку зникне. Зокрема в лiнiйному розв’язку
в цьому випадку замiсть eE0

m
cosω t
ω2
‖−ω2 будемо мати

eE0
m

cos(ω t−ϕ0){
(ω2
‖−ω2)2+4γ2

}1/2 , де ϕ0 – фаза. Аналогiчнi змiни

потрiбно зробити i в нелiнiйних членах. Зауважимо,
що рiвняння (67) з виглядом EL(t), заданим у фор-
мi (68), вiдповiдає так званому рiвнянню Дуффiнга.
Аналiз його розв’язкiв можна знайти, наприклад, у
роботi [5].

Тепер, коли маємо явний вигляд змiщення еле-
ктронного центра мас z0 як функцiї лазерного по-
ля E0 у формi (69), можемо записати дипольний мо-
мент сфероїдальної металевої наночастинки. У ви-
падку поляризацiї лазерного поля вздовж осi симетрiї
сфероїда дипольний момент має ту саму орiєнтацiю i
дорiвнює

d = V en0 z0 = d1 + d2, (70)

де d1 – лiнiйна складова диполя, яка вiдповiдно до
(69) дорiвнює:

d1 =
V

4π
ω2
pL

ω2
‖ − ω2

E0 cosω t. (71)

Аналогiчно кубiчна складова диполя d3 може бути
записана у виглядi

d3 =
V δ(ep)
16π R2

‖

(em)2ω3
pL

(ω2
‖ − ω2)3

E3
0×

×

{
3 cosω t
ω2
| | − ω2

+
cos 3ωt

ω2
‖ − (3ω)2

}
.

На закiнчення зауважимо таке. Якщо ввести безроз-
мiрне змiщення α ≡ z0/R‖, то рiвняння (67) набуває

вигляду

α̈+ ω2
‖ α+ ω2

pL δ(ep)α
3 =

eE(t)
mR‖

. (72)

Як бачимо, величина нелiнiйностi визначається без-
розмiрним параметром δ(ep), аналiтичний вигляд
якого як функцiї ексцентриситету ep заданий фор-
мулою (66). Крiм того, конкретнi значення δ(ep) при
ep = 1/2, ep = 1/5 наведено вище. Це дозволяє оцiню-
вати величину нелiнiйностi.

Варто також вiдзначити, що розглянута вище нелi-
нiйнiсть зумовлена електричною складовою лазерної
хвилi. За певних умов (розмiрах частинок, частотах)
нелiнiйнiсть може бути iндукована магнiтною скла-
довою. Зокрема ефект генерацiї другої гармонiки в
сферичних металевих частинках пiд дiєю магнiтної
складової лазерної хвилi розглянуто в роботi [6].

6. Висновки

Показано, що в металевiй наночастинцi сфероїдаль-
ної форми лазерним полем, орiєнтованим вздовж осi
симетрiї частинки, генерується кубiчна нелiнiйнiсть,
яка була вiдсутня у випадку сферичної форми. Зате
зникає квадратична нелiнiйнiсть, наявна у сферично-
му випадку.

Отримано наближений аналiтичний вираз для ди-
польного моменту сфероїдальної металевої наноча-
стинки з точнiстю до кубiчних по полю членiв.
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Ψ(2) = 2πρir
2

{
1

3
−
e2p − 1

e2p
+
e2p − 1

2e3p
ln

(
1 + ep

1− ep

)}
,

при r ≤ R⊥.
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1
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(1− cos2 θ1) cos θ1−
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]
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, при r ≥ R‖.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ПЛАЗМОВЫЕ ДИПОЛЬНЫЕ
КОЛЕБАНИЯ В СФЕРОИДАЛЬНЫХ
МЕТАЛЛИЧЕСКИХ НАНОЧАСТИЦАХ

П.М. Томчук, Д.В. Бутенко

Р е з ю м е

В работе развита теория нелинейных дипольных плазмовых
колебаний в металлической наночастице сфероидальной фор-
мы, которые генерируются полем лазерной волны. Для слу-

чая лазерного поля, ориентированного вдоль оси вращения
сфероида, получены приближенные аналитические выражения
для дипольного момента наночастицы (с точностью до куби-
ческой составляющей).

NONLINEAR PLASMA DIPOLE OSCILLATIONS
IN SPHEROIDAL METAL NANOPARTICLES

P.M. Tomchuk, D.V. Butenko

Institute of Physics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine,
(46, Prosp. Nauky, Kyiv 03680, Ukraine;
e-mail: ptomchuk@iop.kiev.ua)

S u m m a r y

The theory of nonlinear dipole plasma oscillations generated in a

metal spheroidal nanoparticle by a laser-wave field has been devel-

oped. Approximate (to an accuracy of the cubic term) analytical

expressions for the nanoparticle dipole moment have been obtained

in the case of the laser field oriented along the spheroid rotation

axis.
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