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Розглянуто основний стан i термодинамiку спiн-1/2 асиметри-
чного ромбiчного ланцюжка Iзинга–Гайзенберга. ДляXY Z анi-
зотропної взаємодiї Гайзенберга методом декорацiйно-iтерацiй-
ного перетворення точно розраховано вiльну енергiю, ентро-
пiю, теплоємнiсть, намагнiченiсть i магнiтну сприйнятливiсть.
У випадку антиферомагнiтних взаємодiй – Iзинга i XXZ анi-
зотропної Гайзенберга – дослiджено основний стан, процес на-
магнiчування, температурну залежнiсть намагнiченостi, магнi-
тної сприйнятливостi i теплоємностi. Вивчено вплив геометри-
чної фрустрацiї та квантових флуктуацiй на цi характеристи-
ки.

1. Вступ

У статистичнiй фiзицi зацiкавлення викликають то-
чно розв’язуванi декорованi ланцюжки, структу-
ра яких утворюється декоруванням примiтивної ко-
мiрки спiн-1/2 ланцюжка Iзинга. Точний розв’язок
цих декорованих ланцюжкiв отримується методом
декорацiйно-iтерацiйного перетворення [1, 2]. До них
вiдносяться, зокрема, такi одновимiрнi моделi: спiн-
(1/2, S > 1/2) [3], феромагнiтний-феромагнiтний-
антиферомагнiтний [4] i ромбiчний [5] ланцюжки
Iзинга, простий [6–8], ромбiчний [9, 10], тетраедри-
чний [11] i пилоподiбний [12] ланцюжки Iзинга–
Гайзенберга, ланцюжок Iзинга–Гайзенберга з трику-
тними плакетками Гайзенберга [13] i асиметричний
ромбiчний ланцюжок Iзинга–Габбарда [14, 15]. Деко-
рованi ланцюжки є зручними об’єктами для вивче-
ння появи промiжних плато в кривiй намагнiчува-
ння, появи додаткових максимумiв у температурнiй
залежностi теплоємностi, взаємовпливу геометричної
фрустрацiї i квантових флуктуацiй. Все це вiдбуває-
ться в реальних системах [7, 16, 17].

У данiй роботi розглянуто спiн-1/2 асиметричний
ромбiчний ланцюжок Iзинга–Гайзенберга з XY Z анi-
зотропною взаємодiєю Гайзенберга мiж декорацiй-
ними спiнами. Вiн має таку ж ромбiчну структу-
ру, як у роботi [9], i таку ж асиметрiю взаємодiї
Iзинга на зв’язках вздовж сторiн ромба, як у робо-
тi [14]. Методом декорацiйно-iтерацiйного перетворе-
ння [1, 2] точно розраховано термодинамiчнi хара-
ктеристики цього ланцюжка. Для антиферомагнiтної
взаємодiї Iзинга i антиферомагнiтної XXZ взаємодiї
Гайзенберга, коли система є геометрично фрустрова-
на, дослiджено основний стан, процес намагнiчува-
ння, температурну залежнiсть намагнiченостi, магнi-
тної сприйнятливостi та теплоємностi. Вивчено вплив
взаємодiй Iзинга i Гайзенберга на цi характеристики.

2. Точний розв’язок моделi

Розглянемо спiн-1/2 асиметричний ромбiчний ланцю-
жок Iзинга–Гайзенберга в магнiтному полi. Примi-
тивну комiрку цього ланцюжка визначено вузлами
k i k+1 (рис. 1). Їх займають так званi спiни Iзин-
га (µ̂zk), якi взаємодiють з сусiдами взаємодiєю Iзин-
га. Двi мiжвузловi позицiї (k, 1) i (k, 2) у примiтивнiй
комiрцi (рис. 1) займають так званi спiни Гайзенбер-
га (Ŝk,1 i Ŝk,2), мiж якими дiє взаємодiя Гайзенберга.
Гамiльтонiан ланцюжка Ĥ запишемо як суму комiр-
кових гамiльтонiанiв Ĥk:

Ĥ =
N∑
k=1

Ĥk,

Ĥk = J1Ŝ
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+ µ̂zk(I1Ŝ
z
k,1 + I2Ŝ

z
k,2) + µ̂zk+1(I2Ŝ

z
k,1 + I1Ŝ

z
k,2)−

− hI

2
(µ̂zk + µ̂zk+1)− hH(Ŝzk,1 + Ŝzk,2), (1)

де N – число примiтивних комiрок; µ̂zk, Ŝ
α
k,i (α =

x, y, z; i = 1, 2) – компоненти спiн-1/2 операторiв; J1,
J2, J3 – параметри взаємодiї Гайзенберга; I1, I2 – па-
раметри взаємодiї Iзинга на зв’язках вздовж сторiн
ромба (рис. 1); hI i hH – магнiтнi поля, якi дiють на
спiни Iзинга i Гайзенберга вiдповiдно. Вiдзначимо, що
гамiльтонiан (1) вiдповiдає також простому ланцюж-
ку Iзинга–Гайзенберга, в якому спiн Iзинга взаємодiє
з першими (I1) i другими (I2) сусiдами. У часткових
випадках I1 = I2 i I2 = 0 (або I1 = 0) гамiльтонiан
(1) вiдповiдає розглянутим ранiше ланцюжкам Iзин-
га–Гайзенберга: ромбiчному [9] i простому [6, 8].

Знайдемо статистичну суму системи Z = Tr e−βĤ,
де β = 1/kBT , kB – стала Больцмана, T – абсолю-
тна температура. Гамiльтонiани Ĥk комутують мiж
собою, тому Z частково факторизується:

Z = Tr{µ̂z}

N∏
k=1

TrŜk,1,Ŝk,2
exp(−βĤk), (2)

де Tr{µ̂z} означає слiд по станах всiх спiнiв Iзинга, а
TrŜk,1,Ŝk,2

означає слiд по станах двох спiнiв Гайзен-
берга з комiрки k. Розрахуємо фактор

Zk(µ̂zk, µ̂zk+1) = TrŜk,1,Ŝk,2
exp(−βĤk).

Для цього переходимо до матричного представлен-
ня гамiльтонiана Ĥk у базисi, який утворюють власнi
стани оператора Ŝzk,1Ŝ

z
k,2:

| ↑ (↓), ↑ (↓)〉k,1;k,2 = | ↑ (↓)〉k,1| ↑ (↓)〉k,2,

де | ↑〉k,i i | ↓〉k,i означають власнi стани Ŝzk,i. Знахо-
димо власнi значення матрицi Ĥk:

E1,2(µ̂zk, µ̂zk+1) =
J3

4
− hI

2
(µ̂zk + µ̂zk+1)±

±

√
(J1 − J2)2

16
+
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2
(µ̂zk + µ̂zk+1)− hH
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,
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4
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±
√
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Рис. 1. Схематичне зображення фрагмента асиметричного
ромбiчного ланцюжка Iзинга–Гайзенберга. Для примiтивної
комiрки k вказано спiни µ̂z

k i µ̂z
k+1 у вузлах i спiни Ŝk,1 i Ŝk,2

у мiжвузлових позицiях. Також вказано параметри взаємодiї
Iзинга на зв’язках вздовж сторiн ромба (I1 i I2), яка на рiзно-
орiєнтованих зв’язках є рiзною

Отримуємо Zk(µ̂zk, µ̂zk+1) =
4∑
i=1

e−βEi(µ̂
z
k,µ̂

z
k+1). Далi ро-

бимо декорацiйно-iтерацiйне перетворення [1, 2]:

Zk(µ̂zk, µ̂zk+1)=A exp
(
βRµ̂zkµ̂

z
k+1 + βh0(µ̂zk + µ̂zk+1)/2

)
,

де A, R i h0 – параметри перетворення. Вони визна-
чаються такими спiввiдношеннями:

A =
(
Zk(+,+)Zk(−,−)Z2

k(+,−)
)1/4

,

βR = ln
Zk(+,+)Zk(−,−)
Z2
k(+,−)

, βh0 = ln
Zk(+,+)
Zk(−,−)

,

в яких аргумент “±” означає ±1/2. За допомогою цьо-
го перетворення обчислення статистичної суми лан-
цюжка Iзинга–Гайзенберга (2) зводиться до обчисле-
ння статистичної суми спiн-1/2 ланцюжка Iзинга з
взаємодiєю R i полем h0. Використавши для неї вiдо-
мий результат [18], отримаємо статистичну суму (2):

Z = AN (λN1 + λN2 ),

де

λ1,2 = eβR/4
(

ch(βh0/2)±
√

sh2(βh0/2) + e−βR
)
.

Далi знаходимо вiльну енергiю комiрки в термоди-
намiчнiй границi:

f = − 1
β

(lnA+ lnλ1).

З неї розраховуємо ентропiю s i теплоємнiсть c:

s = kBβ
2 ∂f

∂β
, c = −β ∂s

∂β
.
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Намагнiченiсть спiнiв Iзинга mI = 〈µ̂zk + µ̂zk+1〉/2
i їхня кореляцiйна функцiя qII(n) = 〈µ̂zkµ̂zk+n〉 є такi
самi, як для спiн-1/2 ланцюжка Iзинга з взаємодiєю
R та полем h0 [6, 8, 9]. Тому для них використовує-
мо вiдомi результати [18]. Намагнiченiсть спiнiв Гай-
зенберга mH = 〈Ŝzk,1 + Ŝzk,2〉/2 знаходимо диферен-
цiюванням статистичної суми (2) пiсля застосування
декорацiйно-iтерацiйного перетворення [8]:

mH =
1
2β

(
1
A

∂A

∂hH
+ qII(1)

∂(βR)
∂hH

+mI
∂(βh0)
∂hH

)
.

Маючи mI i mH, визначаємо сумарну намагнiченiсть

m = (mI + 2mH)/3.

Далi розраховуємо сприйнятливiсть на дiю магнiтно-
го поля h = hI = hH/rg, де rg – це вiдношення g-
фактора спiну Гайзенберга до g-фактора спiну Iзин-
га:

χ =
∂m

∂h
=

1
3

(
∂mI

∂hI
+
∂mI

∂hH
rg

)
+

2
3

(
∂mH

∂hI
+
∂mH

∂hH
rg

)
.

Отриманi результати в часткових випадках I1 = I2
i I2 = 0 (або I1 = 0) узгоджуються з наявними ре-
зультатами, вiдповiдно, для ромбiчного [9] i простого
[6, 8] ланцюжкiв Iзинга–Гайзенберга.

3. Числовi результати та їх обговорення

Розглянемо властивостi системи з антиферомагнi-
тною взаємодiєю Iзинга (I1, I2 > 0) i антиферомагнi-
тною XXZ взаємодiєю Гайзенберга: J1 = J2 = JΔ,
J3 = J , де Δ — параметр анiзотропiї взаємодiї, J > 0.
У цьому випадку система є геометрично фрустро-
вана. Магнiтнi поля hI i hH виберемо однаковими:
h = hI = hH, тобто беремо rg = 1. Без втрати за-
гальностi приймаємо I1 ≥ I2 i вводимо рiзницю пара-
метрiв взаємодiї Iзинга ΔI = I1− I2 [14]. Переходимо
до безрозмiрних параметрiв

J̃ =
J

I1
, ΔĨ =

ΔI
I1
, h̃ =

h

I1
.

Параметр ΔĨ має фiзичний змiст на промiжку [0, 1]
i характеризує ступiнь асиметрiї взаємодiї Iзинга на
зв’язках вздовж сторiн ромба.

Спочатку розглянемо властивостi основного стану
системи. Вiн вiдповiдає найменшiй енергiї Ẽi = Ei/I1
спектра (3) для можливих конфiгурацiй µ̂zk i µ̂zk+1. За-
лежно вiд параметрiв J̃ , Δ, ΔĨ, h̃ система може ма-
ти чотири основних стани: насичений парамагнiтний

стан (SPA), феримагнiтний стан (FRI), ненасичений
парамагнiтний стан (UPA) i вузловий антиферома-
гнiтний стан (NAF). Енергiї цих станiв для вихiдної
комiрки такi:

ẼSPA =
J̃

4
+ 1− ΔĨ

2
− 3h̃

2
,

ẼFRI =
J̃

4
− 1 +

ΔĨ
2
− h̃

2
,

ẼUPA = − J̃
4
− J̃Δ

2
− h̃

2
,

ẼNAF = − J̃
4
− 1

2

√
J̃2Δ2 + ΔĨ2.

Хвильовi функцiї цих станiв такi:

|SPA〉 =
N∏
k=1

|+〉k | ↑, ↑〉k,1;k,2,

|FRI〉 =
N∏
k=1

|−〉k | ↑, ↑〉k,1;k,2,

|UPA〉=


N∏
k=1

|+〉k
[

1√
2
(| ↑, ↓〉−| ↓, ↑〉)

]
k,1;k,2

для Δ 6=0,

N∏
k=1

|+〉k
∣∣∣↑,↓↓,↑〉

k,1;k,2
для Δ=0,

|NAF〉=
N∏
k=1

∣∣∣(−)n={ k
k+1

〉
k
×

×
[
A(−)n

| ↑, ↓〉 −A(−)n+1
| ↓, ↑〉

]
k,1;k,2

,

де вектори |±〉k описують стан спiнiв µ̂zk: |+〉k = | ↑〉k,
|−〉k = | ↓〉k. Хвильовi функцiї двiчi виродженого ста-
ну NAF записано за допомогою виразу (−)n ∈ {−,+},
який означає знак числа (−1)n. Коефiцiєнти A± такi:

A± =
1√
2

√
1∓ ΔĨ√

J̃2Δ2 + ΔĨ2
.

У станi UPA при Δ = 0 пара спiнiв Ŝk,1 i Ŝk,2 перебу-
ває в одному з двох рiвноймовiрних станiв | ↑, ↓〉k,1;k,2
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i | ↓, ↑〉k,1;k,2. Тому цей стан макроскопiчно виродже-
ний i має залишкову ентропiю sres = kB ln 2.

Фазова дiаграма основного стану (ΔĨ , h̃) залежно
вiд J̃(1+Δ) може мати топологiю трьох типiв (рис. 2).
Фазова дiаграма з топологiєю першого типу (рис. 2,a)
мiстить стани FRI, NAF i SPA. Вона реалiзується при
J̃(1 + Δ) ≤ 1. У нульовому полi стани FRI i NAF
роздiляє критична точка

ΔĨF.N =
2− J̃

2
− J̃2Δ2

2(2− J̃)
.

Зауважимо, що у станi FRI на зв’язку Гайзенбер-
га проявляється ефект геометричної фрустрацiї: па-
ра спiнiв Гайзенберга знаходиться у феромагнiтно-
му станi | ↑, ↑〉k,1;k,2, який не вiдповiдає мiнiмуму
енергiї JŜzk,1Ŝ

z
k,2, а в станi NAF на цьому зв’яз-

ку проявляється ефект квантових флуктуацiй: пара
спiнiв Гайзенберга знаходиться у сплутаних станах
[A∓| ↑, ↓〉 −A±| ↓, ↑〉]k,1;k,2, в яких енергiя JŜzk,1Ŝ

z
k,2 –

мiнiмальна. Фазова дiаграма з топологiєю другого ти-
пу (рис. 2,b) мiстить всi основнi стани й реалiзується
при 1 < J̃(1 + Δ) < 2. Стани FRI i UPA роздiляє
лiнiя ΔĨ = ΔĨF|U, де ΔĨF|U = 2 − J̃(1 + Δ). Фазо-
ва дiаграма з топологiєю третього типу (рис. 2,c) мi-
стить стани NAF, UPA i SPA. Вона реалiзується при
2 ≤ J̃(1 + Δ). Лiнiя переходу мiж станами NAF та
UPA починається у точцi (0, 0). На рис. 2 видно, що
iнтервал (0,ΔĨF.N), в якому на зв’язку Гайзенберга
проявляється ефект геометричної фрустрацiї, змен-
шується до нуля внаслiдок посилення квантових флу-
ктуацiй.

Стани SPA i FRI iдентичнi, а стани UPA (крiм
випадку Δ = 0) та NAF iзоморфнi до вiдповiдних
станiв асиметричного ромбiчного ланцюжка Iзинга–
Габбарда [14, 15]. Типовi топологiї фазової дiаграми
основного стану (ΔĨ , h̃) також такi самi, як для цього
ланцюжка [14, 15]. Тому описанi в роботi [15] особли-
востi основного стану в критичних точках фазових
дiаграм (ΔĨ , h̃) наявнi у вiдповiдних точках на рис. 2
при Δ 6= 0. А при Δ = 0 характеристики основного
стану в тих критичних точках, де реалiзується стан
UPA, можуть мати iншi значення, нiж при Δ 6= 0.
Зокрема, при Δ = 0 в критичнiй точцi (0, 0) на рис. 2,c
залишкова ентропiя бiльша, нiж при Δ 6= 0, а саме та-
ка: sres = kB ln 5 для J̃ = 2 i sres = kB ln 4 для J̃ > 2,
коли основний стан фрустрований [15]. Крiм цього,
основний стан нашої системи має цiкавi властивостi
при J̃ = 1 i Δ = 0 у критичнiй точцi (1, 1) на рис. 2,a.
Тiльки в цiй критичнiй точцi спiвiснують всi основнi
стани SPA, FRI, NAF i UPA. У нiй також реалiзується
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Рис. 2. Фазова дiаграма основного стану (ΔĨ, h̃) залежно вiд
J̃ i Δ. Наведено три характернi топологiї: a, b, c. У кожному
випадку зображено лiнiї переходу для кiлькох наборiв значень
J̃ i Δ
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Рис. 3. Топологiчнi дiаграми (J̃Δ, J̃) (a) i (Δ, J̃) (b) фазової дi-
аграми основного стану (ΔĨ, h̃). Вони вкритi “еквiтопологiчни-
ми” лiнiями (4). Товстi лiнiї задають границю мiж областями
трьох типових топологiй, якi позначенi вiдповiдними цифрами

вузловий антиферомагнiтний стан NAF+ з енергiєю
ẼNAF+ = J̃/4− h̃ i хвильовою функцiєю

|NAF+〉 =
N∏
k=1

∣∣∣(−)n={ k
k+1

〉
k
| ↑, ↑〉k,1;k,2.

Пiдсистема Iзинга має такi характеристики:

βR= ln
3
4
, βh0= ln 3, mI=

ms√
5
, qII(n)=

1 + 4(4
√

5−9)n

20
,

де ms = 1/2 – намагнiченiсть насичення. У цьому
основному станi R = h0 = 0, але спiни Iзинга не є ефе-
ктивно вiльними, оскiльки температурна залежнiсть
R i h0 має лiнiйну складову [15]. Цей основний стан
має sres = kB ln(2 +

√
5).

З фазових дiаграм основного стану (ΔĨ , h̃) на рис. 2
бачимо такi закономiрностi. Ромбiчний ланцюжок
Iзинга–Гайзенберга може мати основний стан NAF,
коли в ланцюжку ΔĨ 6= 0. Простий ланцюжок Iзин-
га–Гайзенберга може мати основний стан FRI в ну-
льовому полi, коли в ланцюжку є достатньо сильна
взаємодiя спiну Iзинга з другими сусiдами (ΔĨ < 1).

Тепер розглянемо вплив взаємодiї Гайзенберга на
фазову дiаграму основного стану (ΔĨ , h̃). Змiна J̃ i
Δ за умови незмiнностi енергiї ẼUPA вiдносно енергiї
ẼFRI (тодi вона буде також незмiнною вiдносно енергiї
ẼSPA) викликає суттєво простiшу перебудову фазової
дiаграми (ΔĨ , h̃), нiж їхня незалежна змiна. Визна-
чимо константу цiєї умови у точцi (J̃ = J̃∗,Δ = 0), в
якiй взаємодiя Гайзенберга перетворюється у взаємо-
дiю Iзинга J̃∗. У результатi цього зв’язок мiж J̃ i Δ
отримаємо в такому виглядi:

J̃ + J̃Δ = J̃∗. (4)

Згiдно з описаною вище залежнiстю топологiї фазо-
вої дiаграми (ΔĨ , h̃) вiд взаємодiї Гайзенберга в ре-

жимi (4) отримуємо топологiчно еквiвалентнi фазо-
вi дiаграми (ΔĨ , h̃). Змiну фазової дiаграми (ΔĨ , h̃)
в режимi (4) показано на рис. 2, де в кожному ви-
падку a, b i c набори значень J̃ та Δ вiдповiдають
певному J̃∗. Бачимо, що ця змiна полягає у змiщеннi
лiнiй переходiв NAF ↔ FRI i NAF ↔ UPA. На основi
вищесказаного можна побудувати дiаграму, яка вiд-
ображає вплив взаємодiї Гайзенберга на топологiю
фазової дiаграми (ΔĨ , h̃). Таку топологiчну дiагра-
му наведено на рис. 3, в двох площинах: (J̃Δ, J̃) i
(Δ, J̃). На топологiчнiй дiаграмi (J̃Δ, J̃) проiлюстро-
вано те, що топологiя фазової дiаграми (ΔĨ , h̃) зале-
жить вiд ZZ- i XY -складової взаємодiї Гайзенберга
однаково.

Розглянемо процес намагнiчування i термодина-
мiчнi характеристики залежно вiд температури та
вплив на них асиметрiї взаємодiї Iзинга i параметрiв
взаємодiї Гайзенберга в режимi (4). Для цього бере-
мо набори значень J̃ i Δ, для яких фазову дiаграму
основного стану (ΔĨ , h̃) зображено на рис. 2,b. Су-
марну намагнiченiсть залежно вiд поля для рiзних
температур i вiд температури для рiзних полiв по-
дано у двох характерних випадках: на рис. 4, коли
FRI – основний стан в нульовому полi, i на рис. 5, ко-
ли NAF – основний стан в нульовому полi. Польова
залежнiсть сумарної намагнiченостi в нулi темпера-
тури на рис. 4,a має промiжне плато m/ms = 1/3,
що вiдповiдає основному стану FRI, а на рис. 5,a
– два промiжних плато: m/ms = 0, що вiдповiдає
основному стану NAF, i m/ms = 1/3, що вiдповiд-
ає основному стану UPA. Намагнiченiсть m/ms на
рис. 4,b в критичному полi переходу FRI ↔ SPA, з
наближенням температури до нуля прямує до 2/3.
На рис. 5,b m/ms у нижньому та верхньому крити-
чних полях, якi вiдповiдають переходам NAF↔ UPA
та UPA ↔ SPA, з наближенням температури до ну-
ля прямує вiдповiдно до 1/(3

√
5) та 2/3. Взаємодiя

Гайзенберга суттєво впливає на польову залежнiсть
m при низьких температурах у польовому промiжку,
який належить областi основного стану NAF i пев-
нiй частинi сусiдньої областi (рис. 5,a). Вiдповiдно
до цього її вплив також вiдчуває низькотемпературна
залежнiсть m для полiв з цього промiжку (рис. 5,b).
Внаслiдок посилення квантових флуктуацiй темпера-
турна крива m змiщується вгору в областi середнiх
i високих температур (рис. 4,b i 5,b). Цей прирiст
m є результатом зменшення mI, внаслiдок зменшен-
ня ефективного поля h0, i збiльшення mH, внаслiдок
вiдносного зростання енергiй Ĥk (3), якi вiдповiдають
станам з нульовою намагнiченiстю спiнiв Гайзенбер-
га.
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Рис. 4. Сумарна намагнiченiсть залежно вiд поля для рiзних температур (a) i вiд температури для рiзних полiв (b), коли FRI
– основний стан у нульовому полi. Суцiльними лiнiями зображено результати для J̃ = 1, 0 i Δ = 0, 5, штриховими лiнiями –
результати для J̃ = 0, 375 i Δ = 3
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Рис. 5. Сумарна намагнiченiсть в залежностi вiд поля для рiзних температур (a) i вiд температури для рiзних полiв (b), коли
NAF – основний стан у нульовому полi. Суцiльними лiнiями зображено результати для J̃ = 1, 0 i Δ = 0, 5, штриховими лiнiями –
результати для J̃ = 0, 375 i Δ = 3

Помножену на температуру магнiтну сприйнятли-
вiсть (χkBT ) залежно вiд температури при нульовому
полi наведено на рис. 6. Коли FRI – основний стан у
нульовому полi, ця залежнiсть виглядає як для кван-
тових феримагнетикiв [19], коли NAF – основний стан
у нульовому полi, вона має антиферомагнiтний ха-
рактер. Величина χkBT з наближенням температу-

ри до нуля або експоненцiйно розбiгається, коли ΔĨ
вiдповiдає основному стану FRI, або експоненцiйно
прямує до нуля, коли ΔĨ вiдповiдає основному ста-
ну NAF, або виходить на 1/12, коли ΔĨ знаходиться
точно в критичнiй точцi ΔĨF.N. Низькотемператур-
на залежнiсть χkBT сильно реагує на змiну iнтенсив-
ностi квантових флуктуацiй, коли ΔĨ знаходиться в
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Рис. 6. Помножена на температуру магнiтна сприйнятливiсть
залежно вiд температури при нульовому полi. Суцiльними лiнi-
ями зображено результати для J̃ = 1, 0 i Δ = 0, 5, штриховими
лiнiями – результати для J̃ = 0, 375 i Δ = 3

певному околi критичної точки ΔĨF.N або вище вiд
неї (рис. 6). Високотемпературна залежнiсть χkBT з
посиленням квантових флуктуацiй змiщується до ви-
щої сприйнятливостi.

Температурна залежнiсть теплоємностi в нульово-
му полi для певного промiжку ΔĨ, який розширює-
ться з посиленням квантових флуктуацiй, має два ма-
ксимуми: головний i низькотемпературний (рис. 7).
Зокрема, при Δ = 0 вона має два максимуми для
ΔĨ ∈ (0, 16; 0, 31), а поза цим iнтервалом – один ви-
сокий низькотемпературний максимум, який суттєво
змiнюється з появою слабких квантових флуктуацiй
(рис. 7). Посилення слабких квантових флуктуацiй
веде до значного збiльшення висоти головного ма-
ксимуму i зниження його температури, але подаль-
ше їх посилення – навпаки, веде до зменшення ви-
соти головного максимуму i пiдвищення його тем-
ператури (рис. 7). У результатi зростання ΔĨ на iн-
тервалi (0,ΔĨF.N) зменшується висота головного ма-
ксимуму i зростає його температура, а на iнтервалi
(ΔĨF.N, 1) все вiдбувається навпаки. Низькотемпера-
турний максимум зумовлюють в основному тепловi
збудження, якi вiдповiдають за переходи мiж трьо-
ма станами FRI, NAF i UPА. Його висота i тем-
пература значно змiнюються внаслiдок змiни сили
квантових флуктуацiй, коли ΔĨ лежить у певному
околi критичної точки ΔĨF.N або вище неї (рис. 7).
При зростаннi ΔĨ його температура вiдчутно спадає
для ΔĨ < ΔĨF.N i зростає для ΔĨ > ΔĨF.N. Коли

ΔĨ попадає в достатньо малий окiл критичної то-
чки ΔĨF.N, теплове збудження, що вiдповiдає енер-
гiї переходу FRI ↔ NAF, зумовлює утворення дода-
ткового низькотемпературного максимуму бiля нуля
температури. Утворення i еволюцiя цього максимуму
залежно вiд ΔĨ вiдбувається аналогiчно, як в тепло-
ємностi асиметричного ромбiчного ланцюжка Iзинга–
Габбарда [15].

4. Висновки

У цiй статтi дослiджено основний стан i термодина-
мiку спiн-1/2 асиметричного ромбiчного ланцюжка
Iзинга–Гайзенберга. Для XY Z анiзотропної взаємо-
дiї Гайзенберга методом декорацiйно-iтерацiйного пе-
ретворення точно розраховано вiльну енергiю, ентро-
пiю, теплоємнiсть, намагнiченостi спiнiв Iзинга i спi-
нiв Гайзенберга, магнiтну сприйнятливiсть. У випад-
ку антиферомагнiтної взаємодiї Iзинга i антиферома-
гнiтноїXXZ взаємодiї Гайзенберга, коли система гео-
метрично фрустрована, дослiджено основний стан,
польову i температурну залежностi намагнiченостi,
температурну залежнiсть в нульовому полi магнiтної
сприйнятливостi та теплоємностi. Вивчено вплив па-
раметра асиметрiї взаємодiї Iзинга (ΔĨ) i параметрiв
взаємодiї Гайзенберга (J̃ i Δ) в режимi J̃+J̃Δ = const
(4) на цi характеристики.

Дослiджена геометрично фрустрована система має
чотири основних стани: SPA, FRI, UPА, NAF. Її фа-
зова дiаграма основного стану (ΔĨ , h̃) має три типо-
вi топологiї. Це аналогiчно для асиметричного ром-
бiчного ланцюжка Iзинга–Габбарда [14, 15]. Змiна па-
раметрiв взаємодiї Гайзенберга у режимi (4) не змi-
нює топологiю фазової дiаграми (ΔĨ , h̃), а лише змi-
щує на нiй межi областi основного стану NAF. За-
лежнiсть топологiї фазової дiаграми (ΔĨ , h̃) вiд вза-
ємодiї Гайзенберга зображено топологiчними дiагра-
мами (J̃Δ, J̃) i (Δ, J̃). Показано, що в нулi темпера-
тури на зв’язку Гайзенберга достатньо сильнi кванто-
вi флуктуацiї усувають ефект геометричної фрустра-
цiї.

Посилення квантових флуктуацiй веде до збiльше-
ння сумарної намагнiченостi та намагнiченостi спi-
нiв Гайзенберга i до зменшення намагнiченостi спiнiв
Iзинга в областi середнiх та високих температур. При
цьому зростає магнiтна сприйнятливiсть в нульовому
полi. Температурна залежнiсть теплоємностi у нульо-
вому полi для певного промiжку ΔĨ, що розширює-
ться з посиленням квантових флуктуацiй, має голов-
ний i низькотемпературний максимуми. Їхня висота
й температура можуть сильно змiнюватись залежно
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Рис. 7. Температурна залежнiсть теплоємностi в нульовому полi: a – вiдповiдає ΔĨ < ΔĨF.N, b – ΔĨ > ΔĨF.N. Штрих пунктирними
лiнiями зображено результати для J̃ = 1, 5 i Δ = 0, суцiльними лiнiями – результати для J̃ = 1, 0 i Δ = 0, 5, штриховими лiнiями
– результати для J̃ = 0, 375 i Δ = 3

вiд сили квантових флуктуацiй, а також вiдчутно змi-
нюватись залежно вiд ΔĨ. Коли ΔĨ знаходиться в
достатньо малому околi критичної точки ΔĨF.N, те-
плоємнiсть має другий низькотемпературний макси-
мум, який зумовлений переходом мiж станами FRI i
NAF.

Отриманi результати стосуються також простого
ланцюжка Iзинга–Гайзенберга, в якому спiн Iзинга
взаємодiє з першими i другими сусiдами. Цi резуль-
тати в граничних випадках I1 = I2 (ΔĨ = 0) i
I2 = 0 (ΔĨ = 1) вiдповiдають розглянутим ранiше
ромбiчному [9] i простому [6, 8] ланцюжкам Iзинга–
Гайзенберга.

Автор вдячний доктору фiзико-математичних наук
О.В. Держку i кандидату фiзико-математичних наук
Т.М. Верхоляку за обговорення та кориснi зауважен-
ня.
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СПИН-1/2 АСИММЕТРИЧНАЯ РОМБИЧЕСКАЯ
ЦЕПОЧКА ИЗИНГА–ГАЙЗЕНБЕРГА

Б.М. Лисный

Р е з ю м е

Рассмотрено основное состояние и термодинамику спин-1/2
асимметричной ромбической цепочки Изинга–Гайзенберга.
Для XY Z анизотропного взаимодействия Гайзенберга мето-
дом декорационно-итерационного преобразования точно рас-
считана свободная энергия, энтропия, теплоемкость, намагни-
ченность и магнитная восприимчивость. В случае антиферро-
магнитных взаимодействий – Изинга и XXZ анизотропного
Гайзенберга – исследованы основное состояние, процесс нама-
гничивания, температурная зависимость намагниченности, ма-
гнитной восприимчивости и теплоемкости. Изучено влияние
геометрической фрустрации и квантовых флуктуаций на эти
характеристики.

SPIN-1/2 ASYMMETRIC DIAMOND ISING–HEISENBERG
CHAIN

B.M. Lisnii

Institute for Condensed Matter Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(1, Sventsits’kyi Str., Lviv 79011, Ukraine;
e-mail: lisnyj@icmp.lviv.ua)

S u m m a r y

The ground state and the thermodynamics of a spin-1/2 asym-

metric diamond Ising–Heisenberg chain are considered. For the

XY Z anisotropic Heisenberg interaction, the exact calculations of

the free energy, entropy, heat capacity, magnetization, and mag-

netic susceptibility are performed using the method of decoration-

iteration transformation. In the case of antiferromagnetic inter-

actions (Ising and XXZ anisotropic Heisenberg ones), the ground

state, magnetization process, temperature dependence of the mag-

netization, magnetic susceptibility, and heat capacity are investi-

gated. The influence of geometric frustration and quantum fluc-

tuations on these characteristics is studied.
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