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У статтi обчислено критичну температуру моделi бозе-газу зi
степеневим законом залежностi потенцiальної енергiї попар-
ної взаємодiї вiд вiдстанi мiж частинками. У граничних ви-
падках результат вiдтворює вiдомi результати з лiтератури. У
наближеннi хаотичних фаз (RPA) проаналiзовано параметри
спектра колективних збуджень моделi та отримано довгохви-
льову асимптотику структурного фактора системи при темпе-
ратурах, вищих за температуру фазового переходу.

1. Вступ

Iсторiя вивчення бозе-систем з далекодiйними сила-
ми почалась з роботи Фолдi [1] – першої в теорiї за-
рядженого бозе-газу, зануреного в компенсуюче поле,
де в наближеннi Боголюбова дослiджували властиво-
стi основного стану системи. Незначна кiлькiсть робiт
[2–5], в яких розглядали критичну поведiнку моде-
лi, з’явилася лише в першiй половинi 70-х рр. ХХ ст.
разом з бурхливим розвитком теорiї фазових перехо-
дiв i критичних явищ. В основному автори обмежу-
вались самоузгодженим, статичним варiантом RPA-
наближення, яке дає змогу знайти головнi внески у
термодинамiчнi функцiї системи в околi температу-
ри фазового переходу та обчислити критичнi iндекси
моделi.

У цiй статтi поставлено за мету розрахунок кри-
тичної температури моделi бозе-системи зi степене-
вим законом поведiнки потенцiалу парної взаємодiї
мiж частинками вигляду 1/r1+σ, принаймнi на вели-
ких вiдстанях. Якiсно основний стан цiєї моделi для
довiльної вимiрностi простору d у границi σ = 1 про-
аналiзовано за допомогою ренормгрупових методiв у
роботi [6]. У цiкавому випадку d = 1 отримано повну
узгодженiсть з точним розв’язком. Критичну пове-
дiнку нашої моделi не дослiджували.

Отже, ми розглядаємо сукупнiсть N безспiнових
частинок в об’ємi V тривимiрного простору при тем-
пературi T . Зручнiше працювати у великому канонi-
чному ансамблi, тому введемо в розгляд хiмiчний по-
тенцiал µ. Фур’є-образ потенцiалу попарної взаємодiї

виберемо в такому виглядi (λσ > 0):

νσ(k) =
λσ
k2−σ , 0 ≤ σ ≤ 2.

Повнiстю аналогiчно до моделi зарядженого бозе-газу
в компенсуючому полi, де стiйкiсть системи в тер-
модинамiчнiй границi (N → ∞, V → ∞, але гу-
стина ρ = N/V = const) забезпечується однорiдним
фоном з протилежним за знаком зарядом так, щоб
у цiлому система була електронейтральною, накла-
демо на нульову компоненту фур’є-образу потенцiа-
лу умову νσ(0) = 0 (σ 6= 2). Окремо потрiбно роз-
глядати випадок σ = 2 (λ2 = 4π~2a/m, де a –
довжина s-розсiяння), який вiдповiдає моделi з δ-
вiдштовхуванням. Явний вигляд потенцiалу парної
взаємодiї мiж частинками:

Φσ(r) =
1

22−σπ3/2

Γ(1/2 + σ/2)
Γ(1− σ/2)

λσ
r1+σ

, σ ≤ 2,

де Γ(x) – гамма-функцiя. Для нашої моделi можна
сконструювати три параметри з розмiрнiстю обер-
неної довжини. Перший – найбiльш простий, пов’я-
заний з рiвноважною густиною системи i пропор-
цiйний до ρ1/3, другий – характерний для iдеаль-
ного бозе-газу при скiнченних температурах k0 =
p0 =

√
2mT/~, i нарештi, третiй kσ = (ρλσ/T )1/(2−σ)

(σ 6= 2), який у випадку кулонiвського потенцiа-
лу (λ0 = 4πe2) переходить в обернений радiус Де-
бая kσ=0 ≡ kD =

√
4πe2ρ/T . З цих величин мо-

жна сконструювати два знерозмiрених параметри.
При скiнченних температурах теорiя збурень буду-
ється за вiдношенням kσ/k0, яке в околi температу-
ри бозе-конденсацiї T0 iдеального газу пропорцiйне до
[λσmρ(σ−1)/3/~2]1/(2−σ). У крайньому граничному ви-
падку кулонiвського газу, σ = 0, цей розклад еквiва-
лентний розкладу за так званим параметром Бракне-
ра rs = (3/4πρ)1/3 me2

~2 – вiдношення середньої вiдста-
нi мiж частинками до борiвського радiуса. У протиле-
жнiй границi σ = 2 потрiбно замiнити k2−σ

σ → ρλ2/T ,
а розклад ряду теорiї збурень в околi Tc ведеться за
газовим параметром aρ1/3.
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Основним станом моделi для вимiрностей просто-
ру, бiльше двох, є стан з розмитим взаємодiєю бозе-
конденсатом. Для опису його властивостей при малих
значеннях параметра неiдеальностi достатньо вико-
ристати метод наближеного вторинного квантування
Боголюбова. Зрозумiло, що для вимiрностi простору
d = 3 у граничному випадку бозе-системи з кулонiв-
ською взаємодiєю вiдтворюються результати роботи
[1], а для моделi слабонеiдеального бозе-газу отри-
муються вiдомi результати Лi–Янга [7]. Довгохвильо-
ва асимптотика спектра елементарних збуджень над
основним станом має характерну поведiнку: Eσ(k) ∼
kσ/2.

2. Структурний фактор та спектр
колективних збуджень

Спочатку проаналiзуємо структурний фактор моделi:

Sσ(k) =

∞∫
−∞

dωSσ(ω, k), (1)

де введено позначення для динамiчного структурного
фактора в наближеннi хаотичних фаз (β = 1/T ):

Sσ(ω, k) =
1
πρ

1
1− e−βω

×

× I(ω, k)
(1 + νσ(k)R(ω, k))2 + (νσ(k)I(ω, k))2

. (2)

Тут R(ω, k), I(ω, k) (див. додаток) – дiйсна та уяв-
на частини поляризацiйного оператора (n(x) = {ex −
1}−1)

Π(ωn, k) =
1
V

∑
p

n(βξp)×

×
{

1
ξ|p−k| − ξp − iωn

+ (ωn → −ωn)
}
, (3)

пiсля аналiтичного продовження iωn → ω + i0. Тут
введено позначення ξp = εp − µ, де εp = ~2p2/2m
– вiльночастинковий спектр, ωn = 2πnT , (n =
0,±1, . . .) – матсубарiвська частота. Враховуючи ар-
гументацiю [8], запишемо структурний фактор в дов-
гохвильовiй областi (k � kσ):

Sσ(k) =
1

ρν2
σ(k)

[∂R(ω, k)/∂ω]−1
ω→ωσ(k)×

× coth(βωσ(k)/2), (4)

де ωσ(k) – спектр колективних збуджень системи,
який визначається рiвнянням

1 + νσ(k)R(ωσ(k), k) = 0. (5)

Формально диференцiюючи це рiвняння за νσ(k),
отримуємо корисне спiввiдношення

[∂R(ω, k)/∂ω]−1
ω→ωσ(k) = ν2

σ(k)
∂ωσ(k)
∂νσ(k)

. (6)

Перший момент динамiчного структурного фактора
повинен задовольняти умову

∞∫
−∞

dωωSσ(ω, k) =
~2k2

2m
,

що в нашому випадку у довгохвильовiй областi при-
водить до спiввiдношення

1
ρν2
σ(k)

[∂R(ω, k)/∂ω]−1
ω→ωσ(k) =

εk
ωσ(k)

, (7)

а з врахуванням рiвностi (6) – до залежностi

ω2
σ(k) = 2ρνσ(k)εk + . . . , (8)

де трьома крапками позначено частину спектра, що
не залежить вiд взаємодiї. Зауважимо, що для малих
значень взаємодiї рiвностi (4)–(8) справедливi тiльки
в дуже вузькiй областi значень хвильового вектора в
околi нуля. Спробуємо розширити область застосов-
ностi цих формул. Будемо вимагати, щоб формула (8)
при вимкненнi взаємодiї, νσ(k) → 0, правильно вiд-
творювала довгохвильову асимптотику структурного
фактора iдеального бозе-газу. Зрозумiло, що при цьо-
му ми повиннi замiнити реальний спектр колектив-
них збуджень системи певним ефективним, для якого
зберiгаємо позначення ωσ(k). Тодi для довгохвильової
асимптотики ”спектра” за вiдсутностi взаємодiї отри-
муємо

ω2
σ(k)|νσ(k)→0 = 2Tεk/S0(k), (9)

де S0(k) – структурний фактор iдеального бозе-газу. I
нарештi, умова Sσ(k →∞)→ 1 однозначно визначає
поведiнку функцiї ωσ(k →∞)→ εk при великих зна-
ченнях аргумента. Об’єднуючи все разом, отримуємо
формулу для ефективного спектра системи

ω2
σ(k) = 2ρνσ(k)εk + 2Tεk/S0(k) + ε2k, (10)
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яку слiд пiдставити у вираз (4) для структурного фа-
ктора взаємодiючої системи

Sσ(k) =
εk

ωσ(k)
coth(βωσ(k)/2). (11)

Цiкаво, що тепер цей вираз правильно вiдтворює кла-
сичну границю теорiї

Sσ(k)|~→0 =
1

1 + βρνσ(k)
. (12)

Отже, ми отримали вираз, який коректно описує
структурний фактор системи в довгохвильовiй обла-
стi k � k0. Незважаючи на те, що спiввiдношення
(10), (11) правильно вiдтворюють певнi граничнi ви-
падки теорiї, варто наголосити, що область застосува-
ння цих формул обмежена малими взаємодiями. Тоб-
то високими густинами бозе-газу для σ < 1 (низь-
кими для σ > 1). Поширення результатiв на меншi
(бiльшi) густини не є тривiальною задачею. З одного
боку, це пов’язано з нашою процедурою “вгадування”,
з iншого боку, iз застосовнiстю RPA-наближення.

Тепер дослiджуватимемо спектр “плазмонiв”, тоб-
то коренi рiвняння (5). Перепишемо це рiвняння так
(див. додаток):

1−
(
kσ
k

)2−σ
k0

2k
{f(βEσ(k)/(2k/k0)− k/2k0, βµ)−

−f(βEσ(k)/(2k/k0) + k/2k0, βµ)} = 0, (13)

де для спектра введено нове позначення Eσ(k). По-
ведiнка спектра повнiстю визначається вiдношенням
kσ/k0. По-перше, якщо Eσ(k) – корiнь рiвняння, то
й −Eσ(k) теж. Враховуючи додатково визначенiсть
функцiї f(ε, y), переконуємось, що умова iснування
дiйсних коренiв рiвняння (13) така:

βEσ(k)
k/k0

> ε0(βµ),

де ε0(y) – максимум функцiї f(ε, y) по першiй змiн-
нiй при фiксованому значеннi другої. По-друге, для
всiх значень параметра kσ/k0 (σ < 2) в областi k � kσ
iснує одна гiлка спектра, який у випадку зарядженого
бозе-газу має характерну щiлину ω0 =

√
4πe2~2ρ/m.

Щоб переконатись у цьому, достатньо використати
розклад функцiї f(ε, y) (див. додаток) при великих
значеннях першого аргумента i пiдставити у рiвняння
(13). Тодi для спектра у границi kσ � k0 отримуємо

E2
σ(k) = 2ρνσ(k)εk + 2Tεk

g5/2(eβµ)
g3/2(eβµ)

+ ε2k, (14)

що неважко переписати так [9]:

E2
σ(k) = 2ρνσ(k)εk +

4
3
K0

N
εk + ε2k, (15)

де K0/N – середня енергiя iдеального бозе-газу з роз-
рахунку на одну частинку.

Третьою важливою особливiстю спектра колектив-
них збуджень бозе-систем з нашим модельним потен-
цiалом для T > Tc є iснування точки закiнчення kf –
найбiльшого значення хвильового вектора, для якого
рiвняння (5) ще має корiнь. На цю особливiсть спе-
ктра кулонiвських систем не вказують автори стат-
тi [10], де дослiджувалась довгохвильова асимптоти-
ка спектра плазмонiв у зарядженому бозе-газi для
всiх значень температури. У загальному випадку роз-
мiщення точки закiнчення визначається параметром
kσ/k0. Аналiтично можна проаналiзувати тiльки гра-
ничнi випадки малих i великих значень цього пара-
метра. У випадку kσ/k0 � 1, враховуючи рiвняння
(13), легко бачити, що Eσ(kf )/(2kf/k0) прямуватиме
до ε′0(βµ) – точки мiнiмуму першої похiдної функцiї
f ′(ε, βµ) по змiннiй ε. Тодi для точки закiнчення ма-
ємо

kf/kσ = (|f ′(ε′0(βµ), βµ)|/2)1/(2−σ)
, kσ � k0. (16)

У протилежному випадку рiзниця Eσ(kf )/(2kf/k0)−
kf/2k0 прямує до точки максимуму ε0(βµ) функцiї
f(ε, βµ), а Eσ(kf )/(2kf/k0) + kf/2k0 � 1, тодi вiдно-
шення

kf
k0

=

[
1
2

(
kσ
k0

)2−σ

f(ε0(βµ), βµ)

]1/(3−σ)

, kσ � k0.

(17)

Нагадаємо, що ми працюємо у наближеннi хаотичних
фаз, в якому не зовсiм коректно аналiзувати границю
kσ � k0.

Покажемо тепер, що загасання спектра

Γσ(k) = I(Eσ(k), k)[∂R(ω, k)/∂ω]−1
ω→Eσ(k) (18)

мале. Використовуючи формулу для функцiї I(ω, k)
з додатка i останнє спiввiдношення, записуємо в дов-
гохвильовiй областi

Γσ(k)
Eσ(k)

∣∣∣
k→0

=
(π

8

)1/2
(
kσ
k

)3(1−σ/2)

×

×n
(

1
2
(kσ/k)2−σ − βµ

)/
g3/2(eβµ), (19)
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що в границi µ→ −∞ та σ = 0 вiдтворює добре вiдо-
мий результат

Γ(k)/ω0 =
(π

8

)1/2
(
kD
k

)3

e−k
2
D/2k

2
, (20)

з теорiї класичної плазми.
Для випадку σ = 2 поведiнка спектра зовсiм iнша.

У роботi [8] показано, що не для всiх значень пара-
метра неiдеальностi aρ1/3 iснують розв’язки рiвняння
(13), i тiльки коли 4π~2aρ/(mT ) > 2/|f ′(ε′0(βµ), βµ)|
для T > Tc виникають двi звуковi гiлки спектра,
одна з яких пригнiчена значним загасанням. У кри-
тичнiй точцi iснує лише одна гiлка спектра фононiв
для 4π~2aρ/(mTc) > −ζ(3/2)/ζ(1/2) = 1, 789.

3. Одночастинковi стани

Власноенергетична частина чи масовий оператор в
RPA-наближеннi [11]:

Σ(ωn, p) = − 1
βV

∑
ω′
n

∑
k

νσ(k)
1 + νσ(k)Π(ω′n, k)

×

× 1
i(ωn + ω′n)− ξ|p+k|

, (21)

де вже врахована рiвнiсть νσ(0) = 0. Пiсля аналiти-
чного продовження у верхню пiвплощину позначимо

ΣR(ω, p) = Re Σ(ωn, p)|iωn→ω+i0, (22)

ΣI(ω, p) = Im Σ(ωn, p)|iωn→ω+i0. (23)

Тепер можна записати рiвняння для перенормованого
спектра [12]:

ξ̃p = ξp + ΣR(ξ̃p, p). (24)

Зрозумiло, що елементарнi збудження будуть стiйки-
ми за умови, що загасання зникаюче мале:

γp = Z(p)ΣI(ξ̃p, p), (25)

Z−1(p) = 1− ∂ΣR(ω, p)
∂ω

∣∣∣
ω=ξ̃p

. (26)

Рiвноважна густина системи, а фактично рiвняння
для визначення хiмiчного потенцiалу системи

ρ = − 1
V

∑
p

lim
τ→+0

1
β

∑
ωn

eiωnτ

iωn − ξp − Σ(ωn, p)
=

=
1
V

∑
p

∞∫
−∞

dω

π

n(βω)ΣI(ω, p)
(ω − ξp − ΣR(ω, p))2 + Σ2

I(ω, p)
(27)

можна переписати так:

ρ =
1
V

∑
p

Z(p)n(βξ̃p), (28)

з якого ми знайдемо перенормовану температуру
бозе-конденсацiї за умови µ̃ = 0. Далi розрахунки
для масового оператора виконано тiльки для темпе-
ратур в околi критичної, строго кажучи, у границi
T → Tc + 0 та iдейно близькi до розрахункiв робо-
ти [13]. Видiляємо з формули (21) хартрi–фокiвський
внесок

Σ(ωn, p) =
1
V

∑
k

νσ(k)n(βξ|k−p|)+

+
1
βV

∑
ω′
n

∑
k

νσ(k)
νσ(k)Π(ω′n, k)

1 + νσ(k)Π(ω′n, k)
×

× 1
i(ωn + ω′n)− ξ|p+k|

(29)

i дрiб у другiй сумi переписуємо, використовуючи спе-
ктральнi спiввiдношення

νσ(k)Π(ω′n, k)
1 + νσ(k)Π(ω′n, k)

=
1
π

∞∫
−∞

dω

ω − iω′n
×

× νσ(k)I(ω, k)
(1 + νσ(k)R(ω, k))2 + (νσ(k)I(ω, k))2

,

пiсля цього елементарно беремо суму за ω′n:

Σ(ωn, p) =
1
V

∑
k

νσ(k)n(βξ|k−p|)+

+
1
V

∑
k

νσ(k)

∞∫
−∞

dω

π

n(βω)− n(βξ|k−p|)
ω − ξ|k−p| + iωn

×

× νσ(k)I(ω, k)
(1 + νσ(k)R(ω, k))2 + (νσ(k)I(ω, k))2

. (30)

Зрозумiло, враховуючи складнiсть виразу, що для
проведення подальших розрахункiв потрiбно засто-
сувати чергове спрощення. Оскiльки в цiй областi є
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добре визначена гiлка спектра колективних збуджень
системи для значень хвильового вектора, менших вiд
kf , то вираз (30) переписуємо, видiляючи в сумах за
хвильовим вектором k значення меншi та бiльшi kf .
Тодi пiд сумами за k ≤ kf iнтеграли за змiнною ω
можна наближено розрахувати, використавши спiв-
вiдношення

1
πρ

I(ω, k)
(1 + νσ(k)R(ω, k))2 + (νσ(k)I(ω, k))2

→

→ 1
ρνσ(k)

sign (I(ω, k))δ(1 + νσ(k)R(ω, k)),

враховуючи малiсть загасання спектра колективних
збуджень системи. Остаточно маємо

Σ(ωn, p) =
1
V

∑
k, k≤kf

νσ(k)n(βξ|k−p|)−

− 1
V

∑
k, k≤kf

[∂R(Eσ(k), k)/∂Eσ(k)]
−1×

×

{
1 + n(βEσ(k)) + n(βξ|k−p|)

Eσ(k) + ξ|k−p| − iωn
−

−
n(βEσ(k))− n(βξ|k−p|)
Eσ(k)− ξ|k−p| + iωn

}
+ . . . , (31)

де крапками позначено вираз (30) з тiєю вiдмiннiстю,
що суми за k обмеженi знизу k ≥ kf . Якщо тепер
розглянути границю kσ/k0 → 0 i врахувати, що kf
теж мале, то, як не важко бачити, перший доданок
формули (31) дає незначний внеcок у масовий опе-
ратор. З iншого боку, враховуючи властивостi фун-
кцiй I(ω, k), R(ω, k), практично весь внесок в iнте-
грал за ω у формулi (30) йде вiд околу двох точок
βω ∼ ±k2/k2

0. Спробуємо “вхопити” цю область трю-
ком, подiбним до того, що ми використовували для
розрахунку структурного фактора. Будемо вважати,
що вираз (31), якщо в ньому замiнити Eσ(k) на ωσ(k)
та зняти обмеження в сумi за хвильовим вектором
i вiдкинути доданки, позначенi крапками, коректно
описує масовий оператор

Σ(ωn, p)→
1
V

∑
k

νσ(k)n(βξ|k−p|)−

− 1
V

∑
k

νσ(k)
ρνσ(k)εk
ωσ(k)

{
1 + n(βωσ(k)) + n(βξ|k−p|)

ωσ(k) + ξ|k−p| − iωn
−

−
n(βωσ(k))− n(βξ|k−p|)
ωσ(k)− ξ|k−p| + iωn

}
, (32)

тут ми вже використали спiввiдношення (7) для по-
хiдної вiд дiйсної частини поляризацiйного операто-
ра. Таким чином, подiбно до розрахунку структур-
ного фактора, ми ефективно враховуємо внесок iде-
ального газу. Щодо виправданостi такого трюку при
розрахунках, то нижче показано, що отриманий та-
ким чином зсув критичної температури нашої моделi
у двох граничних випадках зарядженого бозе-газу ви-
сокої густини та моделi слабонеiдеального газу в го-
ловному наближеннi повнiстю збiгається iз вiдомими
результатами [2,14]. Разом з тим, за допомогою вира-
зу (32) можна аналiзувати i границю великих значень
параметра неiдеальностi.

4. Границя малих значень параметра
неiдеальностi

Отже, працюємо далi з виразом (32). Враховуючи те,
що в границi kσ/k0 → 0 головний внесок в iнтеграл за
хвильовим вектором будуть вносити малi k, то можна
замiнити бозе-розподiл n(x) на 1/x. Тодi, пiсля про-
стого перегрупування доданкiв з урахуванням рiвно-
стi (10) для дiйсної частини власноенергетичної ча-
стини, отримуємо

ΣR(ω, p) =
1
βV

∑
k

νσ(k)
ω2
σ(k)− 2ρνσ(k)εk

ω2
σ(k)

1
ε|k−p|

−

− 1
βV

∑
k

νσ(k)
ρνσ(k)εk
ω2
σ(k)

ω

ε|k−p|

{
1

ωσ(k) + ε|k−p| − ω
−

− 1
ωσ(k)− ε|k−p| + ω

}
. (33)

Далi, працюючи у межах звичайної теорiї збурень,
наближено записуємо для перенормованого спектра:

ε̃p = εp + ΣR(εp, p)− ΣR(0, 0), (34)

де вже врахували рiвнiсть нулю перенормованого хi-
мiчного потенцiалу µ̃. Подальший розрахунок не є
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складним. Достатньо пiдставити у формулу (33) тiль-
ки довгохвильову асимптотику “спектра”:

ω2
σ(k) = 2ρνσ(k)εk +

2ζ(3/2)
π3/2

k3

k3
0

T 2. (35)

Легко показати, що головний внесок у величину

β[ΣR(εp, p)− ΣR(0, 0)] ≡ σ(p/p0) =

= (2aσ/π)2Iσ(γ) + . . . , (36)

Iσ(γ) =

∞∫
0

dkk

k3−σ + 1

{
k

2γ
ln
∣∣∣∣k + γ

k − γ

∣∣∣∣− 1
}
,

де введено такi позначення:

a3−σ
σ = π3/2(kσ/k0)2−σ/ζ(3/2), γ = p/(p0aσ).

Тут крапками позначено всi вищi члени розкладу за
степенями параметра aσ. Легко бачити, що iнтеграл
Iσ(γ) = −γ2 ln(γ)/3 неаналiтичний при малих зна-
ченнях аргумента, i форма цiєї неаналiтичностi не
залежить вiд показника степеня σ потенцiалу взає-
модiї. Це натяк на унiверсальну степеневу поведiнку
ε̃p ∼ p2−η провiдної асимптотики одночастинкового
спектра взаємодiючої системи. Важливо, що решта
доданкiв, якi не врахованi у (36), аналiтичнi за γ. Го-
ловний внесок у хiмiчний потенцiал системи у крити-
чнiй точцi такий:

µ/Tc =
π

3− σ
(2aσ/π)2

sin(π/(3− σ))
, σ < 1, (37)

де розбiжнiсть при σ > 1 є фiктивною i пов’язана
iз замiною n(x) → 1/x при переходi вiд формули
(32) до (33). Щоб знайти критичну температуру на-
шої моделi, потрiбно ще розрахувати величину Z(p)
за формулою (27). З цiєю метою обчислюємо похi-
дну

[∂ΣR(ω, p)/∂ω]
∣∣
ω→εp ≡ z(p/p0) =

=
aσ√

πζ(3/2)
Jσ(γ) + . . . , (38)

Jσ(γ) =
1
γ

∞∫
0

dkk

(k3−σ + 1)2
ln
∣∣∣∣k + γ

k − γ

∣∣∣∣ ,

знову ж таки тут виписаний лише провiдний член
розкладу за aσ. Iнтеграл Jσ(γ), на вiдмiну вiд Iσ(γ),
аналiтичний за γ i є константою при малих значеннях
аргумента, а на безмежностi виходить на асимптоти-
ку 1/γ2.

Тепер можна взятись за iнтегрування формули (28)
для рiвноважної густини. Видiливши окремо внесок
для густини iдеального газу ρ0, з потрiбною нам то-
чнiстю записуємо

ρ = ρ0 +
p3
0

2π2

∞∫
0

dpp2
{
n(p2 + σ(p))− n(p2)

}
+

+
p3
0

2π2

∞∫
0

dpp2n(p2 + σ(p))z(p),

пiсля замiни змiнної iнтегрування p = aσγ отримуємо

Δρ ≡ ρ− ρ0 =
p3
0

2π2
a3
σ×

×
∞∫
0

dγγ2
{
n(a2

σγ
2 + (2aσ/π)2Iσ(γ))− n(a2

σγ
2)
}

+

+
p3
0

2π2
a3
σ

∞∫
0

dγγ2n(a2
σγ

2 + (2aσ/π)2Iσ(γ))×

× aσ√
πζ(3/2)

Jσ(γ),

”витягуючи” головнi внески при малих aσ:

Δρ = − p3
0

2π2
aσ

∞∫
0

dγ
(2/π)2Iσ(γ)

γ2 + (2/π)2Iσ(γ)
. (39)

Немає сенсу враховувати вищi степенi за параметром
aσ, оскiльки ми працюємо в наближеннi хаотичних
фаз, а пост-RPA внески квадратичнi за цим параме-
тром.

Для розрахунку критичної температури Tc в цiй
границi взаємодiй використаємо мiркування авторiв
статтi [14], де розглядалась бозе-система з точковою
взаємодiєю. Варто вiдзначити, що RPA не зовсiм ко-
ректне для моделi газу з короткодiйними силами.
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Залежнiсть iнтеграла у формулi (39) вiд показника степеня
потенцiальної енергiї попарної взаємодiї мiж частинками. Мi-
нiмальне значення –0,036 досягається у кулонiвськiй границi
(σ = 0) i 0,451 для моделi слабонеiдеального газу (σ = 2)

Врахуємо, що рiвноважна густина не залежить вiд
взаємодiї, тодi

d

daσ
ρ =

∂ρ

∂aσ
+

∂ρ

∂Tc

∂Tc
∂aσ

= 0

i, замiнюючи з потрiбною нам точнiстю, отримуємо

∂ρ

∂Tc
' ∂ρ0

∂T0
=

3
2
ρ0

T0

або

Tc(σ)− T0

T0
= −2

3
Δρ
ρ
. (40)

Тепер коротко зупинимось на граничних випадках.
Спочатку розглянемо модель зарядженого бозе-газу
в компенсуючому полi. У цьому випадку величину
a0 = [π5/2/6ζ(3/2)]1/9r1/3s можна переписати через
параметр Бракнера. Числовий розрахунок iнтеграла
(39) для величини Δρ при σ = 0 з урахуванням рiв-
ностi для зсуву критичної температури дає значення

Tc(0)− T0

T0
= −0, 026r1/3s . (41)

Це точний результат для границi великих густин,
вперше отриманий iншим методом у роботi [2]. Цiка-
во, що значення критичної температури зарядженого
бозе-газу нижче температури бозе-конденсацiї iдеаль-
ного газу.

Друге граничне значення σ = 2 – модель слабоне-
iдеального бозе-газу. Тут a2 = 2π3/2ρ1/3a/[ζ(3/2)]1/3

i зручно записати функцiю I2(γ) так:

I2(γ) = − 1
γ

γ∫
0

dyy2

1− y2
ln |y|,

тодi пiд iнтегралом у формулi (39), формально роз-
кладаючи в ряд за I2(γ) i обмежуючись першим чле-
ном, отримуємо

Δρ = 2p3
0a2

∞∫
0

dγ

γ3

γ∫
0

dyy2

1− y2
ln |y|,

тепер, замiнивши послiдовнiсть iнтегрування

Δρ = 2p3
0a2

1∫
0

dyy

∞∫
0

dγ

1− γ2
ln |γ|

i пiдставляючи у вираз для зсуву критичної темпера-
тури, остаточно одержуємо [14]:

Tc(2)− T0

T0
=

8π
3[ζ(3/2)]4/3

ρ1/3a = 2, 328ρ1/3a. (42)

З урахуванням числового розрахунку iнтеграла (39)

Tc(2)− T0

T0
= 2, 010ρ1/3a, (43)

що краще наближається до значення Монте-
Карло симуляцiй (1, 29 ± 0, 05)ρ1/3a [15] i
(1, 32 ± 0, 02)ρ1/3a [16], та ренормгрупових роз-
рахункiв (1, 27 ± 0, 11)ρ1/3a [17] в семипетльовому
наближеннi.

5. Висновки

Працюючи в наближеннi хаотичних фаз i використо-
вуючи запропонований тут метод розрахунку власно-
енергетичної частини одночастинкової функцiї Грi-
на, нам вдалось знайти головну поправку для кри-
тичної температури моделi бозе-газу з далекодiйним
вiдштовхувальним потенцiалом 1/r1+σ високої густи-
ни для випадку σ < 1 i низької густини для ви-
падку σ > 1. Тут важливо наголосити, що RPA є
строгим наближенням у границi малих значень па-
раметра неiдеальностi тiльки для випадку σ < 2.
Цiкаво, що при σ = 1, 57 знак поправки до крити-
чної температури змiнюється з вiд’ємного на дода-
тний. Оскiльки експериментальна перевiрка, швидше
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за все, неможлива, то було б цiкаво порiвняти на-
шi результати з розрахунками за допомогою комп’ю-
терних симуляцiй для цiєї моделi. Метод обчислен-
ня параметрiв спектра, запропонований у цiй стат-
тi, можна узагальнити i на довiльну вимiрнiсть про-
стору d > 2, де поведiнка системи якiсно не буде
вiдрiзнятись вiд розглянутої. У випадку d ≤ 2 вiд-
сутнiй перехiд у стан з бозе-конденсатом при скiн-
ченних температурах, i, як наслiдок, повнiстю змi-
нюються властивостi моделi. Аналiз спектра коле-
ктивних збуджень системи вище температури бозе-
конденсацiї показав цiкаву особливiсть – для довiль-
ного значення параметра неiдеальностi спектр моде-
лi має точку закiнчення. Нагадаємо, що в цьому ж
наближеннi цiєї особливостi спектра немає в конден-
сатнiй фазi, де поляризацiйний оператор (3) має яв-
но полюсний вигляд. У роботi, використовуючи то-
чне спiввiдношення для першого моменту динамiчно-
го структурного фактора, вдалось отримати довго-
хвильову асимптотику структурного фактора систе-
ми.

У майбутньому ми плануємо продовжити дослi-
дження цiєї задачi, зокрема, для знаходження кри-
тичної температури для всiх значень kσ/k0, що, оче-
видно, як i коректний розрахунок наступного члена
розкладу за aσ у формулi (39), потребує виходу за
межi RPA. Також буде розглянуто можливiсть вини-
кнення нестiйкостi типу вiгнерiвської кристалiзацiї в
зарядженому бозе-газi вище температури конденса-
цiї.

Автор висловлює подяку професоровi I.О. Вакар-
чуку за обговорення результатiв роботи, а також
О. Менчишину за постiйну допомогу.

ДОДАТОК

Пiсля аналiтичного продовження у верхню пiвплощину дiйсна
та уявна частини поляризацiйного оператора (3) такi:

Re Π(ωn, k)|iωn→ω+i0 = R(ω, k),

Im Π(ωn, k)|iωn→ω+i0 = I(ω, k),

де функцiя

I(ω, k) =
1

16π
βk3

0

k0

k
ln

∣∣∣∣1− exp{βµ− [k/2k0 + βω/(2k/k0)]2}
1− exp{βµ− [k/2k0 − βω/(2k/k0)]2}

∣∣∣∣ ,
а дiйсну частину можна записати так:

R(ω, k) = βρ
k0

2k
{f(k/2k0 + βω/(2k/k0), βµ)+

+f(k/2k0 − βω/(2k/k0), βµ)}.
Тут функцiя

f(ε, y) = ε

1∫
0

dx
√

1− x
g1/2(ey−xε2

)/g3/2(ey),

gl(e
y) =

∑
n≥1

eyn

nl

з асимптотиками в граничних випадках

f(ε→ 0, y) = 2ε
g1/2(ey)

g3/2(ey)
,

f(ε→∞, y) =
1

ε

{
1 +

1

2ε2

g5/2(ey)

g3/2(ey)
+ . . .

}
,

f(ε→ 0, 0) = [π3/2sign (ε) + 2εζ(1/2)]/ζ(3/2),

де ζ(x) =
∑

n≥1 1/nx – дзета функцiя.
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В.С. ПАСТУХОВ

РАСЧЕТ КРИТИЧЕСКОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ БОЗЕ-ГАЗА
С ДАЛЬНОДЕЙСТВУЮЩИМИ СИЛАМИ

В.С. Пастухов

Р е з ю м е

В статье проведен расчет критической температуры модели

бозе-газа с степенным законом зависимости потенциальной

энергии парного взаимодействия от расстояния между

частицами. Результат в предельных случаях воспроизводит

известные из литературы. В приближении хаотических фаз

(RPA) проанализированы параметры спектра коллективных

возбуждений модели и получена длинноволновая асимптотика

структурного фактора системы выше температуры фазового

перехода.

ALCULATION OF CRITICAL TEMPERATURE
FOR A BOSE GAS WITH LONG-RANGE FORCES

V.S. Pastukhov

Ivan Franko National University of Lviv
(12, Drahomanov Str., Lviv 7900, Ukraine;
e-mail: volodyapastukhov@gmail.com)

S u m m a r y

The critical temperature has been calculated for a Bose gas with

the power-law dependence of the potential energy of interaction be-

tween particles on the interparticle distance. The result obtained

satisfies the limiting cases known from the literature. The param-

eters of the collective excitation spectrum of the model have been

analyzed in the random phase approximation (RPA). The long-

wavelength asymptote has been derived for the structure factor of

the system above the phase transition temperature.
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