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ПРОСТОРУ-ЧАСУУДК 539

Аналiз геометричних i алгебраїчних властивостей дзеркальних вiдображень дозволив

використовувати їх як операторну алгебру некомутативної геометрiї. Координатами

некомутативної геометрiї є авто- або крос-кореляцiї координат дзеркально вiдображе-

них просторiв. Розглянуто окремий випадок шестивимiрного келерова многовиду, який

вiдображається на некомутативну геометрiю з векторною алгеброю Клiффорда Cl4 .
Цей випадок вiдображення вiдповiдає тетракварку у складi двох пар кварк-антикварк з

рiзних поколiнь i зарядами ± 2
3
𝑞.

К люч о в i с л о в а: дзеркальна симетрiя, некомутативна геометрiя, алгебра Клiффорда,

кореляцiя.

1. Вступ

Останнi десятилiття вiдзначенi суттєвими досягне-
ннями в застосуваннi геометричних методiв у фi-
зицi. Перш за все, це стосується створення струн-
ної теорiї простору-часу [1, 2]. У цiй теорiї була вiд-
крита дзеркальна симетрiя геометричних параме-
трiв просторiв Колабi–Яу [3], що iстотно спростило
рiшення наближених рiвнянь теорiї в дзеркально-
му образi за однакової фiзики результатiв. Незва-
жаючи на вражаючi результати, до теперiшнього
часу струнна теорiя є незавершеною, оскiльки не-
вiдомо який з величезного числа можливих шести
або бiльш мiрних просторiв вiдповiдає фiзицi на-
шого простору-часу. Однак, творцi теорiї струн не
втрачають оптимiзму i сподiваються, що подаль-
ший прогрес можливий на шляху замiни звичай-
ної геометрiї новим апаратом – некомутативною
геометрiєю. Основи некомутативної геометрiї були
розробленi Аланом Коном (Alain Connes) [4] для
квантових полiв, використовуючи операцiйну ал-
гебру в описi геометрiї. Однак, в цьому пiдходi
“... все ж бракує iстотних моментiв для опису са-
мого початкового стану...” [5].
Метою роботи є дослiдження методiв, за допомо-

гою яких дзеркальна симетрiя може вiдобразити
шестимiрний комплексний простiр у некомутатив-
ну геометрiю i якi фiзичнi процеси можуть цьому
вiдповiдати. Результати роботи можуть знайти за-
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стосування в ядернiй фiзицi, квантовiй механiцi,
квантовiй електродинамiцi, струнної теорiї, теорiї
гравiтацiї та астрофiзицi.

2. Геометрiя та алгебра

дзеркального вiдображення

2.1. Основи геометрiї

Математика дає приклади дзеркальної симетрiї.
Позитивнi i негативнi числа утворюють дзеркаль-
ну пару iнверсної симетрiї щодо нуля. Комплекснi
числа 𝑧 та пов’язанi з ними 𝑧* утворюють дзер-
кальну пару щодо дiйсної осi. Композицiю iнвер-
сної та перестановчої симетрiй демонструє дзер-
кальна пара 𝑧 and 1/𝑧* щодо одиничного кола. В
геометрiї, як iсторично склалося, будемо виходи-
ти з досвiду. На рис. 1 показанi дзеркальнi вiд-
ображення (дзеркальнi симетрiї) площини, орiєн-
тованої ортогональними базисними векторами 1,

2 системи координат. Положення плоского “дзер-
кала” кратнi повороту на кут 𝜙 = 45∘ градусiв,
𝜙 = 𝑘 𝜋4 , 𝑘 = 0, 1, 2, 3. Для 𝜙 ≥ 𝜋 вiдображення в
“дзеркалi” втрачає сенс. Дискретнiсть положення
“дзеркал” i яскраво вираженi симетрiї вхiдних та
вiдображених базисних векторiв взаємопов’язанi i
вiдображають рiзнi властивостi дзеркального вiд-
ображення – iнверсну та переставну симетрiї. При-
чому вiдображенi дзеркальнi симетрiї рис. 1, c, d
протилежнi симетрiям рис. 1, a, b. Вiдзначимо, що
для протилежних симетрiй положення “дзеркал”
ортогональнi в фазовому просторi їх обертання.
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Рис. 1. Дзеркальнi вiдображення орiєнтовної площини

Рис. 2. “Трансляцiя” двома дзеркалами

Є ще одна досить незвичайна геометрична симе-
трiя, яку умовно можна назвати “трансляцiєю”. Ця
симетрiя складається з послiдовностi двох плоских
дзеркал, роздiлених “вiдстанню” △𝑞/2 (рис. 2), i
має низку особливостей. Розмiри зон I–III, де дiє
ця симетрiя, однаковi i рiвнi △𝑞/2. Довiльна то-
чка з многовиду зони I переноситься в зону III на
вiдстань △𝑞. Незвичайнiсть цiєї симетрiї полягає
у виборi розмiрностi фiзичної величини △𝑞. Дiй-
сно, визначимо в зонi I одиничний двовимiрний
вектор, який в полярних координатах має єдиний
параметр △𝑞 = 𝜙. Вважаючи, що в зонi II 𝜙 =
= 𝛼𝜋/2, 𝛼 = 0, 1, 2, 3, отримаємо iнше геометричне
представлення для рисункiв 1, a–d. Це – досить
тривiальний результат, який показує, що однако-
вий результат досягається обертанням “дзеркала”
або обертанням системи координат, що вiдобража-
ється (обертанням одиничного вектора у фiксова-
нiй системi координат). З однiєю iстотною вiдмiн-
нiстю у обертаннях – вектор повертається на кут
△𝜙, тодi як “дзеркала” необхiдно повернути на кут
△𝜙/2. Ситуацiя ускладнюється, якщо в зонi I ви-
значенi координати (𝑟, 𝜙), яку можна звести до по-

передньої, якщо “нормувати” 1-е дзеркало на 1/𝑟2.
Однак в цьому випадку в зонi III вiдображається
многовид з координатами (1/𝑟, 𝜙). Наведений при-
клад описує один з варiантiв виникнення так зва-
ної 𝑇 -дуальностi в теорiї струн, розглянутий в [6].
I, нарештi, можна уявити ситуацiю узагальнених
“дзеркал”, вiдстань мiж якими вимiрюється в оди-
ницях дiї ℎ, де ℎ – стала Планка. У цьому випадку
рис. 2 є гарною iлюстрацiєю спiввiдношення неви-
значеностi.

2.2. Властивостi операторiв

дзеркальних вiдображень

Симетрiї векторiв на рис. 1, a, b можна вирази-
ти через оператори дзеркальних вiдображень s1 та
s2. Якщо для векторiв на рис. 1 використати по-
значення у виглядi кет- та бра-векторiв 1 ↦→ |+⟩,
2 ↦→ |−⟩, тодi безпосередньо з рис. 1, a, b дiя цих
операторiв на вектори є

s1|+⟩ = +1 |+⟩, s1|−⟩ = −1 |−⟩; (1)

s2|+⟩ = |−⟩, s2|−⟩ = |+⟩. (2)

Базиснi вектори |+⟩ та |−⟩ є власними вектора-
ми оператора s1 з власними числами 𝜆± = ±1.
Для нормованих ортогональних базисних векторiв
їх скалярний добуток визначається як ⟨±|±⟩ = 1,
⟨±|∓⟩ = 0. З останнього виразу можна безпосере-
дньо отримати матричне представлення ермiтових
операторiв дзеркальних вiдображень

s1 =
(︁
1 0
0 −1

)︁
, s2 =

(︁
0 1
1 0

)︁
. (3)

Цi оператори формують прямокутний базис ве-
кторної алгебри Клiффорда Cl2 щодо скалярного
добутку, визначеного як антикомутатор s1 ∙ s2 =
= 1

2 [s1, s2]+ = 1
2 (s1s2 + s2s1) = 0, де означено зов-

нiшний (векторний) добуток s1 ∧ s2 = 1
2 [s1, s2] =

= 1
2 (s1s2 − s2s1) = s1s2. У векторнiй алгебрi Cl2

s1s2 є бiвектором або аксiальним вектором i, як
оператор ±s1s2, визначає 𝐽-перетворення, iншими
словами, повороти на ±90∘: (s1s2)s1 = −s2 – лiвий
поворот i (s2s1)s1 = s2 – правий поворот. Цей опе-
ратор також може бути представлений як s1s2 =
= 𝑖s3, де s3 доповнює базиснi вектори Cl2 до ве-
кторної алгебри Cl3. Повна алгебра Cl3 має 8 лiнiй-
но незалежних базисних елементiв, включаючи до-
датково 1 – скаляр, 3 бiвектора 𝑏𝑘 = 𝑖s𝑘 = 𝜖𝑘𝑖𝑗s𝑖s𝑗
(𝜖𝑘𝑖𝑗 – символ Левi–Чивiти) та I = s1s2s3 = 𝑖1 –
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псевдоскаляр. До Cl3 додається нова симетрiя 𝑖1,
яка, наприклад, переводить дiйсну площину в чи-
сто уявну. Комбiнацiї з новими симетрiями поро-
джують новий вид симетрiї – проектори P𝑘. Сфор-
муємо оператор P𝑘± = 1

2 (1± s𝑘), який має власти-
востi (P𝑘±)

2 = P𝑘± та P𝑘+P𝑘− = 0. Результат йо-
го дiї, наприклад, на базиснi вектори має вигляд
P1+(|+⟩+ |−⟩) = |+⟩. Iншими словами, проектор P
в “задзеркаллi” видiляє (видаляє) з площини один
вимiр. Слiд зазначити, що композицiї скаляра 1
з операторами дзеркальних вiдображень в алгебрi
Cl2 дозволили визначити всi три вiдомi системи
комплексних чисел в залежностi вiд властивостей
квадрата уявної одиницi 𝜖2 = 0,±1 [7]. З iншо-
го боку, геометричнi дзеркальнi симетрiї на рис. 1
вказують на iснування дзеркальних симетрiй, зге-
нерованих операторами: s𝑖 – звичайне “дзеркало”,
(−s𝑖) – “антидзеркало”. Тут можна органiчно до-
писати 1 ↦→ s0 – “тотожне дзеркало” та 𝑖1 – “уявне
дзеркало”, а також бiвектори 𝑏𝑘 як елементи 𝐽-
перетворення. Формалiзацiя дзеркальних вiдобра-
жень векторною алгеброю Клiффорда дозволило
iстотно розширити уявлення про дзеркальну симе-
трiю. Тому доцiльно вважати алгебру Cl3 загаль-
ним формулюванням дзеркальної симетрiї i роз-
глядати властивостi та операцiї в нiй як наслiдок
розширеного закону дзеркальної симетрiї.
Позначення операторiв як −s1,−s2 не є випад-

ковим, оскiльки для матричного представлення дi-
агонального оператора s1 визначено спектральне
зображення

𝐹1(𝜓) = V

(︂
𝜓

2

)︂
s1V

−1

(︂
𝜓

2

)︂
, (4)

де V
(︁
𝜓
2

)︁
– вiдповiдна матриця обертання i

V
(︁
𝜓
2

)︁
V−1

(︁
𝜓
2

)︁
= 1. Для дискретного кута повороту

𝜓 = 𝛼𝜋/2, 𝛼 = 0, 1, 2, 3 “спектр” s1 має вигляд

𝐹1 ⇒ {s1, s2,−s1,−s2}, (5)

звiдки випливає, що дискретнiсть кута повороту
△𝜓 = 𝜋/2 як елемент 𝐽-перетворення пов’язаний
з умовою збереження iнверсної та переставної
симетрiй.
Дзеркальна симетрiя передбачає наявнiсть ви-

хiдного простору i вiдбитого простору – “задзер-
калля”. Початковий простiр будується на власних
векторах 𝜙𝑘1,2 операторiв дзеркальних вiдображень

s𝑘, якi, в свою чергу, належать тривимiрному келе-
рову многовиду (Kähler manifold) з компонентами
(𝜉, 𝜂), де 𝜉 = 𝑥+ 𝑖𝑧, 𝜂 = 𝑦 − 𝑖𝑧 [7]. Введемо багато-
вимiрний векторний простiрℋ(𝑥0, 𝑥1, ...) i вектор в
ньому |𝑅⟩, який проєктується на площинi власних
векторiв операторiв s𝑘

|𝑅⟩ ⇒ |𝑟𝑘⟩ = 𝑟𝑘1 |𝜙𝑘1⟩+ 𝑟𝑘2 |𝜙𝑘2⟩, (6)

де |𝑟𝑘⟩ – 𝑘 – представлення вектора |𝑅⟩, i 𝑟𝑘𝑛 =
= ⟨𝜙𝑘𝑛|𝑅⟩ – коварiантнi координати |𝑅⟩ в бази-
сi |𝜙𝑘𝑛⟩ власних векторiв операторiв s𝑘. Ермiто-
ви оператори s𝑘 дають для комплексних коорди-
нат дiйснi величини в конструкцiях виду 𝐺𝑘𝑘 =
= ⟨𝑟𝑘|s𝑘|𝑟𝑘⟩ = |𝑟𝑘1 |2 + |𝑟𝑘2 |2. Останнiй вираз являє
собою скалярний добуток вектора |𝑟𝑘⟩ i дзеркаль-
но вiдбитого оператором s𝑘 вектора спряженого
простору ⟨𝑟𝑘|ref = ⟨𝑟𝑘|s𝑟. Цей вираз вiдповiдає
взаємнiй кореляцiї (крос-кореляцiї) векторiв при
дзеркальному вiдображеннi.

3. Спектральне подання операторiв

дзеркального вiдображення i квантування

3.1. Оператори спектрального

представлення

Якщо накласти умову збереження iнверсної та пе-
реставної симетрiй для дзеркальних вiдображень,
то спектральне представлення оператора дзер-
кального вiдображення s1 (5) необхiдно вважати
дискретним. При цьому спектральнi компоненти
s1,2 та −s1,2, як позитивнi та негативнi “часто-
ти спектра”, повиннi певним способом бути роз-
дiленi. Рисунок 1 пiдказує, що така можливiсть
є, якщо кожна пара ортогональних базисних ве-
кторiв (s1,2,−s1,2) породжуватиме (гiпер)площину
i служитиме базисом нового векторного простору.
Iншими словами, (s1,2,−s1,2) ⇒ e1,2. Дискретнiсть
“спектра” можна ввести в такий спосiб. У виразi
(4) для “спектра” дiагонального оператора s1 ма-
трицi обертання можна виразити через кватернiон
i привести його до вигляду:

𝐹1{s1} = exp(−𝑖s3𝜓)s1 = ℱ3(𝜓)s1, (7)

де бiвектор s1s2 = 𝑖s3 визначається як кватернiон-
на уявна одиниця, а ℱ3(𝜓) позначимо як опера-
тор спектрального перетворення. Подамо опера-
тор спектрального перетворення ℱ у виглядi iн-
теграла, який виконує необхiдну дискретизацiю i
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вiдображає дiю операторiв ±s в рiзних просторах

ℱ3 =
1

2𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝜓𝛩𝛼(𝜓)⊗ exp(−𝑖s3𝜓), (8)

де 𝛩𝛼(𝜓) має структуру матриць s𝛼 𝛼 = 0, 1, 2, 3,
елементами яких є 𝛿(𝜓) дельта-функцiї Дiрака, i
⊗ позначає добуток Кронекера. Використовуючи
в ролi матрицi оператор, s0 отримуємо одне з мо-
жливих дискретних представлень 𝛩(𝜓) у виглядi

𝛩0(𝜓) =
1

2

(︂
𝛿(𝜓 − 𝑛2𝜋) 0

0 𝛿(𝜓 − 𝜋 − 𝑛2𝜋)

)︂
+

+
1

2

(︂
𝛿(𝜓 − 𝜋

2 − 𝑛2𝜋) 0

0 𝛿(𝜓 − 3𝜋
2 − 𝑛2𝜋)

)︂
, (9)

де врахована перiодичнiсть кватернiонної змiнної
i 𝑛 = 0, 1, 2, ... . Для (8) iснує нормування у виглядi

𝑁{s0} =
1

2𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝜓𝛩0(𝜓)⊗ s0 =

(︂
s0 0
0 s0

)︂
= e0. (10)

З виразу (8) отримаємо

ℱ3(𝑛) =
1

2

[︂(︂
s0 0
0 −s0

)︂
+

(︂
−s1s2 0

0 s1s2

)︂]︂
⊗

⊗ exp(−𝑖s3 𝑛 2𝜋). (11)

У цьому виразi exp(−𝑖s3𝑛2𝜋) ≡ s0 i не впливає
на вигляд матриць, але показує, що по коорди-
натi бiвектора s1s2 формується дискретний ряд з
операторiв ℱ . Дiя оператора ℱ3 на s1, визначає-
ться як ℱ3⊗s1 та приводить до базисних векторiв:
ℱ3⊗s1 = 1

2 (e1+e2), а також ℱ3⊗s2 = 1
2 (−e1+e2),

де новi базиснi вектори

e1 =

(︂
s1 0
0 −s1

)︂
, e2 =

(︂
s2 0
0 −s2

)︂
. (12)

Вирази (9), (11) показують приклад геометричної
дискретизацiї по осi бiвектора.
Спектральне подання (8) 𝛩𝛼(𝜓) з матрицею s0 є

дискретним вiдображенням математичного визна-
чення спектра дiагональних матриць i геометри-
чного тлумачення поняття ортогональностi опера-
торiв s1,2,−s1,2 дзеркальної симетрiї. В iнтегралi
(8) матрицю 𝛩𝛼(𝜓) можна узагальнити на всi ма-
трицi базисних векторiв s𝛼 алгебри Cl3, але спе-
ктральне подання реалiзується тiльки для парних

значень 𝛼 = 0, 2. Це дозволяє отримати рiзнi спе-
ктральнi подання матриць 4 × 4 та, в тому чи-
слi, якi знайшли застосування в квантовiй меха-
ницi (представлення Майорани, Дiрака). Дiйсно,
для 𝛩2(𝜓) наведенi вище операцiї дають

𝛾1 =

(︂
0 s1

−s1 0

)︂
, 𝛾2 =

(︂
0 s2

−s2 0

)︂
, (13)

де 𝛾1,2 – матрицi Дiрака в iндексацiї операторiв
дзеркальної симетрiї. Iнтеграл нормування дає но-
вий вектор:

𝑁2{s0} =
1

2𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝜓𝛩2(𝜓)⊗s0 =

(︂
0 s0
s0 0

)︂
= e4. (14)

Матрицi 𝛾1,2 є бiвекторамi, оскiлькi (𝛾1,2)
2 = −e0

i виражаються через новий вектор e4 як 𝛾1 =
= e1e4 та 𝛾2 = e2e4. Кватернiон 𝑄3 = exp(−𝑖s3𝜓)
визначає обертання в площинi базисних векторiв
{s1, s2}. В [7] показано, що кватернiони 𝑄1 =
= exp(−𝑖s1𝜓) та 𝑄2 = exp(−𝑖s2𝜓) визначають
обертання в площинах {s2, s3} та {s3, s1} вiдпо-
вiдно. Використання цих обертань в (8) дозволяє
отримати додатковi спектральнi подання операто-
рiв дзеркальної симетрiї ℱ1⊗ s2 = 1

2 (e2+ e3), ℱ1 ⊗
⊗ s3 = 1

2 (−e2 + e3) та ℱ2⊗s3 = 1
2 (e3+e1), ℱ2⊗s1 =

= 1
2 (−e3 + e1). Оператори e𝛼 (𝛼 = 0, 1, 2, 3, 4) фор-

мують базиснi вектори алгебри Cl4 в некомутатив-
нiй геометрiї.

3.2. Спектральне подання

в фiзичних змiнних

Iнтеграл (8), який реалiзує дискретне спектраль-
не подання операторiв дзеркальної симетрiї, ба-
зується на математичних i геометричних власти-
востях цих операторiв. В результатi застосува-
ння спектрального подання з’явилася додатко-
ва геометрична дискретизацiя по осях бiвекторiв,
пов’язана з перiодичнiстю процесiв обертання. Цi
дискретнi властивостi для некомутативної геоме-
трiї вимагають аналiзу можливих фiзичних про-
цесiв, що забезпечують їх появу. Фiзичнi змiннi
з’являються при факторизацiї фази 𝜓 = 𝜔𝑡 =
= 2𝜋𝑡/𝑇 , де 𝑇 – перiод обертання, або в iнших по-
значеннях 𝜓 = 2𝜋𝐸𝑡/ℎ = 2𝜋𝑆/ℎ, де 𝐸 – енергiя
процесу обертання, 2𝜋𝐸/ℎ = 𝜔 та 𝑆 – має сенс дiї,
а нормуюча стала ℎ покладається рiвною сталiй
Планка. Змiннi iнтегрування в (8) в цих випадках
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Дзеркальна симетрiя як алгебра операторiв

замiнюються на 𝑡 або 𝑆 параметри 1/𝑇 та 1/ℎ пе-
реходять множниками (1/𝑇 )−1 або (1/ℎ)−1 в опе-
ратори e𝛼 вiдповiдно. Якщо провести аналогiю з
квантово-механiчними операторами координати q
або iмпульсу p, то цi два види факторизацiї при-
водять до спектральних представлень, якi можна
назвати “частотним” або “квантовим” представле-
ннями вiдповiдно.
Є умови, за яких цi два подання є еквiвалентни-

ми. Припустимо, що сам процес обертання є фiзи-
чним процесом, коли експоненцiальний множник в
(8) замiнюється на операторR = 𝐸 exp(−𝑖s𝑘𝜔𝑡), де
𝐸 – енергiя процесу R. У цьому процесi параметри
𝐸,𝜔 змiнюються в деяких межах. Умова незале-
жностi спектрального представлення вiд параме-
трiв процесу R формулюється з (8) зокрема так:

(𝐸1𝑇1 − 𝐸2𝑇2)(e1 + e2) = 0. (15)

З цього виразу випливає, що 𝐸1𝑇1 = 𝐸2𝑇2 = const.
Якщо покласти цю константу рiвною сталiй План-
ка ℎ, то з цього випливає 𝐸 = ℎ𝜈, i R є некласи-
чним процесом обертання. В ролi базового iнтегра-
ла для спектрального представлення в фiзичних
змiнних будемо приймати вираз з 𝜔𝑡

ℱ𝑘 = 2𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑡𝛩0,2(𝑡)⊗ exp(−𝑖s𝑘𝜔𝑡). (16)

Слiд зазначити, що при факторизацiї фази 𝜓 =
= 2𝜋𝑆/ℎ i iнтегруваннi по змiннiй 𝑆, аргументи
дельта-функцiй набувають вигляду 𝑆−𝑚ℎ/4−𝑛ℎ,
𝑚 = 0, 1, 2, 3. Цей вираз показує, що s𝑘 i −s𝑘 в
термiнах дiї вiдрiзняються на 1

2 кванта дiї ℎ. Це
пiдтверджує можливiсть фiзичної реалiзацiї рис. 2
для △𝑞/2 = ℎ/2.

4. Кореляцiйне подання дзеркальних

вiдображень в некомутативнiй геометрiї

Введемо оператори автокорреляцiї G𝑘 = |𝑟𝑘⟩⟨𝑟𝑘|,
яка для нормованих векторiв |𝑟𝑘⟩ має властивостi
проектора (G𝑘)2 = G𝑘. Визначимо також операто-
ри K𝑘

𝑟𝑙... = G𝑘s𝑟s𝑙..., якi вiдповiдають взаємнiй ко-
реляцiї (крос-кореляцiї) вектора |𝑟𝑘⟩ i дзеркально
вiдбитого операторами s𝑟s𝑙... вектора спряженого
простору ⟨𝑟𝑘|ref = ⟨𝑟𝑘|s𝑟s𝑙... . Оператори K𝑘

𝑟𝑙... ма-
ють властивостi:

K𝑘
𝑟𝑙...|𝑟𝑘⟩ = 𝑝𝑘𝑟𝑙...|𝑟𝑘⟩, 𝑝𝑘𝑟𝑙... = ⟨𝑟𝑘|s𝑟s𝑙...|𝑟𝑘⟩, (17)

де 𝑝𝑘𝑟𝑙... – власнi числа крос-кореляцiйного опера-
тора K𝑘

𝑟𝑙.... Цi числа є скалярними добутками ве-
кторiв вхiдного простору i дзеркально вiдображе-
ного. Це гарантує iснування операторного вира-
зу 𝑝𝑘𝑟𝑙...s𝑟s𝑙... та подання власних чисел операто-
ра крос-кореляцiї з точнiстю до сталих множни-
кiв 𝜆𝑟𝑙..., якi є власними числами опраторiв s𝑟s𝑙... .
Саме ця обставина дозволяє перейти вiд оператор-
ного представлення s𝑟 до чисто векторного тлу-
мачення s𝑟 як базисних векторiв некомутативної
геометрiї. З означення оператора G𝑘 i виразу (6)
маємо

G𝑘 = |𝑟𝑘1 |2p𝑘11+ |𝑟𝑘2 |2p𝑘22+ 𝑟𝑘1𝑟𝑘*2 p𝑘12+ 𝑟
𝑘
2𝑟
𝑘*
1 p𝑘21, (18)

де p𝑘𝑛𝑚 = |𝜙𝑘𝑛⟩⟨𝜙𝑘*𝑚 |, символ (*) означає комплексне
спряження. Оператори p𝑘𝑛𝑚 мають властивiсть:
(p𝑘𝑛𝑚)2 = p𝑘𝑛𝑚𝛿𝑛𝑚, 𝛿𝑛𝑚 – символ Кронекера. Iнши-
ми словами, оператори p𝑘𝑛𝑛 визначають проектори,
а (p𝑘𝑛𝑚)2 = 0, (𝑛 ̸= 𝑚). Однак, комутатор опера-
торiв p𝑘12 та p𝑘21 дорiвнює [p𝑘12,p

𝑘
21] = p𝑘11 − p𝑘22.

Якщо визначити проектори p𝑘𝑛𝑛 через оператори
дзеркальної симетрiї s𝑘 у стандартному виглядi

p𝑘11 = p𝑘+ =
1

2
(1+ s𝑘), (19)

p𝑘22 = p𝑘− =
1

2
(1− s𝑘), (20)

тодi [p𝑘12,p
𝑘
21] = s𝑘. В алгебрi Cl3 оператори p𝑘𝑛𝑚

можна представити двома парами

p2
12 =

1

2
(s1 + 𝑖s3), p2

21 =
1

2
(s1 − 𝑖s3); (21)

p1
12 =

1

2
(s2 + 𝑖s3), p1

21 =
1

2
(s2 − 𝑖s3). (22)

Перша пара породжує представлення 𝑘 = 2 для
оператора −s2, а друга – представлення 𝑘 = 1 для
оператора s1. Аналiз показує, що загальний вираз
для подання G𝑘 в 𝑘-базисi має вигляд

G𝑘 =
1

2
𝜀𝑘𝑙𝑟[|𝑟𝑘1 |2(1+ s𝑘) + |𝑟𝑘2 |2(1− s𝑘)+

+ 𝑟𝑘1𝑟
𝑘*
2 (s𝑙 + 𝑖s𝑟) + 𝑟𝑘2𝑟

𝑘*
1 (s𝑙 − 𝑖s𝑟)], (23)

де 𝜀𝑘𝑙𝑟 – символ Левi–Чiвiта для перестановок
(123), (231), (312). З огляду на це, представлення
G1 в (23) має вигляд

G1 = 𝑔10s0 + 𝑔11s1 + 𝑔12s2 + 𝑔13s3. (24)
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Коефiцiєнти розкладу G1 визначаються так:

𝑔10 =
1

2
(|𝑟𝑘1 |2 + |𝑟𝑘2 |2), 𝑔11 =

1

2
(|𝑟𝑘1 |2 − |𝑟𝑘2 |2), (25)

𝑔12 =
1

2
(𝑟𝑘1𝑟

𝑘*
2 + 𝑟𝑘2𝑟

𝑘*
1 ), 𝑔13 =

𝑖

2
(𝑟𝑘1𝑟

𝑘*
2 − 𝑟𝑘2𝑟

𝑘*
1 ), (26)

де 𝑖 – уявна одиниця. Коефiцiєнти розкладу 𝑔1𝛼 –
дiйснi числа, i G1 має вигляд

G1 = |𝑟1⟩⟨𝑟1| =

(︃
|𝑟1|2 𝑟1𝑟

*
2

𝑟2𝑟
*
1 |𝑟2|2

)︃
. (27)

В оптицi G1 називають матрицею когерентно-
стi для квазiмонохроматичного випромiнювання,
а параметри 2𝑔𝛼 – параметрами Стокса, якi опи-
сують поляризацiю електромагнiтних хвиль. Цей
розклад є повним, оскiльки чотири компоненти
G представленi чотирма їх лiнiйними комбiнацi-
ями з чотирьох лiнiйно незалежних матриць s𝛼.
Якщо звернутися до виразу (17) для оператора
крос-кореляцiї K𝑘

𝛼. i пiдсумувати за 𝛼 констру-
кцiю вигляду 𝑝𝑘𝛼s𝛼, де 𝑝𝛼 = 2𝑔𝛼, то з точнiстю
до константи 2 вона є представленням автокореля-
цiйного оператора G1 вихiдного простору. Таким
чином, вирази (23), (24) вiдображають кореляцiй-
нi властивостi дзеркально вiдбитого двовимiрно-
го векторного простору з комплексними коорди-
натами на чотиривимiрний базис векторного про-
стору з некомутативною геометрiєю. Цей 4-базис
можна розглядати як гiперболiчнi гiперкомплекснi
числа i ввести спряження вигляду s̄0 = s0 та s̄𝑘 =
= −s𝑘(спряження за Клiффордом). За аналогiєю
з комплексними числами 𝑧1𝑧2 = (𝑧1 ∙𝑧2)+ 𝑖[𝑧1×𝑧2]
для цього 4-базису метричний тензор 𝜇𝛼𝛽 визнача-
ється як скалярний добуток вигляду

𝜇𝛼𝛽 = (s̄𝛼 ∙ s𝛽) =
1

2
(s̄𝛼s𝛽 + s̄𝛽s𝛼), (28)

де 𝛼, 𝛽 = 0, 1, 2, 3. Тензор 𝜇𝛼𝛽 – дiагональний з
сигнатурою diag(𝜇𝛼𝛽) = (1,−1,−1,−1), характер-
ною для рiманового простору (простору Манькiв-
ського). Зовнiшнiй добуток також визначається як
(s̄𝛼 ∧ s𝛽) = 1

2 (s̄𝛼s𝛽 − s̄𝛽s𝛼). Останнi формули для
4-базису справедливi i для 4-векторiв.

5. Спектральнi перетворення

в процесi дзеркального вiдображення

5.1. Дотичнi простори

при дзеркальному вiдображеннi

Дослiдимо дотичний простiр, точнiше дотичний
пiдпростiр, для вектора вихiдного простору |𝑟𝑘⟩ i

його компонент в процесi дзеркального вiдображе-
ння. Компоненти вектора |𝑟𝑘⟩ видiляються прое-
кторами P𝑘± = 1

2 (1± s𝑘) за формулами: {|𝑟𝑘⟩}+ =
= P𝑘+|𝑟𝑘⟩ = 𝑟𝑘1 |+⟩𝑘 та {|𝑟𝑘⟩}− = P𝑘−|𝑟𝑘⟩ = 𝑟𝑘2 |−⟩𝑘.
Базиснi вектори дотичного простору формуються
на основi дiї на компоненти {|𝑟𝑘⟩}± коварiантного
4-градiєнта з диференцiюванням по координатах
𝑥𝛼 в базисi операторiв s𝛼. Визначимо 4-градiєнт як
∇ = 𝜕𝛼s𝛼 та ∇̄ = 𝜕0s0 −∇, де ∇ = 𝜕𝑘s𝑘 – вектор-
на частина 4-градiєнта 1. Оскiльки P𝑘± = (P𝑘±)

2,
при дiї 4-градiєнта на компоненти {|𝑟𝑘⟩}± форму-
ється оператор дотичного пiдпростору T𝑘 за пра-
вилом T𝑘± = ∇P𝑘±. Тодi процес отримання до-
тичного пiдпростору для компонент вектора |𝑟𝑘⟩
можна описати виразом T𝑘±{|𝑟𝑘⟩}±. Покладемо,
наприклад, 𝑘 = 1, i в результатi для T𝑘+{|𝑟𝑘⟩}+
маємо

T1+𝑟
1
1|+⟩1 = (𝜕0+ 𝜕1)𝑟

1
1|+⟩1+

1

2
(𝜕2+ 𝑖𝜕3)𝑟

1
1s2|+⟩1 −

− 1

2
𝑖(𝜕2 + 𝑖𝜕3)𝑟

1
1s3|+⟩1. (29)

Для T𝑘−{|𝑟𝑘⟩}− вираз (29) вiдрiзняється тiль-
ки знаками. Можна отримати розв’язок рiвнян-
ня T1+𝑟

1
1|+⟩1 = 0 для 𝑟11 у факторизованому

виглядi 𝑟11 = 𝑟11(𝑥
2, 𝑥3)𝑤1

1(𝑥
0, 𝑥1). Для рiвняння

T1−𝑟
1
2|−⟩1 = 0 розв’язок вiдповiдає комплексно

спряженому виразу 𝑟1*2 = 𝑟1*2 (𝑥2, 𝑥3)𝑤1*
2 (𝑥0, 𝑥1).

Похiднi 𝜕2 ± 𝑖𝜕3 = 0 визначають умову Кошi–
Рiмана для комплексних функцiй 𝑟11(𝑥

2, 𝑥3) та
𝑟1*2 (𝑥2, 𝑥3), а функцiї 𝑤1

1, 𝑤
1*
2 визначають хвилi

в фiзичних координатах простору-часу 𝑥0 = 𝑐𝑡,
𝑥𝑘 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), якi поширюються в протилежних
напрямах вздовж осi координат 𝑥1. Дiйсно, фун-
кцiї 𝑤1

1, 𝑤
1*
2 можна уявити через їх фур’є-образи

𝑤1
1(𝑡, 𝑥

1) = ℱ{𝜔1𝑡− 𝑘1𝑥
1} та 𝑤1*

2 (𝑡, 𝑥1) = ℱ*{𝜔2𝑡+
+ 𝑘2𝑥

1}. Тодi рiвняння для цих функцiй вигляда-
ють таким чином:

(𝜕0 + 𝜕1)ℱ{𝜔1𝑡− 𝑘1𝑥
1} = (𝜔1/𝑐− 𝑘1) = 0,

(𝜕0 − 𝜕1)ℱ*{𝜔2𝑡+ 𝑘2𝑥
1} = (𝜔2/𝑐− 𝑘2) = 0.

(30)

У цих виразах потрiбно, щоб iснували вiдмiннi
вiд нуля похiднi функцiй 𝑤1, 𝑤

*
2 . Виходячи з цих

виразiв, функцiї 𝑤1, 𝑤
*
2 описують хвильовi про-

цеси 𝑤1
1(𝑥

0, 𝑥1) = 𝑤1
1(𝜔1(𝑡 − 𝑥1/𝑐)), 𝑤1*

2 (𝑥0, 𝑥1) =
= 𝑤1*

2 (𝜔2(𝑡+ 𝑥1/𝑐)). Неважко помiтити, що роз-
клад за власними векторами iнших операторiв має

1 Тут по однакових iндексах робиться пiдсумовування
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структуру розв’язкiв, якi аналогiчнi наведеним ви-
ще. Для цього, в отриманих результатах в компо-
нентах вектора лише слiд змiнити номери коорди-
нат за допомогою циклiчної перестановки. Оскiль-
ки структура диференцiального оператора в (29)
вiдповiдає алгебрi Cl2, маємо 3 модифiкацiї алгебр
Cl2 для опису дотичних пiдпросторiв “задзеркал-
ля” в залежностi вiд напрямку поширення хвильо-
вого процесу. Цей напрямок визначається вибором
базису власних функцiй операторiв s𝑘, в якому
представлений вектор вихiдного простору |𝑟𝑘⟩.
Слiд зазначити, що отриманi результати опи-

сують досить широкий клас хвильових процесiв,
зокрема, рух частинки зi швидкiстю 𝑐 при вiдпо-
вiдному виглядi функцiї 𝑤. В останньому випадку
фiзичний змiст змiнної 𝜔 iстотно змiнюється.

5.2. Формування базису

некомутативної геометрiї

в “задзеркаллi-2”

Дотичний простiр в “задзеркалляi-1”, побудований
для нашого чотиривимiрного простору-часу, пока-
зав iснування трьох хвильових процесiв. Цi проце-
си поширюються у трьох ортогональних напрямах,
якi описуються некомутативною геометрiєю з ал-
геброю Cl2. Для аналiзу виберемо версiю дотично-
го пiдпростору для вектора |𝑟𝑘⟩ у виглядi плоских
хвиль i ⟨𝑟𝑘|𝑟𝑘⟩ = 𝐸

|𝑟𝑘⟩ =
√︂
𝐸

2
exp(𝑖𝑘𝑥𝑘/2)[exp(−𝑖𝜔𝑡/2)|+⟩𝑘 +

+ exp(𝑖𝜔𝑡/2)|−⟩𝑘]. (31)

Цей вираз описує вектор з частотою обертання 𝜔/2
в рiзних базисах власних векторiв операторiв s𝑘. З
виразу (23) випливає, що для (31) автокореляцiйнi
оператори G𝑘 в “задзеркаллi-1” мають вигляд

G𝑖𝑘 =
1

2
𝐸(1+ exp(−𝑖s𝑖𝜔𝑡)s𝑘), (32)

де (𝑖𝑘) = (12), (23), (31), 1 = s0. Замiнюючи експо-
нентний множник в (16) на G = G12 +G23 +G31

для 𝛼 = 0, одержуємо

ℱ0{G} =
𝐸𝑇

2
(3e0 + e1 + e2 + e3), (33)

де виключена перiодична залежнiсть за координа-
тами бiвекторiв 𝑖s𝑘, оскiльки вона не змiнює ви-

гляд сформованих базисних векторiв

e𝛼 =

(︂
s𝛼 0
0 −s𝛼

)︂
, 𝛼 = 0, 1, 2, 3. (34)

За цими результатами можна уявити модель
простору в “задзеркаллi-2” у такий спосiб. Є дис-
кретний 𝑆-простiр дiї у виглядi тривимiрного про-
стору {𝑛1, 𝑛2, 𝑛3}, складеного з кубiчних комiрок з
ребрами розмiром 𝐸𝑇 , якi є координатними осями
бiвекторiв 𝑖s𝑘. Вузли гратки описуються некому-
тативною геометрiєю з базисними векторами (34).
Для 𝛩2 в (16) можна отримати систему базисних
векторiв ℱ2{G} у виглядi

ℱ2{G} =
𝐸𝑇

2
(3e4 + 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3), (35)

де 𝛾𝑘 – матрицi Дiрака в iндексацiї операторiв
дзеркальної симетрiї:

𝛾𝑘 =

(︂
0 s𝑘

−s𝑘 0

)︂
. (36)

Для некласичного процесу обертання покладемо
𝐸𝑇 = ℎ у виразах (33) та (35).

6. Пiдвищення розмiрностi

некомутативної геометрiї

6.1. Перехiд до 4-вимiрної

або 5-вимiрної некомутативної геометрiї

Об’єднання операторiв “дзеркал” s𝑘 та “антидзер-
кал” −s𝑘 в один оператор дзеркальних вiдобра-
жень e𝑘 пiдвищує розмiрнiсть початкового просто-
ру дзеркальних вiдображень. Введемо два компле-
ксних простораℋ𝑎 иℋ𝑏, якi не перетинаються, але
мають спiльну точку 0. В основному представленнi
|𝑟𝑘⟩(𝑘 = 1) проекцiї векторiв цих просторiв можна
записати у виглядi

|𝑟𝑎⟩ = 𝑎(𝑓1|+⟩+ 𝑓2|−⟩)
|𝑟𝑏⟩ = 𝑏(𝑓3|+⟩+ 𝑓4|−⟩),

(37)

де 𝑎, 𝑏 – сталi множники. Об’єднаємо цi просто-
ри ℋ𝑎 ⊕ ℋ𝑏 i побудуємо кореляцiйний оператор
G, який в цьому випадку представлений матрицею
4× 4

G =

(︂
|𝑎|2G11 𝑎𝑏*G12

𝑏𝑎*G21 |𝑏|2G22

)︂
, (38)
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де G𝑘𝑟 представленi матрицями 2 × 2. Дiагональ-
нi оператори G11,G22 описують кореляцiї компо-
нент векторiв в кожному з просторiв ℋ𝑎 та ℋ𝑏, а
G12,G21 – кореляцiю (взаємодiю) цих компонент
мiж ℋ𝑎 та ℋ𝑏. Отже, не тiльки пiдвищується роз-
мiрнiсть початкового простору дзеркальних вiд-
ображень. Для того, щоб перейти до некомутатив-
ної геометрiї, з виразу (38) випливає, що базиснi
вектори (32) мають бути доповненi операторами
симетрiй з недiагональними елементами. Викори-
стовуючи вектор e4 з (35), можна отримати розши-
рення некомутативної геометрiї Cl3 до алгебри Cl4.
Цi алгебри формують 𝑆-простiр дiї в “задзеркаллi-
2”. Для некласичного 𝑆-простору виконуються ко-
мутацiйнi спiввiдношення, якi, у випадку алгебри
Cl3, для бiвекторов i 3-вектора мають вигляд:

e′𝑘 ∧ e′𝑙 =
1

2
[e′𝑘, e

′
𝑙] = ℎ2e𝑘e𝑙,

e′𝑟 ∙ (e′𝑘 ∧ e′𝑙) = ℎ3𝜖𝑘𝑙𝑟e𝑟e𝑘e𝑙,
(39)

де 𝜖𝑘𝑙𝑟 – символ Левi–Чiвiта, i e′𝑘 = ℎe𝑘.

6.2. Перехiд до 6-вимiрного

простору дзеркальних вiдображень

Розглянемо окремо наступний некласичний випа-
док. Зв’яжемо компоненти векторiв в просторах
ℋ𝑎 та ℋ𝑏 𝐽-перетворенням: 𝑓3 = 𝑓2, 𝑓4 = −𝑓1, i по-
кладемо 𝑎 =

√︁
2𝑞
3ℎ , 𝑏 =

√︁
− 2𝑞

3ℎ = 𝑖𝑎, де ±𝑞 – дiйсна

стала, яка асоцiюється з елементарним зарядом.
Як результат ℋ𝑎 ⊕ℋ𝑏, отримаємо шестивимiрний
келеровий многовид вихiдного простору дзеркаль-
них вiдображень для “задзеркалля-2”. В цьому ви-
падку кореляцiйнi блоки в (38) мають вигляд

G11 = 𝛼

(︃
|𝑓1|2 𝑓1𝑓

*
2

𝑓2𝑓
*
1 |𝑓2|2

)︃
,

G12 = 𝛽*

(︃
𝑓1𝑓

*
2 −|𝑓1|2

|𝑓2|2 −𝑓2𝑓*1

)︃
,

G21 = 𝛽

(︃
𝑓2𝑓

*
1 |𝑓2|2

−|𝑓1|2 −𝑓1𝑓*2

)︃
,

G22 = 𝛼

(︃
|𝑓2|2 −𝑓2𝑓*1
−𝑓1𝑓*2 |𝑓1|2

)︃
,

(40)

де 𝛼 = 2𝑞
3ℎ , 𝛽 = 𝑖 2𝑞3ℎ .

Кореляцiю G шестивимiрного простору в “за-
дзеркаллi-2” можна вiдобразити на некомутативну

геометрiю за допомогою крос-кореляцiї K “задзер-
калля-2” та “задзеркалля-3”, що виконується за до-
помогою базисних векторiв e𝛼 та бiвекторiв 𝛾 (34),
(35) з умовами комутацiйних спiввiдношень (39).
Як наслiдок, в “задзеркаллi-3” можна записати 6
векторiв некомутативної геометрiї, якi виглядають
таким чином:

𝛱 = 𝑝0e0+𝑝1e1+𝑝2e2+𝑝4e4+𝑝14𝑖ℎ𝛾1+𝑝24𝑖ℎ𝛾2, (41)

де значення 𝑝𝛼 визначаються за формулою (17) та
є рiвними 𝑝0 = 2𝑞(|𝑓1|2+𝑓2|2); 𝑝1 = 2

3𝑞(|𝑓1|
2−𝑓2|2);

𝑝2 = 2
3𝑞(𝑓1𝑓

*
2 + 𝑓2𝑓

*
1 ); 𝑝4 = 2

𝑖 𝑞(𝑓1𝑓
*
2 − 𝑓2𝑓

*
1 ); 𝑝14 =

= 2
3𝑞(𝑓1𝑓

*
2 + 𝑓2𝑓

*
1 ); 𝑝24 = 2

3 (−𝑞)(|𝑓1|
2 − 𝑓2|2). Усi

компоненти 𝑝𝛼 дiйснi. Координата 𝑝3 = 0. Ця коор-
дината вiдповiдає сумi протилежно орiєнтованих
аксiальних векторiв, якi можна пов’язати з магнi-
тними моментами.

7. Висновки

У статтi не вирiшуються завдання i проблеми те-
орiї струн або некомутативної геометрiї, але роби-
ться спроба знайти спiльне, де вони можуть стика-
тися. Для цього була вибрана чисто фiзична мето-
дика “вiд досвiду” на основi фундаментальної си-
метрiї – дзеркальної симетрiї. Це дозволило ввести
в теорiю “початковий стан”, який може набути ре-
ального фiзичного змiсту.
Дзеркальнi вiдображення i умови збереження

дзеркальних симетрiй – iнверсної та перестанов-
чої симетрiй – взятi за основу методу дослiджень.
Формалiзацiя за допомогою алгебри геометричних
побудов дзеркальних вiдображень на площинi до-
зволила ввести матричнi 2 × 2 оператори дзер-
кальних вiдображень, якi пiдкоряються алгебрi
Клiффорда Cl3 i утворюють базис некомутатив-
ної геометрiї. Компонентами в цьому векторно-
му базисi є автокореляцiї або крос-кореляцiї ком-
понент векторiв вихiдного та дзеркального вiд-
биваного простору. Умови збереження дзеркаль-
них симетрiй визначило появу для базисних ве-
кторiв 𝑛𝐽-перетворення – дискретних обертань на
±𝑛90∘ (𝑛 = 0, 1, 2, ...). На основi цього перетворен-
ня введено своєрiдний континуальний iнтеграл [8],
який за допомогою операцiї дзеркального вiдобра-
ження розширив представлення матричних опера-
торiв до матриць розмiрностi 4×4, а вихiдний про-
стiр дзеркального вiдображення, в загальному ви-
падку комплексний, з 4 до 8 вимiрiв.

124 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2022. Т. 67, № 2



Дзеркальна симетрiя як алгебра операторiв

Фiзичну реалiзацiю описаних математичних ре-
зультатiв необхiдно було шукати в процесах обер-
тання, що виникають при дзеркальних вiдображе-
ннях. Такий розв’язок отриманий для трьох до-
тичних пiдпросторiв в “задзеркаллi-1” в термiнах
фiзичних координат простору-часу. Використан-
ня континуального iнтеграла для суми пiдпросто-
рiв дозволило в “задзеркаллi-2” пiдвищити розмiр-
нiсть базису некомутативної геометрiї до алгебри
Cl4, яка включає матрицi Дiрака як бiвектори ве-
кторної алгебри. Для того, щоб цей результат пере-
творення не залежав вiд енергiї i частоти оберталь-
ного процесу, процес повинен бути некласичним,
тобто має виконуватися спiввiдношення 𝐸 = ℎ𝜈.
У “задзеркаллi-2” була створена модель чотирьо-

хкомпонентного комплексного вектора, який пред-
ставляє шестивимiрний комплексний простiр. У
“задзеркаллi-3” побудовано вiдображення цiєї мо-
делi на шiсть векторiв некомутативної геометрiї
з дiйсними координатами. Цi координати є крос-
кореляцiями компонент векторiв iз “задзеркалля-
2” i дзеркально вiдображених в “задзеркаллi-3”. З
фiзичної точки зору представлену модель можна
розглядати як тетракварк, побудований двома па-
рами кварк-антикварк з рiзних поколiнь кваркiв i
зарядами ± 2

3𝑞. Математичне доповнення показує,
у який спосiб можна зв’язати розглянуту модель з
електромагнiтними полями.

Висловлюю подяку Фонду “Життєлюб” в особi

Юлiї Парко i Андрiю Степенко за допомогу при

роботi над статтею.

ДОДАТОК

Дотичний простiр некомутативної

геометрiї алгебри Cl3

У виразi (41) скористаємося принципом вiдповiдностi

ℎ → 0. В отриманому 4-векторi позначимо його компоненти

як 𝑝0 → 𝐴0, а коварiантнi компоненти 𝑝𝑘 → −𝐴𝑘. Викори-

стовуючи метрику простору Мiньковського, отримуємо в

нових позначеннях

W = 𝐴0e0 +𝐴1e1 +𝐴2e2 +𝐴3e3. (42)

Для 4-градiєнта маємо також

∇ = 𝜕𝛼e
𝛼 = 𝜕0e0 −

3∑︁
𝑘=1

𝜕𝑘e𝑘. (43)

Дотичний простiр будується як внутрiшнiй та зовнiшнiй до-

бутки, представленi антикомутатором i комутатором вiдпо-

вiдно:

∇W = ∇ ∙W +∇∧W =
1

2
[∇,W̄]− +

1

2
[∇,W̄]. (44)

З цього виразу випливає

∇ ∙W = 𝜕𝛼𝐴𝛼e0,

∇∧W = −𝜕0A− grad𝐴0 + rotA = P+B,
(45)

де P – полярний вектор, B – аксiальний вектор, A =

𝐴𝑘e𝑘, grad =
∑︀𝑘=3

𝑘=1 𝜕𝑘e𝑘 i rotA = B – бiвектор з ком-

понентами 𝜕𝑘𝐴
𝑟 − 𝜕𝑟𝐴𝑘; 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3.
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MIRROR SYMMETRY

AS AN ALGEBRA OF OPERATORS

IN NONCOMMUTATIVE GEOMETRY OF SPACE-TIME

The analysis of the geometric and algebraic properties of mir-

ror mappings allowed the latter to be used as the operator al-

gebra of a noncommutative geometry. The coordinates of the

noncommutative geometry are auto- or cross-correlation coor-

dinates in the mirror-mapped spaces. A particular case of the

six-dimensional Kähler manifold which is mapped on the non-

commutative geometry with the vector Clifford algebra Cl4 has

been considered. This mapping corresponds to a tetraquark

composed from two quark–anti-quark pairs with the charges

± 2
3
𝑞 taken from different generations.

Ke yw o r d s: mirror symmetry, noncommutative geometry,

Clifford algebra, correlation.
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