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Принципово оцiнено роль процесiв випромiнювання з урахува-
нням його перенесення щодо вiдхилення вiд рiвноважного ста-
ну щiльної електродугової плазми атмосферного тиску. Задачу
розглянуто на прикладi електричної дуги цилiндричної форми,
стабiлiзованої стiнкою. Розв’язок отримано у варiантi критерiю
застосовностi припущення локальної термодинамiчної рiвнова-
ги з урахуванням ролi процесiв перенесення випромiнювання
у плазмi та його втрат. Данi числового моделювання доводять
наявнiсть ефектiв вiдхилення вiд рiвноважного розподiлу засе-
лення мiж резонансними та основним енергетичними рiвнями
атомiв мiдi в умовах, що моделюють стан плазми в атмосфер-
нiй електричнiй дузi мiж плавкими мiдними електродами.

1. Роль процесiв випромiнювання у
порушеннi рiвноважного стану плазми

В абсолютнiй бiльшостi публiкацiй з фiзики плазми
та газового розряду вважається, що плазма електри-
чної дуги при тиску p ≥ 1 атм перебуває у станi
локальної термодинамiчної рiвноваги (ЛТР). На тер-
мiнологiчному рiвнi цьому вiдповiдає вiднесення цiєї
плазми до так званої термiчної [1]. Припущення ЛТР
дозволяє значно спростити математичний апарат для
визначення властивостей плазми, оскiльки всi вони
в кожному елементарному об’ємi в цьому випадку є
функцiєю тiльки двох термодинамiчних параметрiв –
наприклад, температури T i концентрацiї частинок.
Зокрема заселеностi збуджених рiвнiв плазмоутворю-
ючих частинок визначаються рiвнянням Больцмана:

n0
k = n0

i (gk/gi) exp(−ΔEik/T ), (1)

де n – концентрацiя атомiв у верхньому k та нижньо-
му i станах (верхнiй iндекс “0” вказує на рiвноважне
значення), gk i gi – статистичнi ваги цих рiвнiв, ΔEik
– енергiя збудження.

Визначальним для рiвноважної системи є принцип
детальної рiвноваги: кожний елементарний процес
зрiвноважений точно протилежним зворотним проце-
сом [2, 3]. Наприклад, заселенню збуджених енерге-
тичних станiв атома у зiткненнях з електронами у
плазмi вiдповiдає зустрiчний процес їхньої дезакти-
вацiї в непружних зiткненнях цих же частинок [4]. У
цьому випадку принципу детальної рiвноваги вiдпо-
вiдає спiввiдношення

n0
kωki = n0

iωik, (2)

де ω – частота збудження та дезактивацiї атомiв мiж
цими станами. Частота ωik актiв збудження стано-
вить

ωik = Neqik(kT/me)1/2 exp(−ΔEik/kT ), (3)

деNe – концентрацiя електронiв, qik – середнє значен-
ня перерiзу збудження, k – стала Больцмана, T – тем-
пература, me – маса електрона. Процес можливий,
якщо кiнетична енергiя електрона перевищує енергiю
збудження ΔEik.

Строго кажучи, термодинамiчна рiвновага власти-
ва лише замкненим системам. Для електродугової
плазми, яка є вiдкритою системою принаймнi щодо
втрат випромiнювання, справедливiсть ЛТР у зви-
чайних припущеннях вiдповiдає тiй обставинi, що
процеси зiткнення заселення кожного енергетичного
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стану в зiткненнях значно переважають над випромi-
нювальними процесами їх дезактивацiї, iншими сло-
вами, це припущення є прийнятним тiльки для щiль-
ної плазми.

Як правило, найскладнiше виконати умови пiдтри-
мання ЛТР для резонансних переходiв плазмоутво-
рюючих частинок. Дiйсно, з рiвняння стану Саха ви-
пливає, що максимум iонiзацiї частинок певного сор-
ту та заряду досягається при характернiй темпера-
турi T ∗ ∼ 0,1Ei, де Ei – потенцiал iонiзацiї цих ча-
стинок. З iншого боку, енергiя збудження резонан-
сного рiвня ΔE0r для бiльшостi газiв становить (0,7–
0,8)Ei, а для бiльшостi металiв, якi використовують
у плазмових технологiях – (0,4–0,5)Ei [5]. Таким чи-
ном, при температурi T ∗ у плазмi присутня вiдносно
незначна кiлькiсть електронiв, енергiя яких доста-
тня для збудження резонансного рiвня з основного,
враховуючи характер максвелiвського розподiлу їх за
швидкостями (див. (3)). Навпаки – iнтенсивнiсть ре-
зонансних лiнiй є, як правило, найвищою, оскiльки iн-
тенсивнiсть ε лiнiї випромiнювання визначається за-
селенiстю верхнього рiвня nk вiдповiдного спектраль-
ного переходу

ε = Akigknk/λki, (4)

де Aki – iмовiрнiсть спектрального переходу λki. Для
резонансного переходу при температурi T ∗ цi заселе-
ностi є найбiльшими, як найбiльшими є i значення A.

У результатi незбалансованої дiї цих факторiв кон-
центрацiя електронiв N∗e , при якiй досягається ЛТР в
оптично тонкiй плазмi, (наприклад, водню), виявляє-
ться занадто великою (близько N∗e ∼1018 см−3), щоб
реалiзуватись у бiльшостi практичних випадкiв.

Однак, як правило, в електричнiй дузi атмосферно-
го тиску характерна довжина 〈l〉 пробiгу резонансних
фотонiв у максимумi лiнiї випромiнювання є значно
меншою, нiж типовий радiус дуги. Для її оцiнки мо-
жна використати спiввiдношення

〈l〉 = κ−1
0 , (5)

де κ0 – коефiцiєнт поглинання у центрi спектральної
лiнiї; вiн визначається заселенiстю нижнього рiвня ni:

κ0 = (1− gink/gkni)pfikλ2
kini/Δλ. (6)

Тут p – числовий коефiцiєнт, f – сила осцилято-
ра для вiдповiдного переходу, Δλ – ширина контуру
спектральної лiнiї на половиннiй висотi. Множник у
дужках описує вимушене випромiнювання, яке слiд
ураховувати, якщо верхнiй рiвень є заселеним (як

правило, у роботах з перенесення випромiнювання
раннього перiоду [4, 6, 7] вiн не розглядався). Якщо λ
i Δλ вимiрюють в нм, а n – в см−3, то числове значе-
ння p у формулi (6) становить 8,19·10−20 для конту-
ру Гауса i 5,63·10−20 – для Лоренца [8]. Безрозмiрна
величина f пропорцiйна iмовiрностi переходу (A – в
c−1, а λ – в нм):

Aki = 6, 66 · 1013gifik/
(
gkλ

2
ki

)
. (7)

Для плазми атмосферного тиску у воднi, гелiї, азо-
тi та аргонi при характернiй температурi T ∗ довжи-
на пробiгу резонансного випромiнювання згiдно з (4)
становить 〈l〉 ∼ 10−4 см, а в мiднiй плазмi при вмi-
стi парiв мiдi 1% – 10−2 см для резонансних лiнiй
атома мiдi 324,7 i 327,4 нм [5]. Їхнє самопоглинання
ефективно знижує роль випромiнювальної дезактива-
цiї збуджених рiвнiв, вiдповiдно знижуючи також по-
рiг концентрацiї електронiв N∗e , за якого досягається
ЛТР в оптично щiльнiй однорiднiй плазмi. У кiль-
кiсному вiдношеннi останнє характеризується введе-
нням ефективної ймовiрностi радiацiйного переходу
A∗r0, яка враховує самопоглинання випромiнювання у
плазмi:

A∗r0 = Ar0θ (r) , (8)

де Ar0 – ймовiрнiсть резонансного радiацiйного пере-
ходу, а θ(r) – виходу резонансного фотона з точки r
за межi плазми без поглинання.

Визначальний вплив резонансного переходу на
стан рiвноваги плазми зумовлює поширення так зва-
ної дворiвневої моделi атома з двома енергетичними
рiвнями – основним 1 та збудженим 2. У стацiонар-
ному випадку баланс заселеностi збудженого рiвня в
цiй моделi можна подати у такому виглядi:

n1ω12 = n2ω21 + n2A
∗
21. (9)

Узагалi-то, вiдхилення вiд рiвноважного значення
зручно описувати на основi вiдносної заселеностi рiв-
нiв [4]:

yk = nk/n
0
k. (10)

Пiдставляючи в (9) вирази (2) i (10), одержуємо ба-
зове спiввiдношення

y1 = y2(1 +A∗21/ω21). (11)

Очевидно, що критерiєм вiдносної рiвноваги двох ста-
нiв (тобто yk ≈ yl) або y2 ≈ y1 ≈ 1 у випадку дворiв-
невої моделi є нерiвнiсть

A∗21/ω21 � 1, (12)
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iнакше кажучи, переважання процесiв зiткнень, якi
вiдновлюють рiвновагу, над радiацiйними, що її по-
рушують.

Далi ми поширюємо iдеологiю дворiвневої моделi
на розгляд енергетичного переходу не тiльки з резо-
нансного рiвня на основний, але й на метастабiльний,
розглядаючи, таким чином, фактично трирiвневу си-
стему. Проте в рамках критерiального пiдходу, де до-
слiджуються незначнi вiдхилення вiд рiвноважного
стану, це цiлком можливо. Рiзниця тiльки полягає в
тому, що в цьому випадку заселенiсть нижнього рiвня
для спектральних переходiв мiж резонансними та ме-
тастабiльними енергетичними рiвнями визначається з
розподiлу Больцмана (1), оскiльки у прийнятих вище
припущеннях вiдсутня фiзична причина для їх нерiв-
новажностi. Надалi, якщо ми конкретно розглядаємо
трирiвневу систему, то вживаємо вiдповiднi iндекси
“0”, “m” i “r”, а якщо загальну дворiвневу – то цифро-
вi iндекси “1” i “2”.

Не можна вважати, що вплив випромiнювальних
переходiв мiж резонансними та метастабiльними рiв-
нями матиме вирiшальний ефект з точки зору вiд-
хилень системи вiд стану ЛТР. Проте вiдповiднi їм
спектральнi лiнiї лежать у видимiй областi спектра i
є досить доступними для дослiдницьких цiлей. Зокре-
ма, одна з цих лiнiй, 510,5 нм – одна з найбiльш попу-
лярних в оптичнiй дiагностицi мiдної електродугової
плазми [5, 9].

Критерiальнi пiдходи щодо встановлення ЛТР у
плазмi з точки зору втрат випромiнювання були вве-
денi ще Г. Грiмом [10 (гл. 6)]. Для того, щоб ЛТР
виконувалась з точнiстю 10%, швидкостi процесiв, по-
даних у вiдношеннi (12), повиннi вiдрiзнятися на по-
рядок.

Фактично все, що обговорювалось вище стосовно
ролi самопоглинання випромiнювання вiдноситься до
температурно-однорiдної плазми. Однак у випадку
неоднорiдної плазми самопоглинання випромiнюва-
ння може привести до протилежного ефекту. Дiй-
сно, випромiнювання, яке надiйшло вiд бiльш гаря-
чих областей плазми та поглинулось у деякiй точцi
спостереження r > 0, може не тiльки компенсувати
втрати енергiї випромiнюванням, але й зумовити зво-
ротний ефект: перевищення у цiй точцi заселення збу-
дженого рiвня по вiдношенню до рiвноважного. Його
межею є рiвень заселення, що вiдповiдає значенню
температури на осi дуги.

Експериментально нерiвноважнiсть плазми у вiль-
но пiдтримуванiй електричнiй дузi мiж плавкими мi-
дними електродами в атмосферi в результатi перене-
сення резонансного випромiнювання атомiв мiдi спо-

стерiгали у роботi [9]. Пiзнiше було запропоновано
просту модель такої нерiвноважностi, яка вiдповiд-
ає заселенню резонансного рiвня атома мiдi вздовж
радiуса дуги з температурою, характерною для осьо-
вої областi дуги (що вiдповiдає перезаселенню резо-
нансного рiвня на периферiї дуги, де локальна тем-
пература є меншою, нiж на осi) [11]. Його аналогом
на рiвнi макросвiту є ефект камiна – нагрiвання пре-
дметiв в умовах зовсiм холодної кiмнати внаслiдок
поглинання теплового випромiнювання [12].

Як випливає з вищенаведених матерiалiв (див.
формули (3), (4) i супровiдний текст), нерезонансне
випромiнювання не виступає суттєвим фактором що-
до ефектiв, пов’язаних з перенесенням випромiнюва-
ння. Якщо продовжити аналогiї на рiвнi макросвiту,
то для випромiнювання з вищих рiвнiв найближчим
є ефект свiчки: свiтить та не грiє.

У цьому припущеннi, як було показано, може дося-
гатися ефект “просвiтлення” каналу електричної ду-
ги – зменшення його опору протiканню електричного
струму [11–13]. Фiзичною причиною останнього є ефе-
ктивне зменшення потенцiалу iонiзацiї плазмоутво-
рюючих атомiв на периферiї дуги в результатi пере-
заселення в цiй областi резонансних рiвнiв атомiв. Та-
ким чином, для подальших практичних застосувань
важливо строго враховувати явище перенесення ви-
промiнювання у плазмi та його вплив на вiдхилення
стану плазми вiд рiвноважного. Розвитку цього на-
прямку дослiдження плазми електричної дуги при-
свячено дану роботу.

Нижче наведено розрахунки, що дозволяють прин-
ципово оцiнити роль процесiв випромiнювання щодо
вiдхилення вiд рiвноважного стану щiльної низько-
температурної плазми. На цьому етапi розгляду про-
блеми розв’язок задачi знаходиться у варiантi крите-
рiю застосовностi ЛТР з урахуванням ролi процесiв
випромiнювання у плазмi та його втрат. Така поста-
новка дещо спрощує задачу, оскiльки подiбно до [10]
дозволяє обмежитись припущенням про рiвноважний
стан плазми при її розв’язку.

Об’єктивним недолiком цього пiдходу є iндикатив-
ний характер отримуваного результату, який конста-
тує стан вiдхилення вiд рiвноважного стану плазми,
проте не дозволяє кiлькiсно визначити рiвень цього
вiдхилення.

2. Постановка задачi та метод розв’язку

Урахування процесiв перенесення випромiнювання,
на вiдмiну вiд перенесення речовини, термодинамiчнi
параметри якої змiнюються неiстотно на довжинах

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №3 313



В.А. ЖОВТЯНСЬКИЙ, Ю.I. ЛЕЛЮХ, Я.В. ТКАЧЕНКО

порядку вiльного пробiгу частинок цiєї речовини, ви-
кликає значнi складнощi, зумовленi рiзкою залежнi-
стю довжини пробiгу фотонiв вiд частоти. Дiйсно, ви-
раз (5) записаний для центра спектральної лiнiї з ча-
стотою ν0. Проте, для частот ν за її межами локальнi
значення коефiцiєнта поглинання κ = f(ν – ν0) про-
бiгають всю область значень 0 < κ < κ0. Їм вiдпо-
вiдає зростання локальних значень 〈l〉 згiдно з (5).
Тому можливим є значний взаємний вплив навiть до-
волi вiддалених елементарних об’ємiв плазми чи на-
вiть поглинання випромiнювання за межами власне
каналу дуги, зважаючи на те, що знайдуться значе-
ння 〈l〉, якi є розмiрнi з вiдстанню мiж ними (ура-
ховуючи, звичайно, фактор тiлесного кута, в якому
поширюється згадане випромiнювання або, iншими
словами, вiдстанi мiж згаданими елементарними об’-
ємами). Власне, таке самопоглинання стало першо-
причиною перенаселення й збуджених рiвнiв атомiв
мiдi за межами каналу дуги в експериментi [9].

Неможливiсть введення характерної довжини про-
бiгу фотонiв не припускає використання дифузiйного
наближення, а для адекватного математичного опи-
су процесiв перенесення випромiнювання недостатньо
диференцiальних спiввiдношень. Тут доводиться пе-
реходити до iнтегральних рiвнянь, що враховують
взаємний вплив процесiв у всьому об’ємi плазми.

Динамiку заселеностi резонансного рiвня атома
n2(r, t) у дворiвневiй моделi, яка визначається пе-
реходами на основний стан та з нього, ураховуючи
також процеси радiацiйного перенесення збудження,
можна подати так [4]:

∂n2(r, t)
∂t

= −n2(r, t)A21 − n2(r, t)ω21+

+n1ω12 +
∫
V

n2(r′, t)A21K (|r − r′|) dr′. (13)

Тут iнтегральний член ураховує радiацiйне перене-
сення випромiнювання, а ядро K (|r − r′|) виступає
як ймовiрнiсть того, що резонансний фотон, випро-
мiнений iз довiльної точки r′, поглинеться в об’ємi з
координатою r:

K(ρ) = − 1
4πρ2

df(ρ)
dρ

, ρ ≡ |r − r′| . (14)

Множник (4πρ2)−1 видiляє тi фотони, якi поширюю-
ться вiд dr′ у напрямку dr (iншими словами – визна-
чає тiлесний кут), а f(ρ) – ймовiрнiсть проходження
частинкою вiдстанi ρ без поглинання та розсiювання:

f(ρ) =
∫
εν exp(−kνρ)dν, (15)

де εν – нормований на одиницю розподiл за частота-
ми фотонiв, який визначається формою контуру лiнiї
випромiнювання, а iнтенсивнiсть останньої – заселе-
нiстю верхнього рiвня (цьому факту вiдповiдає на-
явнiсть множника n2 у пiдiнтегральному виразi (13),
kν – спектральний коефiцiєнт поглинання. Конкре-
тний вигляд f(ρ) залежить вiд форми лiнiй погли-
нання та випромiнювання, тобто вiд kν , εν . Однак,
з урахуванням згаданих вище обставин, ця функцiя
не є експоненцiальною – як це вiдбувається у проце-
сах перенесення речовини – й спадає зi зростанням ρ
суттєво повiльнiше [4]. У (14) множник df(ρ)/dρ ура-
ховує ослаблення пучка фотонiв на шляху вiд r′ до
r та ймовiрнiсть поглинання в dr тих фотонiв, що до
нього долетiли.

Слiд наголосити, що вираз для f(ρ), записаний у
формi (15), є значним спрощенням для плазмового
середовища, оскiльки вiн, фактично, передбачає по-
стiйнiсть спектрального коефiцiєнта поглинання kν .
По сутi ж, особливо для неоднорiдної електродугової
плазми, вiн є функцiєю вiд радiальної координати.

Виконавши операцiю диференцiювання в (14),
одержимо

K(ρ) = (4πρ2)−1

∫
ενkν exp(−kνρ)dv. (16)

Хоча K(ρ) згiдно з асимптотичною поведiнкою ймо-
вiрностi f(ρ) спадає повiльно, iнтеграл вiд K(ρ),
взятий по нескiнченному об’єму, дорiвнює одиницi.
Останнє випливає з фiзичного змiсту задачi.

Для випадку стацiонарних процесiв рiвняння (13)
зручно записати з урахуванням (10) для приведеної
заселеностi збудженого стану:

y2(r) = (1 + β)−1

∫
V

y2(r′)K (|r − r′|) dr′ + β/(1 + β).

(17)

Тут уведено позначення

β = ω21/A21 (18)

i використано спiввiдношення мiж ω12, ω21, яке ви-
пливає з принципу детальної рiвноваги (2); прийнято
також, що значення n0

2 не залежить вiд координат.
Останнє є iстотним спрощенням задачi, що розгля-
дається, але й доволi серйозним наближенням. Воно,
фактично, полягає в тому, що значення n1 ≈ Na ∼
T−1, якi визначаються з рiвняння для парцiального
тиску парiв мiдi:

[Na + (1 + xCu)Ne]kT = xCup, (19)
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де p – атмосферний тиск, а xCu – вмiст мiдної пари
у плазмоутворюючiй сумiшi, замiнюється спiввiдно-
шенням, яке вiдповiдає рiвнянню Больцмана n1 ∼
n0

2 exp(ΔE12/T ) = const. Проте його прийнятнiсть
для наближених обчислень випливає з теореми про
середнє для визначеного iнтеграла.

Пошук аналiтичного розв’язку рiвняння радiацiй-
ного перенесення є складною задачею. В тих рiдкi-
сних випадках, коли навiть вдається отримати аналi-
тичний розв’язок, вiн виявляється досить громiздким
[6]. Тому особливе значення мають чисельнi методи
розв’язку подiбних задач.

Л.М. Бiберманом був запропонований [7] простий
наближений метод розв’язку рiвняння (17). При цьо-
му вважається, що навiть при сильнiй залежностi
n2(r) вiд радiальної координати величина, яка хара-
ктеризує локальне порушення рiвноваги, може змi-
нюватись досить слабо. Це є ще одним наближенням,
проте воно дає можливiсть винести y2(r′) за знак iн-
теграла, приписавши цiй величинi значення y2(r):

y2(r′) = y2(r). (20)

Тодi (17) перетворюється на алгебраїчне рiвняння,
з якого можна отримати такi наближенi результати
(позначенi значком “тильда”):

ỹ2(r) =
β(r)

θ(r) + β(r)
, (21a)

ñ2(r) = n1ω12/(ω21 +A21θ(r)), (21b)

θ(r) = 1−
∫
V

K (|r − r′|) dV ′. (21c)

Останнiй з цих виразiв вiдповiдає ймовiрностi вильо-
ту фотона з точки r за межi плазми без поглинання,
введенiй у спiввiдношеннi (8). Тут iнтегрування здiй-
снюється по всьому об’єму дуги, а його результат ви-
значає, яка частина випромiнювання поглинулась у
цьому об’ємi. Таким чином, вплив скiнчених значень
оптичної щiльностi враховується ефективною ймовiр-
нiстю спонтанного випромiнювання A∗21; з її зменше-
нням зростає обернена величина τеф = (A∗21)

−1, яку
називають ефективним часом життя збудженого рiв-
ня. Тому це наближення часто називають методом
ефективного часу життя.

Цей метод було успiшно використано (див. [4])
для розв’язку низки задач у випадку температурно-
однорiдної плазми, для якого є справедливими вирази

(15) i, вiдповiдно, (16). У цьому варiантi 0 ≤ θ(r) < 1
i цiлком вiдповiдає категорiї iмовiрностi.

Якщо залежнiсть вiд координат коефiцiєнта погли-
нання κν пов’язана лише з кiлькiстю поглинаючих
атомiв за умов незмiнностi контурiв спектральних лi-
нiй, тобто κν= an1(r), де a – коефiцiєнт пропорцiй-
ностi, то в цьому випадку можна ввести у розгляд
оптичну товщу для її використання в рiвняннi (13):

r′∫
r

kν(r′′)dr′′ = t′ − t, dt = an1(r̄)dr̄ (22)

як нову систему координат, в якiй, зокрема, залиша-
ється справедливим метод ефективного часу. Проте
ця задача не дозволяє виявляти специфiчнi ефекти у
плазмi, зумовленi згаданою вище розбiжнiстю хара-
ктерних довжин пробiгу резонансного випромiнюва-
ння.

На вiдмiну вiд цього ми шукаємо розв’язок задачi
(13) у варiантi неоднорiдного середовища. При цьому
залишається справедливим загальний вигляд розв’яз-
ку (21), проте у виразi (21b), розглядаємо таке ядро
K(r′, r), яке включає iнтегрування щодо впливу са-
мопоглинання уздовж кожного променя:

K(r′, r) =
1
4π

∞∫
0

kν(r′)εν(r′)
|r− r′|2

exp[−
r′∫

r

kν(r′′)dl]dν. (23)

Тут у показнику експоненти фiгурує контурний iнте-
грал уздовж променя, що з’єднує точки з координа-
тами r i r′. Вважаємо також, що плазма зосереджена
в довгому цилiндричному об’ємi радiуса R.

Тепер, з огляду на залежнiсть коефiцiєнта поглина-
ння в лiнiї в iнтегральному ядрi (23) вiд температури,
яка є функцiєю координат, величинi θ(r), на вiдмiну
вiд [4] не надається простого ймовiрнiсного змiсту, i
вона може мати як додатне, так i вiд’ємне значення
[6]. Тут цей параметр ураховує вплив двох iмовiрнi-
сних процесiв, якi мають, проте, протилежний ефект
на заселенiсть енергетичного рiвня в локальному об’-
ємi плазми: зменшення заселеностi внаслiдок втрат
випромiнювання з цього об’єму i збiльшення – вна-
слiдок поглинання випромiнювання з iнших областей
плазми, якщо вони мають вищу температуру. Проте
вираз A21θ(r) все одно дає наближене значення ди-
вергенцiї потоку фотонiв у точцi.

Iз виразу (21а) випливає, що умовою близькостi
y2(r) до одиницi, тобто внутрiшньо несуперечним з
припущенням (20) критерiєм виконання ЛТР, є

|θ(r)/β(r)| � 1. (24)
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Згiдно з [6] ця умова ЛТР даватиме правильний
результат, якщо вона виконується в усьому об’ємi,
зайнятому плазмою. Зважаючи на спiввiдношення (8)
i (18), критерiй (24) є еквiвалентним узагальненням
умови iснування ЛТР у плазмi з урахуванням тiль-
ки втрат на випромiнювання (12) у такiй мiрi, в якiй
можна вважати еквiвалентними за змiстом значення
θ(r) у випадках втрат випромiнювання та його пере-
несення.

Для знаходження чисельного значення iнтеграла у
виразi (21b) зручно перейти до локальної сферичної
системи координат, пов’язаної з точкою спостереже-
ння r:

I =
1
4π

∞∫
0

∫∫∫
V

kν(r′)εν(r′)
|r− r′|2

exp[−
r′∫

r

kν(r′′)dl]dV ′dν =

=
1
4π

∞∫
0

2π∫
0

π∫
0

R(ϕ)∫
0

kν(ρ)εν(ρ)
ρ2

×

× exp[−
ρ∫

0

kν(t)dt]ρ2 sin(θ) dρ dθ dϕ dν, (25)

де I =
∫
V

K(r′, r)dV ′, ρ = |r− r′|, 0 ≤ ρ < ∞. Ви-

ходячи iз симетрiї задачi, розширимо межi iнтегру-
вання по частотi та виконаємо замiну змiнних ω =
(ν − ν0)/Δν(r):

I =
1
π

∞∫
−∞

π∫
0

π/2∫
0

R(ϕ)∫
0

kν(ρ)εν(ρ)×

× exp[−
ρ∫

0

kν(t)dt] sin(θ) dρ dθ dϕ dω. (26)

Послiдовною замiною змiнних ρ = ρ′/ sin(θ); ρ′ =
ρ′′/ sin(θ) цей iнтеграл приводиться до вигляду

I =
1
π

∞∫
−∞

π∫
0

π/2∫
0

r0(ϕ)∫
0

kν(ρ)εν(ρ)×

×
exp[−

ρ′′∫
0

kν(t)dt/ sin2(θ)]

sin(θ)
dρ′′ dθ dϕ dω, (27)

де r0(ϕ) знаходиться зi спiввiдношення R2 = r2 +
r20(ϕ) − 2rr0(ϕ) cos(π − ϕ), R – радiус дуги. По су-
тi, r0(ϕ) – проекцiя радiуса вектора, що виходить з
точки r i пробiгає внутрiшню поверхню цилiндра, на
полярну площину (θ = π/2). З огляду на iнтегральне
представлення функцiї Бесселя третього роду уявно-
го аргументу (функцiї Макдональда) маємо

π/2∫
0

exp[−z/ sin2(θ)]
sin(θ)

dθ =
1
2

exp
(
−z

2

)
K0

(z
2

)
,

остаточно одержимо

I =
1
2π

∞∫
−∞

π∫
0

r0(ϕ)∫
0

kν(ρ)εν(ρ)×

× exp
(
−Z

2

)
K0

(
Z

2

)
dρ′′ dϕ dω, (28)

де

Z =

ρ′′∫
0

kν(t)dt. (29)

Ураховуючи необмеженiсть функцiї Макдональда в
околi нуля, для iнтегрування по приведеному радi-
усу використовувалось асимптотичне представлення
функцiї Макдональда. А саме, знаходився iнтеграл
вiд рiзницi функцiї K0 (z) та її асимптотичного пред-
ставлення K0(t) ≈ − ln

(
t
2

)
− γ

2 , де γ – стала Ейлера.
Оскiльки останнiй iнтеграл береться у квадратурах в
околi нуля, значення iнтеграла I з рiвняння (28) вiд-
новлювалось як сума обчисленого значення рiзницi
функцiй i аналiтичного значення iнтеграла вiд асим-
птоти. Для iнтегрування застосовувався метод трапе-
цiй на рiвномiрнiй сiтцi.

3. Спектральнi характеристики плазми

У таблицi наведено перелiк спектральних лiнiй ато-
ма мiдi, випромiнюваних з обох резонансних рiвнiв
Ek = 3,79 еВ i Ei = 3, 82 еВ та їх спектроскопiчнi
параметри. Частина цих лiнiй у ролi нижнього рiвня
спектрального переходу має основний рiвень, частина
– метастабiльнi рiвнi Ei = 1,39 eB i Ei = 1, 64 еВ. Для
принципової оцiнки ролi ефектiв перенесення випро-
мiнювання щодо вiдхилення плазми вiд стану ЛТР,
дослiдження проводяться по вiдношенню до пари та-
ких спектральних лiнiй 327,3 нм та 510,5 нм. У якi-
сному вiдношеннi результати цих дослiджень можуть
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бути поширеними i на iншi групи резонансних лiнiй,
оскiльки сили осциляторiв у них iстотно не вiдрiзня-
ються мiж собою.

В електричнiй дузi температура змiнюється в ши-
рокiй областi – вiд плазмової до температури внутрi-
шньої поверхнi стабiлiзуючої стiнки або до нормаль-
них умов, якщо дуга пiдтримується в атмосферно-
му повiтрi. Вiдповiдно, уздовж радiуса дуги є iстотно
розбiжними локальнi випромiнювальнi (4) та погли-
нальнi (6) властивостi плазми, а також переважаю-
чими тi чи iншi механiзми розширення спектральних
лiнiй. Характерними для цих механiзмiв є двi основ-
нi групи контурiв спектральних лiнiй [8]: Гауса (вiн
вiдповiдає ефекту Допплера)

εν(r) = εD0 (r)p exp[−(Δν/ΔνD(r))2], (30a)

κν(r) = κD
0 (r) exp[−(Δν/ΔνD(r))2] (30b)

та дисперсiйний (або Лоренца):

εν(r) = εL0 (r)p[1 + (Δν/ΔνL(r))2]−1, (31a)

κν(r) = κL
0 (r)[1 + (Δν/ΔνL(r))2]−1, (31b)

де Δν = ν – ν0, а εL,D0 (r) i kL,D
0 (r) – значення ви-

промiнювальної здатностi та коефiцiєнта поглинання
у центрi лiнiї; ΔνL,D(r) – ширини лiнiй випромiню-
вання та поглинання для контурiв Лоренца та Гауса
вiдповiдно. Значення коефiцiєнта p у формулах (30а)
i (31а) визначається з умови їх нормування до зна-
чення (4) при iнтегруваннi по частотах i неiстотно
вiдрiзняються мiж собою для рiзних видiв контурiв;
саме тому розрiзняються також значення p у виразах
для kL,D

0 (r) згiдно з (6).
У практичнiй спектроскопiї, зазвичай, використо-

вують шкалу довжин хвиль випромiнювання, для ши-
рини лiнiй в якiй справедливим є спiввiдношення

Δλ = (c/ν2)Δν. (32)

Резонанснi спектральнi лiнiї атома мiдi та їх спектро-
скопiчнi параметри

Лiнiя, нм Ek, eВ gk Ei, eВ gi Δλ∗s , нм f
(при Ne = 1017 cм−3) [15]

324,7 3,82 4 0 2 0,430
510,5 3,82 4 1,39 6 0,021 0,0051
570,0 3,82 4 1,64 4 0,026 0,0011
327,3 3,79 2 0 2 0,220
578,2 3,79 2 1,64 4 0,027 0,0042

Контур Допплера визначається тепловим рухом ато-
мiв. Його ширина

ΔλD = 7, 16 · 10−7λ0

√
T/µ, (33)

де µ – атомна вага, T – температура, К. Для µ ≈ 64
та λ0 = 500 нм ΔλD становить ∼ 0,77·10−3 нм при T=
300 К i ∼ 3,7·10−3 нм при T = 7·103 К.

Контур Лоренца спектральної лiнiї описує як при-
родне розширення лiнiї, так i внаслiдок процесiв зi-
ткнення. Перше з них зумовлюється кiнцевим часом
життя τk i τi енергетичних станiв атома, мiж яким
випромiнюється спектральна лiнiя. Для кожної з лi-
нiй, якi випромiнюються з резонансних рiвнiв, цей час
τr визначається сумою ймовiрностей спонтанних пе-
реходiв з даного резонансного рiвня на основний та
метастабiльнi (якщо їх кiлька) рiвнi:

τ−1
r = τ−1

r0 + τ−1
rm1 + τ−1

rm2 + . . . = Ar0 +Arm1 +Arm2+...,

(34)

а вiдповiдне розширення лiнiї як

ΔλLn = λ2
0/(2πτrc) = (Ar0 +Arm1 +Arm2+...)λ2

0/(2πc).
(35)

Для спектральних лiнiй 510,5 i 324,7 нм, якi випро-
мiнюються iз одного з резонансних рiвнiв атома мiдi
Er = 3,82 еВ (див. таблицю), ΔλLn становить 0,5·10−5

нм, тобто вона на один-два порядки менша, нiж доп-
плерiвська ширина.

Розширення спектральних лiнiй внаслiдок проце-
сiв зiткнення зумовлюється порушеннями їх монохро-
матичностi в результатi зiткнень випромiнюючої ча-
стинки з нейтральною або зарядженою компонентою
плазми. У першому випадку [8]:

ΔλLg = 6, 6 · 105σ2pλ2
0(µT )−1/2, (36)

де σ2 – ефективний перерiз зiткнень (см2), p – тиск
(мм рт. ст.), λ0 – в нм. При тиску p = 1 атм, σ = 5·10−8

см, µ ≈ 30, T = 1000 К, ΔλLg становить ∼ 2·10−3 нм,
тобто є значно бiльшою, нiж природна, i порiвняною
з допплерiвською шириною при її найбiльшому зна-
ченнi.

Насамкiнець, найбiльшим ефектом щодо розшире-
ння лiнiй внаслiдок процесiв зiткнення, якщо його
вiдносити до концентрацiї частинок, що зумовлюють
зiткнення, є штаркiвський механiзм [14]. У цьому ви-
падку у ролi параметрiв розширення Δλsрезонансних
лiнiй атома мiдi, нижнiй рiвень яких є метастабiль-
ним, ми зупинились на даних Р. i Н. Коневичiв [15]

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №3 317



В.А. ЖОВТЯНСЬКИЙ, Ю.I. ЛЕЛЮХ, Я.В. ТКАЧЕНКО

(див. таблицю). У свiй час [16] ретельно проаналiзова-
но сукупнiсть публiкацiй щодо цього параметра для
iншої спектральної лiнiї, яка широко застосовується
в дiагностицi мiдної плазми – 515,3 нм. На основi по-
рiвняння доступного масиву даних (якi характеризу-
ються розбiжнiстю результатiв на порядок величини)
з власними експериментальними результатами ми зу-
пинились тодi на даних [15] i використовуємо їх тут i
для лiнiї 510,5 нм як такi, що отриманi на єдинiй ме-
тодологiчнiй основi. Вони нормалiзованi до величини
концентрацiї електронiв у плазмi Ne = 1017 cм−3; їх
реальний ефект можна оцiнити з виразу

ΔλLs = 10−17NeΔλ∗s, (37)

де Ne – в cм3, а Δλ – в нм. Iншi данi залучено з довiд-
ника [17]. Слiд наголосити, що чим глибше у структу-
рi атома лежать енергетичнi рiвнi, тим бiльше вони
екранованi вiд впливу зовнiшнiх електричних полiв
i тим меншим є для них ефект штаркiвського роз-
ширення. Для лiнiй, якi випромiнюються з верхнiх
збуджених станiв атома мiдi, параметри розширення
Δλ∗s є на порядок бiльшими [5]; навпаки, для резо-
нансних лiнiй, що мають нижнiм переходом основ-
ний стан, як правило, обмежуються допплерiвським
механiзмом розширення лiнiй.

Результат сумiсної дiї кiлькох механiзмiв розшире-
ння дисперсiйного характеру теж характеризується
контуром Лоренца, загальна ширина якого визначає-
ться сумою окремих складових:

ΔλL = ΔλLn + ΔλLg + ΔλLs . (38)

Результат сумiсної дiї механiзмiв розширення, один
з яких описується контуром Гауса, а iнший – Лоренца,
визначається операцiєю згортки [8, 14] – це так зва-
ний контур Фойгта (який має спецiальне традицiйне
позначення H):

H(a, u) =
a

π

+∞∫
−∞

exp(−y2)
a2 + (u− y)2

dy, (39a)

a = (ln 2)1/2ΔνL/ΔνD, (39b)

u = 2(ln 2)1/2(ν − ν0)/ΔνD. (39c)

Особливостi цього контуру досить детально висвiтле-
нi в науковiй лiтературi (див., наприклад, [8 (с. 15)]);
найбiльш характерна полягає в тому, що його цен-
тральна частина (в областi максимуму) вiдповiдає пе-
реважно контуру Допплера, а в областi “крил” – кон-
туру Лоренца. В усiх числових розрахунках щоразу

враховувався iнтегральний вплив факторiв розшире-
ння спектральних лiнiй вiдповiдно до останнього спiв-
вiдношення.

4. Моделювання властивостей електричної
дуги

Для проведення розрахункiв було використано тем-
пературний профiль, отриманий з розв’язку в одно-
вимiрному наближеннi рiвняння балансу енергiї для
цилiндричної дуги, стабiлiзованої стiнками (рiвняння
Еленбааса–Гелера) [18, 19]:

1
r

d

dr

(
r
dS

dr

)
+ σE2 = 0, S =

T∫
0

λ(T )dT , (40)

де r – радiальна координата, σ(T) – коефiцiєнт еле-
ктропровiдностi, E – напруженiсть електричного по-
ля, а S – тепловий потенцiал (λ(T) – коефiцiєнт те-
плопровiдностi). Граничними умовами є:

ds/dr(r=0) = 0; S(r=rw) = Sw, (41)

де Sw характеризує температуру Tw деякої охолоджу-
ючої квазiстiнки. Її введення дозволяє моделювати
дугу у припущеннi одновимiрної осесиметричної за-
дачi [20].

Числовий розв’язок нелiнiйної крайової задачi (40),
(41) знаходимо методом продовження по параметру
[21]. Лiнеаризоване диференцiальне рiвняння друго-
го порядку на кожному кроцi по параметру розв’я-
зується методом зведення граничної задачi до послi-
довностi задач Кошi, а вони, у свою чергу – мето-
дом Дормана–Прiнса [22] п’ятого порядку точностi.
Електричний струм i радiус поглинаючої квазiстiнки
приймаються заданими. Як перше наближення вико-
ристаний аналiтичний розв’язок у припущеннi квазi-
каналової моделi електричної дуги [11, 18].

Електро- та теплопровiднiсть мiдно-азотної сумiшi
апроксимується згiдно з [11, 23]:

σ = σ0S
nσ , λ = λw (T/Tw)nλ . (42)

При xCu = 1% коефiцiєнти апроксимацiї становлять:
σ0 = 5, 9 · 10−8 (Вт·м)kσ/(Ом·м), nσ = 17/7, nλ = 5/2,
λw = 0, 066 Вт/(м·К) при Tw = 1000 К.

Ураховуючи оцiнювальний характер розрахункiв,
стан плазми описується рiвнянням Саха для першої
кратностi iонiзацiї:

N2
e

Na
= 2

(
2πmekT

h2

)3/2 Σi
Σa

exp
(
− Ei
kT

)
, (43)
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Рис. 1. Радiальний розподiл температури (крива 1 ) та концен-
трацiї електронiв (крива 2 ) в електричнiй дузi з вмiстом мiдi
xCu = 1%

де Σa, Σi – статистичнi суми для атома та iона, Ei =
7,73 еВ – потенцiал iонiзацiї атома мiдi. Воно допов-
нюється рiвнянням для парцiального тиску парiв мiдi
(19), яке ураховує, що повiтряну компоненту прийма-
ють, фактично, iнертною.

Для числового iнтегрування внутрiшнього iнтегра-
ла в контурному iнтегралi (29), а також для визна-
чення контуру Фойгта спектральних лiнiй (39) засто-
совано метод трапецiй. При цьому функцiональна за-
лежнiсть температури вiд радiуса визначається для
точок iнтегрування лiнiйною iнтерполяцiєю за зна-
йденим iз розв’язку задачi (40), (41) температурним
профiлем.

5. Результати обчислень

Числовi розрахунки виконували для атмосферної
електричної дуги, що пiдтримується мiж плавкими
мiдними електродами при розрядному струмi 30 А.
Радiус охолоджуючої квазiстiнки Rw = 3 мм, а її тем-
пература – Tw = 1000 К. На рис. 1 наведено резуль-
тати визначення температурного профiлю T (r) такої
дуги, отриманi з розв’язку в одновимiрному набли-
женнi рiвняння (40) балансу енергiї для цилiндричної
дуги, стабiлiзованої стiнками, та вiдповiдний розподiл
концентрацiї електронiв Ne(r).

Критерiальнi оцiнки умов вiдхилення вiд рiвнова-
жного стану плазми в такiй дузi внаслiдок перенесе-
ння випромiнювання резонансної лiнiї 327,3 нм, ни-
жнiм рiвнем переходу якої є основний рiвень атома

Рис. 2. Критерiальнi оцiнки умов вiдхилення вiд рiвноважного
стану плазми внаслiдок перенесення випромiнювання резонан-
сної лiнiї 327,3 нм в електричнiй дузi з вмiстом мiдi: xCu =
0,1% (крива 1 ); 1% (крива 2 ) i 10% (крива 3 )

мiдi, наведено на рис. 2. З них випливає (крива 2 ),
що параметр β(r)/[θ(r) + β(r)] для цiєї лiнiї демон-
струє рiзку еволюцiю вздовж радiуса дуги. Зокрема,
в осьовiй областi дуги вiн близький до одиницi, що
свiдчить про те, що якщо тут i є радiацiйнi ефекти,
то вони сприяють пiдтриманню стану ЛТР у плазмi.
Навпаки – у периферiйнiй областi дуги вiн набуває
вiд’ємного, практично нульового значення. Останнє
свiдчить про те, що в цiй областi чинник радiацiй-
ного впливу, поданий доданком у знаменнику, стає
переважаючим. Це вказує на те, що тут слiд очiку-
вати значного поглинання резонансних спектральних
лiнiй, що в результатi приводить до вiдхилення вiд
ЛТР [24, 25].

Для уточнення характеру переходу мiж згаданими
вище областями (для r/R = 0,8–0,9) було виконано
варiювання значення вмiсту мiдi в такiй дузi; кривi 1
i 3 на рис. 2 вiдповiдають значенням xCu = 0,1% i 10%.
У першому випадку це супроводжується зменшенням
концентрацiї електронiв на осi дуги Ne (r = 0) до
0,7·1015 см−3, а в другому – її зростанням до 6,8·1015

см−3 (у такому варiантi задача не є повнiстю са-
моузгодженою, оскiльки температурний профiль для
дуги, поданий на рис. 1, вважався незмiнним). Вiдпо-
вiдно змiнювались заселеностi збуджених рiвнiв ато-
ма мiдi. Характер переходу мiж цими областями для
xCu = 10% свiдчить про те, що в областi r/R ≈ 0,8
є компенсацiя ефектiв втрат та поглинання випромi-
нювання. Цьому вiдповiдає нульове значення знамен-
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ника у параметрi β(r)/[θ(r) + β(r)] або перехiд через
плюс-мiнус “нескiнченнiсть” самого цього параметра.

На вiдмiну вiд цього для резонансної лiнiї атома
мiдi 510,5 нм, нижнiй рiвень спектрального перехо-
ду якої є метастабiльним, параметр β(r)/[θ(r) + β(r)]
змiнюється плавно в межах вiд 0,8 при r/R = 0 до
нульового значення при r/R = 0, 9. Таким чином, ре-
зультат розрахунку для цiєї лiнiї не демонструє наяв-
нiсть областi iстотного поглинання спектральної лiнiї,
хоча цей ефект спостерiгався експериментально [5, 9].
Вочевидь, це пов’язано з прийнятими при постановцi
задачi спрощеннями стосовно сталого значення засе-
леностi резонансного рiвня уздовж радiуса дуги, що
приводить зрештою до часткової втрати чутливостi
критерiального пiдходу в цьому варiантi. Можна очi-
кувати, що вона може бути полiпшеною при вiдмовi
вiд цього наближення, проте це iстотно ускладнить
завдання.

Отриманi результати вiдкривають можливiсть для
проведення детальних розрахункiв параметрiв нерiв-
новажної плазми з урахуванням процесiв перенесен-
ня випромiнювання зi включенням у модель кiнетики
заселення метастабiльних i резонансних рiвнiв.

6. Висновки

У роботi виконано попереднi розрахунки, що дозво-
ляють принципово оцiнити роль процесiв випромiню-
вання у вiдхиленнi стану плазми вiд рiвноважного.
Оскiльки цi розрахунки достатньо складнi, то розв’я-
зок задачi отримано у варiантi критерiю застосовно-
стi ЛТР з урахуванням ролi процесiв перенесення ви-
промiнювання у плазмi та його втрат. Така постанов-
ка дещо спрощує задачу, оскiльки дозволяє обмежи-
тись припущенням про рiвноважний стан плазми при
її розв’язку.

Результати роботи беззаперечно свiдчать про те,
що плазма у значнiй частинi об’єму розрядного кана-
лу атмосферної електричної дуги мiж плавкими мi-
дними електродами є нерiвноважною. Характер цiєї
нерiвноважностi вiдповiдає перезаселенню резонан-
сних рiвнiв плазмоутворюючих атомiв на периферiї
каналу дуги внаслiдок поглинання тут резонансного
випромiнювання з гарячої областi дуги в її приосьо-
вiй областi.

Отриманi результати вказують на неправомiрнiсть
широкозастосовуваного припущення наявностi ЛТР
у плазмi електричних дуг з плавкими електродами.

Роботу виконано за пiдтримки НАН України (про-
ект 44-11 НАНУ-РФФД).
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ВЛИЯНИЕ ПЕРЕНОСА
ИЗЛУЧЕНИЯ НА ОТКЛОНЕНИЕ
ОТ РАВНОВЕСНОГО СОСТОЯНИЯ
ПЛОТНОЙ ЭЛЕКТРОДУГОВОЙ
ПЛАЗМЫ: КРИТЕРИАЛЬНЫЙ ПОДХОД

В.А. Жовтянский, Ю.И. Лелюх, Я.В. Ткаченко

Р е з ю м е

Принципиально оценена роль процессов излучения с учетом
его переноса касательно отклонения от равновесного состоя-
ния плотной электродуговой плазмы. Задача рассмотрена на
примере электрической дуги цилиндрической формы, стаби-
лизированной стенкой. Решение получено в варианте крите-
рия применимости предположения о локальном термодинами-
ческом равновесии с учетом роли процессов переноса излуче-

ния в плазме и его потерь. Данные численного моделирова-
ния доказывают наличие эффектов отклонения от равновесно-
го распределения заселения между резонансными и основным
энергетическими уровнями атомов меди в условиях, модели-
рующих состояние плазмы в атмосферной электрической дуге
между плавкими медными электродами.

EFFECT OF RADIATION TRANSFER ON A DEVIATION
OF DENSE ELECTRIC-ARC PLASMA
FROM THE EQUILIBRIUM STATE:
CRITERION APPROACH

V.A. Zhovtyansky, Yu.I. Lelyukh, Ya.V. Tkachenko

Institute of Gas, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(39, Degtyarivs’ka Str., 03113, Ukraine;
e-mail: zhovt@ukr.net)

S u m m a r y

A principal role of radiation emission processes in deviations of the

electric-arc plasma at the atmospheric pressure from a state of lo-

cal thermodynamic equilibrium has been estimated, by taking the

radiation transfer into account. The problem was considered using

a cylindrical wall-stabilized electric arc as an example. The solu-

tion was obtained in the approximation of local thermodynamic

equilibrium with regard for the processes of radiation transfer and

radiation losses in plasma. The results of numerical simulation

obtained for copper atoms under conditions that correspond to

the state of plasma in the atmospheric electric arc between melt-

ing copper electrodes confirm the existence of deviations from the

equilibrium distribution between the populations at the resonance

and ground energy levels.
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