
ЗАГАЛЬНI ПИТАННЯ ТЕОРЕТИЧНОЇ ФIЗИКИ

672 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №6

ОТРИМАННЯ МОДЕЛЬНОГО ГАМIЛЬТОНIАНА
ГРАНИЦI “КОРОТКИХ ЧАСОВИХ IНТЕРВАЛIВ”

А.С. СIЖУК,1 С.М. ЄЖОВ2

1Фiзичний департамент, Техас A&M Унiверситет
(Станцiя Коледж, Техас 77843, США; e-mail: cannabiss@ mail. univ. kiev. ua )

2Київський нацiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка, фiзичний факультет
(Просп. Академiка Глушкова, 4, Київ 01601)

УДК 533.9

c©2012

Дослiджено гамiльтонiан, який описує нерелятивiстську систе-
му N частинок (атомiв чи молекул), що взаємодiють iз кванто-
ваним електромагнiтним полем. Показано, що канонiчне пере-
творення такого гамiльтонiана, яке залишає у початковий мо-
мент часу лише оператори поля, для достатньо коротких про-
мiжкiв часу не генерує поля, що обернено пропорцiйне першо-
му i другому ступеню вiдстаней мiж частинками, а також роз-
криває певнi колективнi ефекти, включаючи захоплення еле-
ктромагнiтного поля системою частинок.

1. Вступ

За декiлька останнiх десятирiч у рамках нереляти-
вiстської квантової теорiї поля було вивчено багато
цiкавих i нових явищ. Зокрема, “суперрадiусне” ви-
промiнювання, пастка електромагнiтного поля, коге-
рентне розширення спектральних лiнiй, пiдсилення
пробного сигналу у сильно збудженому середовищi
тощо. Розробка сучасної фемтосекундної iмпульсної
експериментальної технiки вимагає перегляду попе-
редньо побудованих наближень (див., наприклад, [1]),
якi основанi на тому припущеннi, що часовий мас-
штаб еволюцiї системи мусить бути набагато бiльшим
за час проходження свiтлового променя через дану
атомну (молекулярну) систему.

У даннiй роботi ми розглядаємо квантоване еле-
ктромагнiтне поле, що взаємодiє з системою N ато-
мiв чи молекул (далi для скорочення просто атомiв),
що рухаються довiльним чином. Методи та результа-
ти, якi наведено у цiй роботi, значно вiдрiзняються
вiд отриманих ранiше iншими дослiдниками. Зокре-
ма, замiсть побудови еволюцiйних рiвнянь для де-

якої комбiнацiї операторiв народження та знищення
атомiв у представленнi Гайзенберга, аналiзуємо га-
мiльтонiан для таких систем, та пiсля його канонi-
чного перетворення, яке усуває залежнiсть операто-
рiв народження та знищення електромагнiтного по-
ля вiд часу, знаходимо межi застосування такого пе-
ретвореного гамiльтонiана. (Аналiз процедури кван-
тування та пов’язанi з нею обмеження можуть бу-
ти знайденi у [2]). При цьому ми узагальнюємо фор-
малiзм таких робiт, як [1, 3, 4] до просторово виро-
дженого випадку ненульових дiагональних та недiа-
гональних дипольних матричних елементiв. Тут вра-
ховуються ненульовi атомнi чи молекулярнi диполi в
основному та збудженому станах, всi бiнарнi комбi-
нацiї атомних операторiв (включаючи такi як σ+

i σ
+
j

та σiσj при i 6= j ), та короткi промiжки часу ево-
люцiї атомних (молекулярних) операторiв, якi за по-
рядком порiвнянi iз перiодом резонансної електрома-
гнiтної хвилi (в оптичному регiонi це може досягну-
ти декiлькох фемтосекунд). Для порiвняння, робота
[3] описує еволюцiю двох диполь-диполь взаємодiю-
чих атомiв у вакуумi з тiльки одним збудженим ато-
мом i полем в основному станi у початковий момент
часу; робота [5] описує два дворiвневi атоми незале-
жно взаємодiючих з локальними термальним чи “сти-
сненим” резервуарами, у даному випадку беручи до
уваги можливiсть одночасного початкового збуджен-
ня, але нехтуючи диполь-диполь взаємодiєю. Роботи
[6, 7] наслiдують наближення, зробленi в [1, 4], про-
сто додаючи до моделi, що розглядається додатковий
стан, вiдповiдаючий одночасно збудженим двом ато-
мам, що вiдрiзняється принципово вiд нашого опи-
су.
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Отриманий нами модельний гамiльтонiан дає мо-
жливiсть будувати у безпосереднiй манерi мiкроско-
пiчнi кiнетичнi рiвняння для розподiлу матричних
елементiв системи (що буде продемонстровано у iн-
шiй статтi). Альтернативний, на нашу думку, бiльш
громiздкий шлях, що залучає метод функцiй Грiна,
як в [8–12], взагалi-то, не дозволяє досягнути бiльш
природного i простiшого для iнтерпретацiї формулю-
вання кiнетичних рiвнянь у термiнах розподiлу ма-
тричних елементiв, описуючих розподiл ймовiрностi
станiв системи.

У цiй роботi явно враховується взаємодiя частинок
iз середовищем за рахунок квантованого електрома-
гнiтного поля, i показано, що отриманий гамiльтонi-
ан, який мiстить лише польовi оператори у початко-
вий момент часу, не матиме полiв, обернено пропор-
цiйних першому i другому ступеню вiдстаней мiж ча-
стинками, i може описувати колективнi ефекти вклю-
чаючи пастку електромагнiтного поля.

2. Модель

Розглянемо газову систему N атомiв чи молекул, якi
взаємодiють iз квантованим багатомодовим електро-
магнiтним полем. Будемо враховувати переходи мiж
рiвнем b (що вiдповiдає основному стану) та a (що
вiдповiдає збудженому стану) i нехтувати впливом
поступального руху частинок на поглинання та ви-
промiнювання квантiв поля та iснуванням зовнiшньо-
го джерела поля (розташованого достатньо далеко за
межами системи) протягом деякого характерного ча-
су. У данiй задачi цей час вiдповiдає перiоду резонан-
сної електромагнiтної хвилi. Тодi, у дипольному на-
ближеннi динамiку N -атомних внутрiшнiх станiв ра-
зом iз станом електромагнiтного поля можна описати
за допомогою такого гамiльтонiана (аналiз дипольно-
го наближення може бути знайдений в [13, 14]) з ви-
користанням вторинного квантування для електро-
магнiтного поля:

Ĥ = ~ωa
N∑
i=1

σ+
i σi + ~ωb

N∑
i=1

σiσ
+
i +

+
1
2

∫
d r
(
ε0|E (r) |2 + µ0|H (r) |2

)
−

−
N∑
i=1

(
℘iabσ

+
i + ℘ibaσi + ℘ibbσiσ

+
i + ℘iaaσ

+
i σi

)
E (ri) . (1)

Тут σ+
i = |a〉〈b|i i σi = |b〉〈a|i – оператори наро-

дження та знищення збудженого стану для частин-
ки з номером i; a – позначає збуджений стан, b –
основний стан атома; ri – радiус-вектор i-го атома.
Дiагональнi ℘iaa, ℘ibb та недiагональнi ℘iba дипольнi
матричнi елементи визначаються звичайним чином:
℘ia(b)a(b) = 〈a(b)|µ̂|a(b)〉i, де µ̂ – дипольний оператор
для частинки.

Переходячи до картини Гайзенберга, оператори на-
пруженостей електричного i магнiтного полiв E (t, r)
i H (t, r) можуть бути записанi у такому виглядi, ви-
користовуючи термiни монохроматичних поперечних
плоских хвиль:

E (t, r) =
∑
q

êqEqeikq raq (t) + h.c., (2)

H (t, r) =
1
µ0

∑
q

1
ωq

[kq × êq] Eqeikqraq (t) + h.c. (3)

Тут êq – одиничний вектор поляризацiї плоскої хвилi
з хвильовим вектором kq для q-ї моди;

Eq =
(

~ωq
2ε0V

)1/2

, (4)

де V – об’єм системи.
Надалi для скорочення використаємо позначення

aq (t) ≡ aq i a+
q (t) ≡ a+

q для операторiв знищення та
народження q-ї моди. Вони задовольняють бозевськi
комутацiйнi спiввiдношення [aq (t) , a+

q′
(t)] = δqq′ .

Нехтуючи енергiєю нульових коливань з урахуван-
ням виразiв (2) та (3) гамiльтонiан можна представи-
ти у виглядi

Ĥ = ~ωa
N∑
i=1

σ+
i σi + ~ωb

N∑
i=1

σiσ
+
i + ~

∑
q

ωqa
+
q aq−

−
N∑
i=1

∑
q

Eq
(
sdi + soi

)
êq
(
eikq riaq + e−ikqria+

q

)
, (5)

де

sdi = ℘ibbσiσ
+
i + ℘iaaσ

+
i σi (6)

та

soi = ℘iabσ
+
i + ℘ibaσi. (7)
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Використаємо еволюцiйнi рiвняння для операторiв
поля aq та a+

q :

d

dt
aq =

i

~
[Ĥ, aq] = −iωqaq+

i

~
∑
j

Eq
(
sdj + soj

)
êqe
−ikqrj

(8)

i отримаємо такий вираз, який по сутi має форму ка-
нонiчного перетворення як наслiдок попереднього ка-
нонiчного рiвняння руху:

aq (t) = aq (0) e−iωqt +
i

~
∑
j

Eqe−ikqrj êq×

×
t∫

0

dt′(sdj
(
t′) + soj(t

′)
)
e−iωq(t−t′). (9)

Пiдставимо (9) у вираз для гамiльтонiана (5) i отри-
маємо

Ĥ=~ωa
N∑
i=1

σ+
i σi+~ωb

N∑
i=1

σiσ
+
i +~

∑
q

ωqa
+
q aq−

−
N∑
i=1

∑
q

Eq êq
[
sdi+soi

]
×

×
(
e−i(ωqt−kqri)aq (0) +ei(ωqt−kqri)a+

q (0)
)
−

− i
~

N∑
i=1

N∑
j=1

∑
q

(Eq)2 êq
[
sdi (t) + soi (t)

] {
eikq(ri−rj)êq×

×
t∫

0

dt
′
[
sdj (t

′
) + soj(t

′
)
]
e
−iωq

(
t−t

′)
−

−e−ikq(ri−rj)êq

t∫
0

dt
′
[
sdj (t

′
) + soj(t

′
)
]
eiωq(t−t

′
)
}
. (10)

У граничному випадку неперервної змiни мод (V →
∞) пiдсумовування по електромагнiтних модах q мо-
же бути замiнено на iнтегрування:

1
V

∑
q

{
êq

[
sdi (t) + soi (t)

]}{
êq

[
sdj (t

′) + soj(t
′)
]}

=

=
1
V

∑
k

[
(sdi (t) + soi (t))(s

d
j (t
′) + soj(t

′))−

−
{
k̂(sdi (t) + soi (t))

}{
k̂(sdj (t

′
) + soj(t

′
))
}]
→

→ lim
ωM→∞

(
1

2π c

)3
ωM∫
0

ω2dω

∫
d k̂×

×
∑

α,α′,β,β′

{∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [(℘̂iαα′ ℘̂
j
β β′

)
−

−
(
℘̂iαα′ k̂

)(
℘̂jβ β′ k̂

)]
|α〉〈α′|i(t)|β〉〈β′|j(t′)

}
, (11)

де α, α
′
, β, β

′
означають a (збуджений) чи b (основ-

ний) стани; одиничний вектор k̂ = kq/kq паралель-
ний напрямку поширення q-ї моди i d k̂ позначає еле-
мент просторового кута. Кожна q-та мода включає
двi ортогональнi поляризацiйнi площини, описанi за
допомогою двох одиничних векторiв ê1 ⊥ ê2 ⊥ k̂. Ма-
ксимальна частота ωM є досить великою (у фiзично-
му сенсi), але припускається бути в межах дипольно-
го наближення для електромагнiтної взаємодiї поля з
атомом. Отже, вираз (11) у випадку V →∞ отримує
такий вигляд:

Ĥ=~ωa
N∑
i=1

σ+
i σi+~ωb

N∑
i=1

σiσ
+
i +~

∑
q

ωqa
+
q aq−

−
N∑
i=1

∑
q

Eq êq
[
sdi+soi

]
×

×
(
e−i(ωqt−kqri)aq (0) +ei(ωqt−kqri)a+

q (0)
)
−

− i

2ε0

(
1

2π c

)3 N∑
i=1

N∑
j=1

lim
ωM→∞

t∫
0

dt′
ωM∫
0

ω3dω

∫
dk̂×

×
{
eikq(ri−rj)

∑
α,α′,β,β′

{∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [(℘̂iαα′ ℘̂
j
β β′

)
−

−
(
℘̂iαα′ k̂

)(
℘̂jβ β′ k̂

)]
|α〉〈α′|i (t) |β〉〈β′|j (t′)

}
×
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×e−iωq(t−t′)− e−ikq(ri−rj)×

×
∑

α,α′,β,β′

{∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [(℘̂iαα′ ℘̂
j
β β′

)
−

−
(
℘̂iαα′ k̂

)(
℘̂jβ β′ k̂

)]
|α〉〈α′|i (t) |β〉〈β′|j (t′)

}
eiωq(t−t′)

}
.

(12)

Розглянемо iнтеграл по просторовому куту для
якогось одного члена пiд знаком суми по iндексах α,
α′, β, β′. Для спрощення обчислень координатну си-
стему визначимо трьома ортогональними векторами:
êz – паралельний вектору rij = ri−rj , êx та êy – оди-
ничнi вектори, якi визначають напрямок дипольних
матричних елементiв. В цьому базисi можна записа-
ти ℘̂iαα′ =

(
℘̂iαα′

)
‖ +

(
℘̂iαα′

)
⊥, де

(
℘̂iαα′

)
‖ – компо-

нента, що є паралельною вектору rij (чи осi OZ) та(
℘̂iαα′

)
⊥ – компонента, що лежить у перпендикуляр-

нiй площинi. Без втрати загальностi можна припусти-
ти, що

(
℘̂iαα′

)
⊥ êy = 0 (тiльки x компонента зберiгає-

ться для ℘̂iαα′ , що не справджується для ℘̂jβ β′). Тодi
k̂ = cosϕ sin θ êx + sinϕ sin θ êy + cos θ êz i отримуємо(
℘̂iαα′ k̂

) (
℘̂jβ β′ k̂

)
=
[(
℘̂jβ β′ êx

)
cos2 ϕ+

+
(
℘̂jβ β′ êy

)
sinϕ cosϕ

] (
℘̂iαα′ êx

)
sin2 θ+

+
(
℘̂iαα′ êx

) (
℘̂jβ β′ êz

)
cosϕ sin θ cos θ+

+
(
℘̂iαα′ êz

) (
℘̂jβ β′ êz

)
cos2 θ +

(
℘̂iαα′ êz

)
×

×
[(
℘̂jβ β′ êx

)
cosϕ+

(
℘̂jβ β′ êy

)
sinϕ

]
cos θ sin θ. (13)

У результатi маємо∫
d k̂ eikqrij

[(
℘̂iαα′ ℘̂

j
β β′

)
−
(
℘̂iαα′ k̂

)(
℘̂jβ β′ k̂

)]
=

= π

∫
d θ sin θ

{
2
(
℘̂iαα′ ℘̂

j
β β′

)
−
(
℘̂iαα′

)
⊥

(
℘̂jβ β′

)
⊥

+

+
[(
℘̂iαα′

)
⊥

(
℘̂jβ β′

)
⊥
−

−2
(
℘̂iαα′

)
‖

(
℘̂jβ β′

)
‖

]
cos2 θ

}
ei kq rij cos θ =

= 4π

{[(
℘̂iαα′ ℘̂

j
β β′

)
−
(
℘̂iαα′

)
‖

(
℘̂jβ β′

)
‖

] sin (kq rij)
kq rij

+

+
[(
℘̂iαα′ ℘̂

j
β β′

)
− 3

(
℘̂iαα′

)
‖

(
℘̂jβ β′

)
‖

]
×

×

(
cos (kq rij)
(kq rij)

2 − sin (kq rij)
(kq rij)

3

)}
. (14)

Пiдставимо iнтеграл (14) у вираз для гамiльтонiана
(12) з kq = ω

c i проiнтегруємо по частотi. Для цьо-
го будуть використанi такi вирази, що знаходяться у
Додатку:

I0

(rij
c
, t−t′

)
=

ωM∫
0

dω sin
(rij
c
ω
)
e−iω(t−t

′) →

→ − iπ
2

{
δ
(
t′−

(
t−rij

c

))
−δ
(
t′−

(
t+

rij
c

))}
; (15)

I1

(rij
c
, t−t′

)
=

ωM∫
0

dω ω cos
(rij
c
ω
)
e−iω(t−t

′)→0; (16)

I2

(rij
c
, t−t′

)
=

ωM∫
0

dω ω2 sin
(rij
c
ω
)
e−iω(t−t

′)→

→ iπ

2

{
∂2

∂t′2
δ
(
t′−

(
t−rij

c

))
− ∂2

∂ t′2
δ
(
t′−

(
t+
rij
c

))}
.

(17)

Враховуючи те, що I0 (0, t− t′) = I1 (0, t− t′) =
I2 (0, t− t′) = 0 для rij = 0, гамiльтонiан набуває ви-
гляду

Ĥ = ~ωa
N∑
i=1

σ+
i (t)σi (t) +

+~ωb
N∑
i=1

σi (t)σ+
i (t) + ~

∑
q

ωqa
+
q (t) aq (t)−
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−
N∑
i=1

∑
q

Eq êq
[
sdi (t) + soi (t)

]
×

×
(
e−i(ωqt−kq·ri)aq (0) + ei(ωqt−kq·ri)a+

q (0)
)

+

+
1

4πε0

N,N∑
i, j; i 6=j

1
|ri (t)− rj

(
t− rij

c

)
|3
×

×
∑

α,α′,β,β′

∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [ (℘̂iαα′ (t) · ℘̂jβ β′

(
t− rij

c

))
−

−3
(
℘̂iαα′

)
‖ (t) ·

(
℘̂jβ β′

)
‖

(
t− rij

c

)]
×

×|α〉〈α′|i (t) |β〉〈β′|j
(
t− rij

c

)
. (18)

Пiдставимо вираз (9) у (18) i отримаємо вираз
для гамiльтонiана, в який будуть входити опера-
тори народження i знищення в момент часу t0 =
0. Ця процедура приведе до таких змiн: замiсть
~
∑
q ωqa

+
q (t) aq (t) буде ~

∑
q ωqa

+
q (0) aq (0), а також

i

N∑
i=1

∑
q

a+
q (0)ωqEq e−i(kqri)êq×

×
t∫

0

d t′
[
sdi (t′) + soi (t′)

]
eiωqt

′
+H. c. =

=
N∑
i=1

∑
q

Eq êq
[
sdi (t̄) + soi (t̄)

] {
aq (0) ei(kqri)×

×
[
e−iωq t − 1

]
+ a+

q (0) e−i(kqri)
[
eiωq t − 1

]}
, (19)

де t̄ ∈ [0, t] – середнiй час, що вiдповiдає iнтегруван-
ню достатньо ”повiльної” за часом функцiї у порiв-
няннi з перiодичною. В гамiльтонiан входить також
такий вираз:

1
i

1
2ε0

(
1

2π c

)3 N∑
i=1

N∑
j=1

t∫
0

dt′′
t∫

0

dt′×

× lim
ωM→∞

ωM∫
0

ω3dω

{(
∂

∂ t′
e−iω(t

′′−t′)
)∫

d k̂ eikq(ri−rj)×

×
∑

α,α′,β,β′

∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ |α〉〈α′|i (t′) |β〉〈β′|j (t′′)×

×
[(
℘̂iαα′ ℘̂

j
β β′

)
−
(
℘̂iαα′ k̂

)(
℘̂jβ β′ k̂

)]}
, (20)

який, за допомогою позначення

F (t′, t′′) =
N,N∑
i, j; i 6=j

1
|ri (t′)− rj (t′′) |3

×

×
∑

α,α′,β,β′

∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [ (℘̂iαα′ (t′) ℘̂jβ β′ (t′′)
)
−

−3
(
℘̂iαα′

)
‖ (t′)

(
℘̂jβ β′

)
‖
(t′′)

]
|α〉〈α′|i (t′) |β〉〈β′|j (t′′) ,

(21)

пiсля iнтегрування по просторовому куту та частотi
для достатньо коротких iнтервалiв [0, t] може бути
представлений у формi:

1
2

1
4πε0

t∫
0

dt′′
t∫

0

dt′

{
∂

∂ t′

[
δ
(
t′ −

(
t′′ − rij

c

))
−

−δ
(
t′ −

(
t′′ +

rij
c

))]}
F (t′, t′′) =

= −1
2

1
4πε0

t∫
0

dt′′

[
1
2
∂

∂ t′′
F
(
t′′ − rij

c
, t′′
)
−

−1
2
∂

∂ t′′
F
(
t′′+

rij
c
, t′′
)]

= −1
2

1
4πε0

[
1
2
F
(
t− rij

c
, t
)
+

+
1
2
F
(rij
c
, 0
)]
≈ −1

2
1

4πε0
F
(
t− rij

c
, t
)

; (22)
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Тут було враховано, що похiднi з дельта-функцiй
даватимуть ненульовi iнтеграли тiльки на промiж-
ках iнтегрування [0, t; 0, t], i отже, такi члени як
−F

(
− rij

c , 0
)

та −F
(
t+ rij

c , t
)

дадуть нульовий вне-
сок. Також, щоб отримати повний диференцiал пiд
подвiйним iнтегралом було враховано симетричнiсть
квадратичної форми (21) для функцiї F (t′′, t′′), i
за подальшого iнтегрування на площинi в межах
[0, t; 0, t] можна використати спiввiдношення(
∂

∂ y
F (y, t′′)

)
y=t′′

=
1
2
∂

∂ t′′
F (t′′, t′′) . (23)

Отже, пiсля пiдстановки (22) у гамiльтонiан (18),
i беручи до уваги, що член (19) знищує подiбний ви-
раз у гамiльтонiанi для достатньо коротких iнтерва-
лiв часу [0, t], отримуємо таке граничне значення для
гамiльтонiана (11):

Ĥ ≈ ~ωa
N∑
i=1

σ+
i (t)σi (t) + ~ωb

N∑
i=1

σi (t)σ+
i (t) +

+~
∑
q

ωqa
+
q (0) aq (0)−

N∑
i=1

∑
q

Eq êq
[
sdi (t) + soi (t)

]
×

×
(
eikqriaq (0) + e−ikqria+

q (0)
)
+

+
1
2

1
4πε0

N,N∑
i, j; i 6=j

1
|ri (t)− rj (t) |3

×

×
∑

α,α′,β,β′

∣∣℘iαα′

∣∣ ∣∣∣℘jβ β′

∣∣∣ [ (℘̂iαα′ (t) ℘̂jβ β′ (t)
)
−

−3
(
℘̂iαα′

)
‖ (t)

(
℘̂jβ β′

)
‖
(t)
]
|α〉〈α′|i (t) |β〉〈β′|j (t) . (24)

Тут ми припустили, що оператор F (t′, t′′) змiнюється
незначно на iнтервалах t′, t′′ ∈ [t0, t = t0 + Δt], коли
Δt > rij/c для будь-якої пари атомiв (молекул) i та j:

∂

∂ t′
F (t′, t′′) Δt� F (t′, t′′) (25)

В результатi, при пiдсумовуваннi по iндексах части-
нок i та j у гамiльтонiанi (24) будуть врахованi тiльки
такi пари атомiв (молекул), координати яких задо-
вольняють умову Δt c > rij . Iншi пари частинок iз
Δtc < rij не будуть давати внеска у вiдповiдностi з
отриманим виразом (15) для iнтеграла I0

( rij

c , t− t
′).

3. Висновки

У цiй роботi було отримано модельний гамiльтонiан
для системи N частинок, що взаємодiють з неперерв-
ним спектром квантового електромагнiтного поля, i
коли враховуються двофотоннi переходи в атомних
(молекулярних) парах з диполь-диполь взаємодiєю.

Отриманий гамiльтонiан дозволяє моделювати
диполь-диполь взаємодiю мiж атомами чи молеку-
лами, природно випливаючої з взаємодiї частинок з
квантовим електромагнiтним полем, та будувати мi-
кроскопiчнi кiнетичнi рiвняння для розподiлу матри-
чних елементiв системи.

Виведений гамiльтонiан мiстить тiльки оператори
поля у початковий момент часу i атомнi (молекуляр-
нi) оператори y картинi Гайзенберга та не мiстить
членiв, обернено пропорцiйних першому та друго-
му ступеню вiдстанi мiж будь-якою парою частинок.
Описана границя коротких часових масштабiв для га-
мiльтонiана має залежнiсть обернено пропорцiйну ку-
бу мiжатомної (мiжмолекулярної) дистанцiї i розкри-
ває колективний характер певних випромiнювальних
ефектiв, наприклад, таких як захоплення електрома-
гнiтного поля.

ДОДАТОК

Тут ми обчислимо введенi iнтеграли (15), (16) та (17):

I0
(
τ, t− t′

)
=

ωM∫
0

dω sin (τω) e−iω(t−t′) =

=
1

2

{
−iπ

sin [ωM (τ − (t− t′))]
π (τ − (t− t′))

+ iπ
sin [ωM (τ + (t− t′))]

π (τ + (t− t′))
+

+
1− cos [ωM (τ − (t− t′))]

τ − (t− t′)
+

1− cos [ωM (τ + (t− t′))]
τ + (t− t′)

}
; (26)

I1
(
τ, t− t′

)
=

ωM∫
0

dω ω cos (τω) e−iω(t−t′) =

=
1

2

{
πωM

sin [ωM (τ − (t− t′))]
π (τ − (t− t′))

+ i
sin [ωM (τ − (t− t′))]

(τ − (t− t′))2
−

−πωM
1− cos [ωM (τ − (t− t′))]

πωM (τ − (t− t′))2
+ ωM

cos [ωM (τ − (t− t′))]
i (τ − (t− t′))

+

+πωM
sin [ωM (τ + (t− t′))]

π (τ + (t− t′))
− i

sin [ωM (τ + (t− t′))]
(τ + (t− t′))2

−

−πωM
1− cos [ωM (τ + (t− t′))]

πωM (τ + (t− t′))2
− ωM

cos [ωM (τ + (t− t′))]
i (τ + (t− t′))

}
;

(27)

I2
(
τ, t− t′

)
=

ωM∫
0

dω ω2 sin (τω) e−iω(t−t′) =
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1

2i

{
ω2
M

[
eiωM (τ−(t−t′))

i (τ − (t− t′))
+
e−iωM (τ+(t−t′))

i (τ + (t− t′))

]
−

−2ωM

[
eiωM (τ−(t−t′))

(i (τ − (t− t′)))2
−
e−iωM (τ+(t−t′))

(i (τ + (t− t′)))2

]
+

+2

[
eiωM (τ−(t−t′))

(i (τ − (t− t′)))3
+
e−iωM (τ+(t−t′))

(i (τ + (t− t′)))3

]
−

−2

[
1

(i (τ − (t− t′)))3
+

1

(i (τ + (t− t′)))3

]}
. (28)

Останнiй вираз може бути переписаний у термiнах, що
вiдповiдають дельта-функцiйним послiдовностям (послiдовно-
стям функцiй за якимось параметром, якi, при iнтегруваннi
з iншою функцiєю певного класу, у границi цiєї послiдовностi
дають властивостi дельта-функцiї: у даному випадку ми ма-
ємо таку послiдовнiсть функцiй за параметром максимальної
частоти ωM ), використовуючи таку пiдстановку:

sin [ωM (τ − (t− t′))]
(τ − (t− t′))3

=
1

2

{
d2

dt′2

(
sin [ωM (τ − (t− t′))]

τ − (t− t′)

)
+

+πω2
M

sin [ωM (τ − (t− t′))]
π (τ − (t− t′))

+2ωM
cos [ωM (τ − (t− t′))]

(τ − (t− t′))2

}
; (29)

так, що

I2
(
τ, t− t′

)
=

ωM∫
0

dω ω2 sin (τω) e−iω(t−t′) =

=
1

2i

{
πω2

M

sin [ωM (τ − (t− t′))]
π (τ − (t− t′))

+ 2iωM
sin [ωM (τ − (t− t′))]

(τ − (t− t′))2
−

−
[
π
d2

dt′2

(
sin [ωM (τ − (t− t′))]

π (τ − (t− t′))

)
+πω2

M

sin [ωM (τ − (t− t′))]
π (τ − (t− t′))

+

+2ωM
cos [ωM (τ − (t− t′))]

(τ − (t− t′))2

]
− iω2

M

cos [ωM (τ − (t− t′))]
τ − (t− t′)

+

+2ωM
cos [ωM (τ − (t− t′))]

(τ − (t− t′))2
−

−2iπωM

[
1

τ − (t− t′)
1− cos [ωM (τ − (t− t′))]

πωM (τ − (t− t′))2

]
−

−πω2
M

sin [ωM (τ + (t− t′))]
π (τ + (t− t′))

+ 2iωM
sin [ωM (τ + (t− t′))]

(τ + (t− t′))2
+

+

[
π
d2

dt′2

(
sin [ωM (τ + (t− t′))]

π (τ + (t− t′))

)
+πω2

M

sin [ωM (τ + (t− t′))]
π (τ + (t− t′))

+

+2ωM
cos [ωM (τ + (t− t′))]

(τ + (t− t′))2

]
− iω2

M

cos [ωM (τ + (t− t′))]
τ + (t− t′)

−

−2ωM
cos [ωM (τ + (t− t′))]

(τ + (t− t′))2
−

−2iπωM

[
1

τ + (t− t′)
1− cos [ωM (τ + (t− t′))]

πωM (τ + (t− t′))2

]}
. (30)

Видно, що такi неiнтегровнi члени як
cos[ωM (τ±(t−t′))]

(τ±(t−t′))2 взаємно
знищуються. Також, такi двi дельта-функцiйнi (у вже згадано-

му тут сенсi) послiдовностi, як
sin[ωM (τ±(t−t′))]

π(τ±(t−t′)) , кожна маючи
свою вiдповiдну пару з протилежним знаком, знищуються.

Тепер можна завершити обчислення iнтеграла по часу в га-
мiльтонiанi (12). Для цього функцiї, що можуть формувати
дельта-функцiйнi послiдовностi, при iнтегруваннi за часом у
граничному випадку великих частот (формально ωM → ∞)
представляються у виглядi вiдповiдних дельта-функцiй:

sin [ωM (τ ± (t− t′))]
π (τ ± (t− t′))

→ δ
(
t′ − (t± τ)

)
; (31)

i

1− cos [ωM (τ ± (t− t′))]
πωM (τ ± (t− t′))2

→ δ
(
t′ − (t± τ)

)
. (32)

та

d2

dt′2
sin [ωM (τ ± (t− t′))]

π (τ ± (t− t′))
→

d2

dt′2
δ
(
t′ − (t± τ)

)
. (33)

У нашому випадку головне значення невласного iнтеграла
приводить до того, що iнтеграл вiд добутку непарної та парної
функцiй дає нуль. Знакозмiннi функцiї є непарними вiдносно
точки t′ = t− τ у наведених вище виразах для iнтегралiв (26),
(27) та (30) коли t > τ , тут τ =

rij

c
– час, необхiдний свiтлу

для проходження вiдстанi мiж i-м та j-м атомами. Крiм то-
го, якщо особлива точка знаходиться поза межами iнтегруван-
ня, значенням iнтеграла можна знехтувати внаслiдок швидко
осцилюючого виразу пiд iнтегралом та одночасного iснування
вiдносно “повiльних” операторiв |α〉〈α′|i (t) i |β〉〈β′|j (t′) разом
iз “повiльною” функцiєю f (t′) = f̃

(
℘̂i
αα′ (t′) , rij (t′)

)
протягом

часового iнтервалу t. Припускається, що атомнi (молекулярнi)
координати незначно змiнюються для часових iнтервалiв 2π

ωmax
.

Це дає можливiсть мати такi оцiнки:

lim
ωM→∞

P
t∫

0

d t′
1− cos [ωM (τ ± (t− t′))]

πωM (τ ± (t− t′))3
Φ
(
t′
)
→ 0; (34)

lim
ωM→∞

P
t∫

0

d t′
cos [ωM (τ ± (t− t′))]
πωM (τ ± (t− t′))

Φ
(
t′
)
→ 0; (35)

lim
ωM→∞

P
t∫

0

d t′
sin [ωM (τ ± (t− t′))]

(τ ± (t− t′))2
Φ
(
t′
)
→ 0. (36)

Тут P означає головне значення iнтеграла. Для скоро-
чення запису позначення Φ(t′) використовується замiсть
f (t′) |α〉〈α′|i (t) |β〉〈β′|j (t′).

Як результат, можна користуватися такими виразами:

I0
( rij
c
, t− t′

)
→

→ −
iπ

2

{
δ
(
t′−

(
t−
rij

c

))
−δ
(
t′−

(
t+
rij

c

))}
; (37)

I1
( rij
c
, t− t′

)
→ 0; (38)

I2
( rij
c
, t− t′

)
→

→
iπ

2

{
∂2

∂ t′2
δ
(
t′−

(
t−
rij

c

))
−

∂2

∂ t′2
δ
(
t′−

(
t+
rij

c

))}
. (39)
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ПОЛУЧЕНИЕ МОДЕЛЬНОГО ГАМИЛЬТОНИАНА
ГРАНИЦЫ “КОРОТКИХ ВРЕМЕННЫХ ИНТЕРВАЛОВ”

А.С. Сижук, С.Н. Ежов

Р е з ю м е

Исследован гамильтониан, описывающий нерелятивистскую
систему N атомов или молекул, взаимодействующих с кван-

тованием электромагнитным полем. Показано, что канониче-
ское преобразование такого гамильтониана, оставляющее опе-
раторы поля в начальный момент времени, для достаточно
коротких промежутков времени, не генерирует поля, которое
обратно пропорционально первой и второй степени межатом-
ных (межмолекулярных) расстояний, и описывает определен-
ные коллективные эффекты, включая захват электромагни-
тного поля системой атомов или молекул.
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S u m m a r y

We investigate the conventional Hamiltonian describing the non-

relativistic quantum electrodynamics and the dynamics of the in-

trinsic states of N two-level atoms (molecules). It is shown that

the Hamiltonian, canonically transformed from the conventional

one and including only field operators at the initial time mo-

ment, does not contain the near fields inversely proportional to

the first and second powers of the distance between any pair of

atoms (molecules) on the quite short time scale and allows certain

collective radiative effects including the radiation trapping, where

atoms or molecules act as a whole.
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