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Запропоновано модель магнiтного пiнцета в зовнiшньому швид-
ко осцилюючому магнiтному полi, яка дозволяє дослiджува-
ти рух магнiтом’якої феромагнiтної мiкрочастинки в магнiтнiй
пасцi та локалiзувати її в умовах потоку рiдини. Зроблено оцiн-
ки сили та частоти зовнiшнього швидко осцилюючого магнi-
тного поля, а також розмiри сферичної мiкрочастинки. Розра-
ховано траєкторiю руху сферичної мiкрочастинки.

1. Вступ

Одним з перспективних методiв дослiджень, що зна-
ходить застосування в рiзних галузях науки [1–3], є
локалiзацiя мiкрочастинок за допомогою магнiтної
пастки. Його особливiстю, порiвняно з iншими ме-
тодами, є можливiсть манiпулювання окремими мi-
крочастинками, що дозволяє дослiджувати фiзичнi
та бiологiчнi властивостi клiтини в природному сере-
довищi, вивчати механiчнi та адсорбцiйнi властивостi
ДНК та iнше [4].

Однак, з метою забезпечення умов, сприятливих
для живих клiтин, такi дослiдження часто здiйсню-
ють у проточнiй рiдинi [5–7], що вимагає враховува-
ти пiд час використання й проектування магнiтних
пасток додаткової сили, зумовленої наявним гiдрав-
лiчним потоком. Тому розробка нових i вдосконален-
ня iснуючих методик дослiдження магнiтних пасток
з урахуванням впливу сукупностi сил, якi дiють на
мiкрочастинку, є актуальним науковим завданням.

Для того щоб локалiзувати в просторi мiкрочастин-
ку, яка перебуває пiд дiєю магнiтного поля, повинна
виконуватися умова iснування точки, в якiй потенцi-

альна енергiя досягає свого локального мiнiмуму, тоб-
то утворюється потенцiальна яма. Оскiльки в постiй-
ному магнiтному полi для феро- i парамагнiтних мi-
крочастинок досягти такого локального мiнiмуму не-
можливо [8], у данiй роботi пропонується використо-
вувати змiнне магнiтне поле аналогiчно методу, що
запропонував Капиця [9] для стабiлiзацiї верхнього
нестiйкого положення математичного маятника. Як
буде показано далi, це надає можливiсть, створивши
ефективний локальний мiнiмум енергiї, вирiшити пи-
тання локалiзацiї сферичної мiкрочастинки за допо-
могою змiнного осцилюючого магнiтного поля.

2. Розрахункова частина

Для дослiдження можливостi практичної реалiзацiї
магнiтного поля з локальним мiнiмумом енергiї, у
першу чергу, розглянемо феромагнiтну мiкрочастин-
ку в магнiтному полi, що залежить вiд просторової
координати r. Тодi енергiя U цiєї мiкрочастинки буде
мати вигляд [10]:

U(r) = −MH,

де H – напруженiсть магнiтного поля, M – магнiтний
момент мiкрочастинки.

Вважатимемо, що якщо стала складова z компо-
ненти магнiтного поля бiльша по вiдношенню до x i
y компонент, то можна вважати мiкрочастинку нама-
гнiченою вздовж осi z однорiдно i її розмiри набага-
то меншi, нiж характерний масштаб змiни магнiтного
поля. Магнiтний момент мiкрочастинки M0 фiксова-
ний вздовж осi Oz за рахунок пiдмагнiчування. Тодi
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в неоднорiдному осцилюючому магнiтному полi ви-
никає осцилююча сила:

f(r, t) = − d

dr
(M0Hz (x, y, z, t)) ,

де z-компонента зовнiшнього магнiтного поля матиме
вигляд Hz = hz (x, y, z) cos(ωt).

З огляду на це, рiвняння руху буде мати загально-
вiдомий вигляд

mr̈ + α(ṙ−V0) = f(r, t), (1)

де m – маса мiкрочастинки, α – дисипативний мно-
жник, ṙ – перша похiдна за часом вiд просторової
координати, r̈ – друга похiдна за часом вiд просто-
рової координати, V0 – швидкiсть потоку рiдини. З
урахуванням введених вище позначень маємо

f(r, t) = −dU
dr

= M0
d

dr
hz (x, y, z) cos(ωt), (2)

де d
drhz (x, y, z) – деяка функцiя координат.

Аналiз руху мiкрочастинки може бути значно спро-
щений, аналогiчно задачi Капицi [9]. Зважаючи на
те, що рух мiкрочастинки являє собою перемiщен-
ня уздовж плавної траєкторiї з одночасними малими
осциляцiями (iз частотою ω) навколо неї, функцiю r
представимо у виглядi суми:

r = R + ξ, (3)

де R – функцiя, яка описує “плавний” рух мiкроча-
стинки, ξ – швидко осцилююча компонента, |ξ| � |R|.

Пiдставимо (3) в (1) i, розклавши d
drU(r) та f (r, t)

по малих змiщеннях ξ, з точнiстю до квадратичних
по ξ членiв отримаємо

mR̈+α
(
Ṙ−V0

)
+mξ̈+αξ̇ = f (R, t)+

∂

∂xi
f (R, t) ξi,

(4)

де xi – компоненти просторового вектора r, i = 1, 2, 3.
Видiливши з отриманого виразу (4) осцилюючi чле-

ни, отримаємо

mξ̈ + αξ̇ = f (R, t) . (5)

Розв’язок цього диференцiального рiвняння будемо
шукати у виглядi

ξ = A cosωt+ B sinωt. (6)

Взявши похiднi вiд виразу (6) i пiдставивши їх у вираз
(5), отримаємо систему{
−Amω2 + Bαω = M0

d
drhz (x, y, z) ,

−Bmω2 −Aαω = 0.
(7)

Розв’язавши її, отримаємо значення коефiцiєнтiв A i
B:

A = −
mM0

d
drhz (x, y, z)

m2ω2 + α2
, B =

αM0
d
drhz (x, y, z)

m2ω3 + α2ω
.

Отриманi коефiцiєнти A i B пiдставимо у вираз (6) i
отримаємо вираз для осцилюючої компоненти:

ξ (t) = −
mM0

d
drhz (x, y, z)

m2ω2 + α2
×

× cosωt+
αM0

d
drhz (x, y, z)

m2ω3 + α2ω
sinωt. (8)

Позначимо |σ| = mM2
0

4(m2ω2+α2) , тодi A i B перепишуться
i такому виглядi:

A =
4 |σ| ddrhz (x, y, z)

M0
, B =

4α |σ| ddrhz (x, y, z)
mM0ω

.

Перепишемо вираз (6) у такому виглядi:

ξ = (A0 cosωt+B0 sinωt)
d

dr
hz (x, y, z) , (9)

де A0 = 4|σ|
M0

, B0 = 4|σ|
M0

α
mω .

Тодi з (9) маємо

ξ =
√
A2

0 +B2
0

(
A0√

A2
0 +B2

0

cosωt+

+
B0√

A2
0 +B2

0

sinωt
)
d

dr
hz (x, y, z) ,

де cosα0 = A0√
A2

0+B
2
0

= mω√
m2ω2+α2 .

Згорнувши попереднiй вираз тригонометричними
перетвореннями, отримаємо

ξ =
√
A2

0 +B2
0 cos (ωt− α0)

d

dr
hz (x, y, z) , (10)

де α0 – зсув фази. Пiдставивши в (10) коефiцiєнти
A0 = 4|σ|

M0
, B0 = 4|σ|

M0

α
mω та |σ| = mM2

0
4(m2ω2+α2) остаточний

вираз для ξ набуде такого вигляду:

ξ =
M0

ω
√
m2ω2 + α2

cos (ωt− α0)
d

dr
hz (x, y, z)

або

ξ =
4δ
M0

cos (ωt− α0)
d

dr
hz (x, y, z) , (11)

де δ = M2
0

4ω
√
m2ω2+α2 .
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Пiдставимо (11) в рiвняння руху (4) i проведемо
усереднення, маємо

∂

∂xi
f (R, t) ξi = 2δ

d

dr

[
d

dr
hz (x, y, z)

]2
×

×
[
cos2 (ωt) cosα0 − cos (ωt) sin (ωt) sinα0

]
,

звiдки
∂

∂xi
f (R, t) ξi = δ

d

dR

[
d

dR
hz (x, y, z)

]2
×

× cosα0 = δ0
d

dR

[
d

dR
hz (x, y, z)

]2
,

де δ0 = mM2
0

4(m2ω2+α2) .
Тодi рiвняння для усередненого руху буде мати ви-

гляд

mR̈ + α
(
Ṙ−V

)
= −δ0

d

dR

(
dhz
dR

)2

. (12)

Вiзьмемо координатну залежнiсть hz (x, y, z) =
a
(
−z2 + x2+y2

3

)
, тодi стацiонарна точка Z0 запису-

ється у виглядi

αV0z = 8δ0a2Z0.

Звiдки маємо Z0:

Z0 =
αV0z

8δ0a2
. (13)

Аналогiчно для стацiонарних точок

X0, Y0: αV0x = 8
9δ0a

2X0.

Звiдки X0, Y0:

X0 = Y0 =
9
8
αV0x

δ0a2
.

Пiдставивши δ0, отримаємо остаточний вигляд ста-
цiонарних точок:

X0 = Y0 =
9
2
αV0x

(
m2ω2 + α2

)
a2M2

0m
,

Z0 =
1
2
αV0x

(
m2ω2 + α2

)
a2M2

0m
.

Розглянемо амплiтуди осциляцiй для стацiонарних
точок. Вираз для амплiтуд малих осциляцiй навко-
ло стацiонарної точки X ≈ X0 випишемо iз виразу
(11) для ξ:

ξx = ξy =
4δ
M0

d

dx
hz (x, y, z) =

3αV0x

√
m2ω2 + α2

mωaM0
,

ξz =
4δ
M0

d

dz
hz (x, y, z) =

3αV0x

√
m2ω2 + α2

mωaM0
.

Iз (12) знайдемо частоти малих коливань навколо ста-
цiонарної точки по осi Ox, маємо

mẍ1 + α (ẋ1 − V0x) = −8
9
a2δ0X0 −

8
9
a2δ0x1.

Звiдки

ẍ1 +
α

m
ẋ1 +

8
9
a2δ0
m

x1 = 0.

Частота малих коливань:

Ωx =

√
8
9
a2δ0
m
−
( α

2m

)2

,

при α
2 �

8a2δ0
9 , тому Ωx ≈ Ωy ≈

√
8
9
a2δ0
m ≈

√
2
9
aM0
mω ,

оскiльки lim
α→0

δ0 → M2
0

4ω2m .

Оскiльки α
2 � 8a2δ0, тому Ωz ≈

√
8a2δ0
m ≈

√
2aM0
mω .

Умова, за якої можливе застосування методу Ка-
пицi являє собою умову, при якiй частота повiльних
малих коливань набагато менша, нiж частота швид-
ких коливань для ξ, тобто Ω� ω. Тому√

2
9
aM0

mω
� ω, (14)

звiдки маємо ω �
√

aM0
m .

3. Чисельне моделювання магнiтної пастки

В основу моделi “магнiтної пастки” було покладено
рiвняння руху мiкрочастинки в магнiтному полi (1).
Проведемо точне чисельне моделювання “магнiтної
пастки” з осцилюючою силою (3), тодi рiвняння руху
мiкрочастинки в магнiтному полi матиме вигляд

mr̈ + α(ṙ−V0) = M0
d

dr
hz (x, y, z) cos(ωt). (15)

Розглянемо випадок зi сферичною мiкрочастинкою.
Пронормуємо вираз (13), для цього введемо такi за-
мiни: r = βρ (де ρ – радiус-вектор), ωt = τ i коефi-
цiєнт опору середовища запишемо через силу Стокса
[11], що дiє на сферичну мiкрочастинку, яка рухає-
ться вiдносно рiдини α = 6πηb (η – коефiцiєнт дина-
мiчної в’язкостi рiдини) [11]. Отримаємо таке пронор-
моване рiвняння руху мiкрочастинки в безрозмiрних
величинах:

ρ̈+K(ρ̇− υ0) = D
d

dρ
hz (ρx, ρy, ρz) cos(τ),

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2012. Т. 57, №9 917
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Рис. 1. Траєкторiя руху мiкрочастинки вздовж осi z у крово-
току: 1 – стацiонарна точка траєкторiї, побудована за аналiти-
чним виразом (13), 2 – траєкторiя, побудована на результатi
чисельного розрахунку рiвняння (14). (Координати вказанi в
безрозмiрних величинах)
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Рис. 2. Траєкторiя руху мiкрочастинки вздовж осi z у водяно-
му потоцi: 1 – стацiонарна точка траєкторiї, побудована за ана-
лiтичним виразом (13), 2 – траєкторiя, побудована на результа-
тi чисельного розрахунку рiвняння (14). (Координати вказанi
в безрозмiрних величинах)

де K = α
mω i D = 2

9
M0a
mω2 керуючi безрозмiрнi параме-

три, вiд яких залежить динамiка руху мiкрочастин-
ки.

Будемо вважати, що вектор швидкостi V = ṙ по-
ступального руху мiкрочастинки в кожний момент
часу τ , спрямований вздовж сили, визначається ви-
разом у правiй частинi рiвняння (15). Дослiдження
поведiнки сферичної феромагнiтної мiкрочастинки в
магнiтнiй пасцi проводилися з використанням про-
грамного пакета MathCad 14.

Для наглядного прикладу, розглянемо поведiнку
“магнiтної пастки” беручи до уваги умови, якi вла-
стивi кровоноснiй судинi людини. Прикладом буде
слугувати вена. Дiаметр вени 0,5 см, максимальна
швидкiсть потоку кровi в нiй до 20–050 см/c [12].
Параметри системи: b = 0, 05 см, ρFe = 7, 87 г/см3,
µFe = 1600 Гс, ω = 100 Гц, a = 10 г/см5c2, z0=0,
Vz0 = 2 см/с, β = 2. Динамiчна в’язкiсть кровi стано-
вить η = 5 · 10−3 г/см·с. Радiус мiкрочастинки стано-
вить 10% вiд дiаметра вени. Траєкторiю руху сфери-
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Рис. 3. Траєкторiя руху мiкрочастинки вздовж осi z у крово-
току: 1 – стацiонарна точка траєкторiї, побудована за аналi-
тичним виразом (13), 2 – траєкторiя побудована на результатi
чисельного розрахунку рiвняння (15) при невиконаннi умови
(14), 3 – траєкторiя, побудована при виконаннi умови (14) на
результатi чисельного розрахунку рiвняння (15). (Координати
вказанi в безрозмiрних величинах)

чної мiкрочастинки з залiза, за умови, що H0 � 3 Гс,
наведено на рис. 1 та 2.

Аналiзуючи траєкторiї руху мiкрочастинки з
наведених вище рисункiв, видно, що в умовах наяв-
ностi кровотоку (рис. 1) локалiзацiя феромагнiтної
мiкрочастинки вiдбувається за 5 с, максимальна
амплiтуда коливань навколо стацiонарної точки
в координатi 0,28 см становить 0,88 см i 0,28 см
при стабiльному коливальному режимi. Вихiд на
стабiлiзуючий режим вiдбувається за 3 сек. При
змiнi коефiцiєнта в’язкостi кровi на в’язкiсть води
η = 10−2 г/см·с (рис. 2) стацiонарна точка змiнила
своє положення на координату 0,55 i при цьому ма-
ксимальна амплiтуда коливань навколо стацiонарної
точки збiльшилася i становить 1,88 см та 0,49 см
при стабiльному коливальному режимi. Вихiд на
стабiлiзуючий режим вiдбувається за 2,5 с.

Наведенi вище рисунки зображують траєкторiї ру-
ху мiкрочастинки в потоцi рiдини за виконання умо-
ви (14). Покажемо як поводить себе мiкрочастинка,
коли умова (14) не виконується (рис. 3).

На рис. 3 видно, що при виконаннi умови (14) мо-
жлива локалiзацiя мiкрочастинки (коливальний про-
цес зображений траєкторiєю 3 ) в областi стацiонарної
точки Z0 (пряма 1 ), при цьому амплiтуда коливань
не виходить за межi вузького дiапазону в областi Z0.
Крiм того, коливання вiдбувається в стабiльному ре-
жимi з явним затуханням пiсля 4 с, що свiдчить про
захоплення мiкрочастинки в “магнiтну пастку”. У ви-
падку невиконання умови (14) вплив “магнiтної пас-
тки” на мiкрочастинку спостерiгається, але її захо-
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плення не вiдбувається, при цьому амплiтуда колива-
ння вiдразу виходить за межi допустимого дiапазону.

Аналiз графiкiв показує, що в вибраному дiапазо-
нi початкових даних система дiйсно демонструє вла-
стивостi магнiтної пастки шляхом утримання магнi-
тної мiкрочастинки в локалiзованiй областi магнiтно-
го поля. Видно, що час виходу системи у стабiльний
локалiзований режим змiнюється залежно вiд поча-
ткових умов, якi залежать вiд таких параметрiв си-
стеми, як радiус мiкрочастинки, динамiчна в’язкiсть
рiдини, густини матерiалу, частоти зовнiшнього ма-
гнiтного поля та iн. При цьому незначна змiна одного
з параметрiв приводить до значної змiни, наприклад,
значень амплiтуд i координати, при якiй вiдбувається
подальше коливання мiкрочастинки.

З рисункiв видно, що накладення магнiтного по-
ля на мiкрочастинку приводить до локалiзацiї то-
чки її знаходження, при цьому мiкрочастинка здiй-
снює осцилюючi коливання в невеликому дiапазонi
координат. Дiапазон радiуса сферичної мiкрочастин-
ки, для можливостi її локалiзацiї, становить 3–10−2–
6·10−2 см (6–12% вiд дiаметра вени), при цьому ло-
калiзацiя мiкрочастинки можлива в межах 0 < z <
30 см i 0 < x < 0, 5 см. Час локалiзацiї вiд 2 с до 5 с,
якщо величина поля H0 �6 Гс при радiусi мiкроча-
стинки 3·10−2 i H0 � 2 Гс при радiусi мiкрочастинки
6·10−2 см.

4. Висновки

Отриманi результати дослiджень динамiки руху сфе-
ричної феромагнiтної мiкрочастинки як теоретично,
так i чисельно показують, що використовуючи ме-
тод швидко осцилюючого поля [9], можна досягти ло-
кального мiнiмуму потенцiальної енергiї, що дозволяє
здiйснювати локалiзацiю в заданiй точцi простору ма-
гнiтною пасткою сферичної феромагнiтної мiкроча-
стинки для широкого дiапазону параметрiв (таких
як радiус мiкрочастинки, щiльнiсть i намагнiчування
насичення матерiалу, з якого вона зроблена, часто-
та осциляцiї магнiтного поля, швидкiсть та в’язкiсть
кровi в кровоноснiй судинi). Локалiзацiю феромагнi-
тних мiкрочастинок можливо досягти, при частотi й
величинi поля ω = 100 Гц i H0 � 2 Гс вiдповiдно, для
судин, дiаметр яких близький до дiаметра вени.
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ЛОКАЛИЗАЦИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ФЕРРОМАГНИТНОЙ
МИКРОЧАСТИЦЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ БЫСТРО
ОСЦИЛЛИРУЮЩЕГО МАГНИТНОГО
ПОЛЯ В ПОТОКЕ ЖИДКОСТИ

О.Ю. Горобец, М.М. Потемкин

Р е з ю м е

Предложена модель магнитного пинцета во внешнем быстро
осциллирующем магнитном поле, которая позволяет исследо-
вать движение магнитомягкой ферромагнитной микрочасти-
цы в магнитной ловушке и локализовать ее в условиях потока
жидкости. Сделаны оценки силы и частоты внешнего быстро
осциллирующего магнитного поля, а также размеры сфериче-
ской микрочастицы. Рассчитана траектория движения сфери-
ческой микрочастицы.

THE LOCALIZATION OF A SPHERICAL FERROMAGNETIC
MICROPARTICLE IN AN OSCILLATING MAGNETIC
FIELD IN A LIQUID STREAM

O.Yu. Gorobets, M.M. Potyemkin
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(37, Peremogy av., Kyiv 0356, Ukraine;
e-mail: mike_potyemkin@mail.ru)

S u m m a r y

The model of magnetic tweezers in a rapidly oscillating alternating

magnetic field, which allows one to estimate the movement of a

ferromagnetic magnetically soft microparticle in a magnetic trap

and to localize it in a liquid, is offered. The estimations of the

strength and the frequency of an oscillating alternating magnetic

field and the size of a spherical microparticle are carried out. The

movement trajectory of a spherical microparticle is calculated as

well.
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