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ПОПЕРЕЧНI ПЕРЕРIЗИ ПIДБАР’ЄРНОГО
ЗЛИТТЯ ТА ПРУЖНОГО РОЗСIЯННЯ, ОДЕРЖАНI
НА ОСНОВI МIЖЯДЕРНОГО ПОТЕНЦIАЛУ
В МОДИФIКОВАНОМУ МЕТОДI ТОМАСА–ФЕРМIУДК 539.1, 539.17

Густини розподiлу нуклонiв та потенцiали мiжядерної взаємодiї для реакцiй
16O+ 208Pb та 12C+ 208Pb було розраховано в рамках модифiкованого методу Томаса–
Фермi, з урахуванням усiх доданкiв до членiв другого порядку по ~ у квазiкласичному
розкладi кiнетичної енергiї. В ролi нуклон-нуклонної взаємодiї використовувалися сили
Скiрма, залежнi вiд густини нуклонiв. На основi одержаних потенцiалiв були обчи-
сленi перерiзи пiдбар’єрного злиття та пружного розсiяння, що добре узгоджуються з
новiтнiми експериментальними даними.
Ключ о в i с л о в а: потенцiал мiжядерної взаємодiї, модифiкований метод Томаса–Фермi,
розподiл густини нуклонiв, поперечний перерiз, пiдбар’єрне злиття, пружне розсiяння.

1. Вступ

Протягом всього iснування теоретичної ядерної
фiзики до розряду головних її задач вiдноси-
ться виявлення закономiрностей взаємодiї атом-
них ядер. Для розрахунку таких принципових ха-
рактеристик ядерних реакцiй, як поперечнi пере-
рiзи рiзноманiтних процесiв, нам перш за все не-
обхiдно знати потенцiальну енергiю взаємодiї мiж
ядрами [1-4]. Особливо важливими є вiдомостi про
величину i радiальну залежнiсть потенцiалу взає-
модiї за невеликих вiдстаней мiж ними.

На жаль, потенцiал нуклон-нуклонної, а тим
бiльше мiжядерної взаємодiї наразi достеменно не-
вiдомий. В цiлому ми можемо сказати, що якiсно
його можна роздiлити на ядерну, кулонiвську та
вiдцентрову частини, де властивостi двох остан-
нiх дослiдженi вже досить добре. Однак з ядерною
частиною ситуацiя є куди бiльш складною. Нара-
зi для неї застосовується велика кiлькiсть рiзних
моделей [1–24] – при цьому висоти бар’єра у по-
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тенцiалi мiжядерної взаємодiї, вiд яких залежить
механiзм протiкання реакцiї, в рамках цих моде-
лей можуть суттєво рiзнитися. Саме тому iнфор-
мацiя про потенцiал мiж’ядерної взаємодiї та ви-
соту бар’єра є принципово важливою для опису
протiкання реакцiї.

Для побудови потенцiалу мiжядерної взаємодiї
використовуються суттєво рiзнi методи [25–35], в
нашiй роботi ми будемо застосовувати напiвмiкро-
скопiчний пiдхiд. В рамках цього пiдходу розпо-
дiл густини нуклонiв у ядрах, а також розподiл
густини енергiї їх взаємодiї обчислюються в рам-
ках модифiкованого пiдходу Томаса–Фермi з си-
лами Скiрма, залежними вiд густини [4, 7, 8, 10,
11, 13–24]. Для взаємодiї Скiрма на даний момент
вже iснує досить велика кiлькiсть вдалих пара-
метризацiй, у данiй роботi використовується па-
раметризацiя SkM* [31]. При цьому у квазiкла-
сичному розкладi кiнетичної енергiї по ступенях
~ враховуються всi можливi доданки з точнiстю
до ~2. Розрахунки, проведенi ранiше для конкре-
тних ядерних задач як нами, так i iншими ав-
торами, вказують, що урахування у квазiкласи-
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чному розкладi всiх градiєнтних членiв в кiне-
тичнiй енергiї з точнiстю до ~2 є достатньо то-
чним наближенням, яким ми надалi й обмежимо-
ся. За таких умов модифiкований пiдхiд Томаса–
Фермi iз силами Скiрма добре описує розподiли
густини нуклонiв, енергiї зв’язку ядер, середньо-
квадратичнi радiуси та багато iнших характери-
стик основного та збудженого станiв атомних ядер
[25–31, 33].

У нашiй попереднiй роботi [36] ми вже бу-
дували потенцiал мiжядерної взаємодiї в рам-
ках модифiкованого методу Томаса–Фермi iз си-
лами Скiрма та обчислювали перерiзи пiдбар’єр-
ного злиття та пружного розсiяння для систем
16O + 58,60,62,64Ni, одержавши хороше узгоджен-
ня з експериментальними даними. Тепер ми по-
ширимо застосування цього пiдходу на системи
16O + 208Pb та 12C + 208Pb i аналогiчним чином
розрахуємо потенцiал мiжядерної взаємодiї, а на
його основi отримаємо перерiзи пiдбар’єрного зли-
ття та кутовi розподiли пружного розсiяння за до-
помогою оптичної моделi.

У роздiлi 2 ми представляємо математичний
апарат, необхiдний для реалiзацiї вибраного на-
ми пiдходу. Роздiли 3 та 4 мiстять в собi обго-
ворення отриманих результатiв та зробленi нами
висновки.

2. Модифiкований метод Томаса–Фермi

Як вже зазначалося, потенцiал мiжядерної вза-
ємодiї 𝑉 (𝑅) складається з ядерної 𝑉𝑁 (𝑅), куло-
нiвської 𝑉COUL(𝑅) та вiдцентрової 𝑉𝑙(𝑅) компо-
нент, що залежнi вiд вiдстанi 𝑅 мiж центрами мас
ядер:

𝑉 (𝑅) = 𝑉𝑁 (𝑅) + 𝑉COUL(𝑅) + 𝑉𝑙(𝑅). (1)

Для кулонiвської та вiдцентрової частин нами
було використано загально вiдомi вирази, якi мо-
жуть бути знайденi, зокрема, у роботах [19, 22,
23]. Ядерну частину потенцiалу взаємодiї 𝑉𝑁 (𝑅)
ми будемо обчислювати в рамках модифiкованого
методу Томаса–Фермi, приймаючи до уваги усi до-
данки до другого порядку по ~ у квазiкласичному
розкладi кiнетичної енергiї [4, 7, 8, 10, 11, 13–24].
В ролi нуклон-нуклонної взаємодiї використовую-
ться залежнi вiд густини сили Скiрма, а саме па-
раметризацiя SkM* [31]. У данiй роботi ми працю-
ємо в рамках пiдходу “заморожених” густин, який

цiлком застосовний за колобар’єрних енергiй зi-
ткнення. Потенцiал мiжядерної взаємодiї визнача-
ється як рiзниця мiж енергiями системи двох ядер,
розташованих на скiнченнiй 𝐸12(𝑅) та нескiнченiй
𝐸1(2) вiдстанях одне вiд одного [8, 10]:

𝑉 (𝑅) = 𝐸12(𝑅)− (𝐸1 + 𝐸2), (2)

𝐸12 =

∫︁
𝜖
[︀
𝜌1𝑝(r) + 𝜌2𝑝(r, 𝑅), 𝜌1𝑛(r) + 𝜌2𝑛(r, 𝑅)

]︀
𝑑r.

(3)

При цьому енергiя системи на нескiнченiй вiд-
станi являє собою суму енергiй зв’язку окремих
ядер, тобто:

𝐸1(2) =

∫︁
𝜖
[︀
𝜌1(2)𝑝(r), 𝜌1(2)𝑛(r)

]︀
𝑑r. (4)

Тут через 𝜌1(2)𝑛 та 𝜌1(2)𝑝 позначено нейтрон-
ну або протонну густину ядра 1(2) вiдповiдно,
𝜖[𝜌1(2)𝑝(r), 𝜌1(2)𝑛(r)] є густиною енергiї, через 𝑅 по-
значено вiдстань мiж центрами мас ядер.

Густина енергiї являє собою суму кiнетичного,
потенцiального та кулонiвського доданкiв:

𝜖 = 𝜖kin + 𝜖pot + 𝜖coul, (5)

де через 𝜖kin, 𝜖pot та 𝜖coul позначено густини кiне-
тичної, потенцiальної та кулонiвської енергiї вiдпо-
вiдно. За використання залежних вiд густини сил
Скiрма конкретний вигляд густини енергiї добре
вiдомий i неодноразово наводився у лiтературi [23–
27, 29, 31, 36], тому ми його опускаємо з огляду на
громiздкий запис.

Позначимо через 𝜏 густину кiнетичної енергiї,
яка є сумою густин кiнетичної енергiї для протонiв
та нейтронiв 𝜏 = 𝜏𝑛 + 𝜏𝑝. Якщо у квазiкласичному
розкладi кiнетичної енергiї ми будемо враховувати
доданки з точнiстю до другого порядку по ~, то
можемо записати [7, 8, 10, 11, 23, 26, 27, 36]:

𝜏 = 𝜏TF + 𝜏2, (6)

де 𝜏TF є кiнетичною енергiєю нейтронiв (протонiв)
у звичайному наближеннi Томаса–Фермi, а через
𝜏2 позначено градiєнтну поправку другого поряд-
ку по ~. Їх запис також достатньо громiздкий, але
конкретний вираз можна знайти в лiтературi [23,
24, 26, 27, 36]. Вiдзначимо, що у формулi (6) визна-
чним є внесок першого доданка, але поблизу по-
верхнi ядра градiєнтнi поправки також починають
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вiдiгравати помiтну роль. Оскiльки мiжядерний
потенцiал на кiнцевих вiдстанях зумовлений вза-
ємодiєю нуклонiв в областi перекриття “хвостiв”
розподiлу їх густини, врахування градiєнтних до-
данкiв у густинi кiнетичної енергiї, а також реалi-
стична поведiнка густини розподiлу нуклонiв у ди-
фузнiй областi є дуже важливими при розрахунку
потенцiалу мiжядерної взаємодiї.

3. Розрахунки потенцiалу
мiжядерної взаємодiї, перерiзiв
злиття та пружного розсiяння

Для розрахунку потенцiалу мiжядерної взаємодiї
нам необхiдно знати густини розподiлу нуклонiв у
ядрах, що взаємодiють. У данiй роботi ми вико-
ристовуємо нуклоннi густини, одержанi в рамках
модифiкованого пiдходу Томаса–Фермi [4, 7, 8, 10,
11, 13–24] з силами Скiрма, зокрема, для останнiх
ми будемо використовувати параметризацiю SkM*
[31]. Густини розподiлу нуклонiв для ядер 12C, 16O
та 208Pb, одержанi в рамках даного методу, пока-
зано на рис. 1.

Маючи у своєму розпорядженнi нуклоннi густи-
ни, ми можемо записати вираз для густини енергiї
та перейти до обчислення потенцiалу мiжядерної
взаємодiї, для чого ми також будемо застосовува-
ти модифiкований пiдхiд Томаса–Фермi iз силами
Скiрма (3)–(6). Отриманi нами потенцiали взаємо-
дiї для реакцiй 16O + 208Pb та 12C + 208Pb наведено
на рис. 2.

З рисунка можемо бачити, що одержанi нами
потенцiали мiжядерної взаємодiї на малих вiдста-
нях демонструють значне вiдштовхування. Це вiд-
штовхування спричинене нестисливiстю ядерної
речовини та сильним перекриттям густин розпо-
дiлу нуклонiв, оскiльки ми обчислюємо потенцiал
взаємодiї у наближеннi “заморожених густин”. Та-
ке перекриття породжує область, де густина ядер-
ної речовини перевищує типове значення в центрi
атомних ядер, яке є близким до густини ядерной
матерiї. Наявнiсть яскраво вираженого кору вiд-
штовхування, пов’язаного з сильним перекриттям
густин розподiлу нуклонiв та значною величиною
модуля нестискання ядерной матерiї, також при-
зводить до явища їх релаксацiї.

На основi одержаних потенцiалiв ми вже може-
мо приступити безпосередньо до розрахунку пере-
рiзiв ядерних реакцiй. Перш за все ми параметри-

Рис. 1. Нейтроннi та протоннi густини для ядер 12C,
16O та 208Pb, одержанi в рамках модифiкованого пiдходу
Томаса–Фермi

зуємо ядернi частини потенцiалiв мiжядерної вза-
ємодiї за допомогою потенцiалу Вудса–Саксона [1–
4], оскiльки бiльшiсть вiдомих кодiв для розрахун-
ку перерiзiв ядерних реакцiй враховує потенцiал
взаємодiї саме у такiй формi:

𝑉WS(𝑅) =
−𝑉0

1 + exp((𝑅− 𝑟0(𝐴
1/3
1 +𝐴

1/3
2 ))/𝑑0)

. (7)

Основну увагу при цьому ми будемо придiляти
якостi параметризацiї в околi точки дотику ядер,

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2021. Т. 66, № 10 857



В.О. Нестеров, О.I. Давидовська, В.Ю. Денисов

Рис. 2. Потенцiали мiжядерної взаємодiї, одержанi в рам-
ках модифiкованого пiдходу Томаса–Фермi для систем
16O+ 208Pb та 12C+ 208Pb

оскiльки ця область є найбiльш важливою для
опису як пружного розсiяння, так i пiдбар’єрно-
го злиття. Отриманi параметри потенцiалу Вудса–
Саксона (7) для систем 16O + 208Pb та 12C + 208Pb
наведено у табл. 1, а на рис. 3 можна побачити
ядернi частини потенцiалiв взаємодiї та їх апрокси-
мацiю за допомогою потенцiалу Вудса–Саксона.
Як бачимо, отриманi потенцiали Вудса–Саксона
добре описують ядерну частину взаємодiї на вiд-

Таблиця 1. Параметри потенцiалiв
Вудса–Саксона (7), за допомогою яких
апроксимовано ядернi частини потенцiалiв
взаємодiї, одержаних в рамках
модифiкованого пiдходу Томаса–Фермi

Реакцiя 𝑉0, МеВ 𝑟0, фм 𝑑0, фм

12C+ 208Pb 55,4837 1,1363 0,6591
16O+ 208Pb 66,1147 1,1333 0,7421

Рис. 3. Потенцiали Вудса–Саксона (WS), за допомогою
яких апроксимовано ядернi частини потенцiалiв взаємо-
дiї, одержаних в рамках модифiкованого пiдходу Томаса–
Фермi (ETF)

станях, де ядра починають контактувати – як вже
згадувалося, цей iнтервал особливо важливий для
опису ядерних процесiв за енергiй, близьких до
бар’єра.

Для розрахунку поперечних перерiзiв пiдбар’єр-
ного злиття ми застосували вiдомий код CCFULL
[37], що враховує зв’язок каналiв iз низькорозта-
шованими мультипольними вiбрацiйними поверх-
невими збудженнями 2+ та 3− у ядрах, що вза-
ємодiють. Також код CCFULL враховує нелiнiй-
нi ефекти зв’язку з багатофононними мультиполь-
ними поверхневими збудженнями. Параметри ква-
друпольних та октупольних деформацiй та енергiї
збудження низькоенергетичних коливальних 2+ та
3− станiв узято з вiдповiдних таблиць у роботах
[38–40], вони наведенi в табл. 2.

Поперечнi перерiзи пiдбар’єрного злиття, отри-
манi з використанням коду CCFULL [37] для си-
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стем 16O + 208Pb та 12C + 208Pb, показано на рис. 4
та 5. Як бачимо, отриманi перерiзи пiдбар’єрного
злиття добре описують новiтнi експериментальнi
данi для цих реакцiй, якi було взято з посилань
[41–43].

Також для систем 16O + 208Pb та 12C + 208Pb ми
розрахували перерiзи пружного розсiяння в рам-
ках оптичної моделi з використанням отриманих
ядерних частин потенцiалiв в якостi дiйсної части-
ни взаємодiї. Нашi розрахунки в оптичнiй моделi
враховують лише пружний канал i не розгляда-
ють зв’язок iз низькоенергетичними поверхневими
вiбрацiйними станами. При розрахунках до отри-
маного ядерного потенцiалу було добавлено уявну
частину у виглядi суми об’ємних i поверхневих до-
данкiв:

𝑊 (𝑅) = − 𝑊𝑊

1 + exp[𝑅− 𝑟𝑊 (𝐴
1/3
1 +𝐴

1/3
2 )/𝑑𝑊 ]

−

− 𝑊𝑆 exp[𝑅− 𝑟𝑆(𝐴
1/3
1 +𝐴

1/3
2 )/𝑑𝑆 ]

𝑑𝑆(1 + exp[𝑅− 𝑟𝑆(𝐴
1/3
1 +𝐴

1/3
2 )/𝑑𝑆0])

. (8)

Тут параметри 𝑊𝑊 , 𝑟𝑊 , 𝑑𝑊 , 𝑊𝑆 , 𝑟𝑆 , 𝑑𝑆 – це си-
ла, радiус та дифузнiсть вiдповiдно об’ємної (𝑊 )
та поверхневої (𝑆) частин уявного ядерного потен-

Таблиця 2. Параметри квадрупольних
та октупольних деформацiй та енергiї
збудження низькоенергетичних коливальних
2+ та 3− станiв [38–40]

Ядро 𝛽2 𝐸𝑥(2
+
1 ), КеВ 𝛽3 𝐸𝑥(3

−
1 ), КеВ

12C 0,582 4438,9 0,832 9641
16O 0,349 6917,1 0,729 6130
208Pb 0,0553 4085,5 0,111 2615

Таблиця 3. Параметри уявної частини
ядерного потенцiалу, одержанi шляхом пiдгонки
експериментальних перерiзiв пружного розсiяння
за допомогою потенцiалу Вудса–Саксона,
який апроксимує мiжядерний потенцiал
модифiкованого методу Томаса–Фермi,
для реакцiй 16O+ 208Pb та 12C+ 208Pb

Реакцiя 𝑊𝑊 𝑟𝑊 𝑑𝑊 𝑊𝑆 𝑟𝑆 𝑑𝑆

16O+ 208Pb 20,205 1,100 0,516 14,999 1,299 0,553
12C+ 208Pb 19,000 1,265 0,699 13,397 1,286 0,633

E, MeV

m
b

a
rn

Рис. 4. Поперечний перерiз пiдбар’єрного злиття (ETF),
отриманий на основi потенцiалу взаємодiї модифiкованого
пiдходу Томаса–Фермi для системи 12C+ 208Pb. Експери-
ментальнi данi (exp) взято з роботи [41]

m
b

a
rn

E, MeV

Рис. 5. Поперечний перерiз пiдбар’єрного злиття (ETF),
отриманий на основi потенцiалу взаємодiї модифiкованого
пiдходу Томаса–Фермi для системи 16O+ 208Pb. Експери-
ментальнi данi (exp) взято з робот [42, 43]

цiалу. Саме такий вираз використовується зазви-
чай в теорiї ядерних зiткнень [2, 4, 35]. Параметри
уявної частини ядерного потенцiалу (табл. 3) бу-
ло знайдено шляхом пiдгонки експериментальних
перерiзiв пружного розсiяння за допомогою потен-
цiалу Вудса–Саксона (7), що апроксимує мiжядер-
ний потенцiал, одержаний в рамках модифiкова-
ного методу Томаса–Фермi (табл. 1).

Результати розрахункiв перерiзiв пружного роз-
сiяння для системи 16O + 208Pb за енергiї пучка
𝐸lab = 95 МеВ та системи 12C + 208Pb за енергiї
пучка 𝐸lab = 75,7 МеВ наведено на рис. 6 та 7,
де величини поперечного перерiзу пружного роз-
сiяння представленi у виглядi, нормованому до по-
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deg.

Рис. 6. Поперечний перерiз пружного розсiяння для систе-
ми 16O+ 208Pb за енергiї пучка 𝐸lab = 95 МеВ, отриманий
в рамках модифiкованого наближення Томаса–Фермi з си-
лами Скiрма (ETF), залежними вiд густини. Експеримен-
тальнi данi (exp) взято з роботи [44]

deg.

Рис. 7. Поперечний перерiз пружного розсiяння для систе-
ми 12C+ 208Pb за енергiї пучка 𝐸lab = 75,7 МеВ, отрима-
ний в рамках модифiкованого наближення Томаса–Фермi
з силами Скiрма (ETF), залежними вiд густини. Експери-
ментальнi данi (exp) взято з роботи [44]

перечного перерiзу Резерфорда. Експериментальнi
данi, якi наведено на рисунках, взято з роботи [44].
Як ми можемо бачити з рисункiв, розрахованi пе-
рерiзи пружного розсiяння добре узгоджуються з
вiдповiдними експериментальними даними.

4. Висновки

В данiй роботi ми розрахували потенцiали мiж-
ядерної взаємодiї для реакцiй 16O + 208Pb та
12C + 208Pb в рамках модифiкованого пiдходу
Томаса–Фермi з залежними вiд густини силами

Скiрма, використовуючи густини нуклонiв, отри-
манi в тому самому пiдходi. Потенцiали розрахо-
вувалися в наближеннi “заморожених густин”, що
цiлком застосовне за енергiй зiткнення поблизу
бар’єра. Таке наближення дає нам змогу детально
дослiдити властивостi мiжядерної взаємодiї в око-
лi точки дотику ядер. На основi отриманих потен-
цiалiв ми розрахували перерiзи пiдбар’єрного зли-
ття та пружного розсiяння для систем 16O + 208Pb
та 12C + 208Pb. Одержанi нами перерiзи цих про-
цесiв знаходяться у доброму узгодженнi з останнi-
ми експериментальними даними. Вiдзначимо, що
за допомогою одного потенцiалу вдалося одноча-
сно описати експериментальнi перерiзи як пiдбар’-
єрного злиття, так i пружного розсiяння.
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SUBBARRIER-FUSION
AND ELASTIC-SCATTERING
CROSS-SECTIONS CALCULATED
ON THE BASIS OF THE NUCLEUS-NUCLEUS
POTENTIAL IN THE FRAMEWORK
OF THE MODIFIED THOMAS–FERMI METHOD

The nucleon density distributions and the nucleus-nucleus in-

teraction potentials have been calculated for the 16O + 208Pb

and 12C + 208Pb reactions using the modified Thomas–Fermi

method, in which all terms up to ~2-ones in the quasiclassi-

cal series expansion of the kinetic energy are taken into ac-

count. Skyrme forces depending on the nucleon density are

used as the nucleon-nucleon interaction. On the basis of the

obtained potentials, the cross-sections of subbarrier fusion and

elastic scattering are calculated and agree well with the latest

experimental data.

Ke yw o r d s: nucleus-nucleus interaction potential, modified
Thomas–Fermi method, nucleon density distribution, cross-
section, subbarrier fusion, elastic scattering.
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