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Для дослiдження нерiвноважних стацiонарних станiв з потоком енергiї одновимiрної
спiн-1/2 𝑋𝑋 моделi магнетоелектрика з механiзмом Кацури–Наґаоси–Балацького при
достатньо низьких температурах використано метод множника Лагранжа. За допо-
могою перетворення Йордана–Вiґнера задача зводиться до гамiльтонiана невзаємодi-
ючих безспiнових фермiонiв i може бути розв’язаною точно. Побудовано ряд фазових
дiаграм та розраховано залежностi намагнiченостi, електричної поляризацiї та рiзно-
манiтних сприйнятливостей вiд магнiтного та електричного полiв, а також i вiд
потоку енергiї.
К люч о в i с л о в а: одновимiрна 𝑋𝑋 модель, магнетоелектрик, нерiвноважнi стацiонарнi
стани, потiк енергiї, метод множника Лагранжа.

1. Вступ

1.1. Нерiвноважнi стацiонарнi стани

В сучаснiй статистичнiй фiзицi значна увага при-
дiляється теоретичному вивченню нерiвноважних
стацiонарних процесiв рiзної природи у рiзнома-
нiтних системах та моделях. Зокрема особливо-
стi нерiвноважних стацiонарних станiв (НРСС) до-
слiджувались у нерiвноважнiй спiн-бозоннiй мо-
делi [1, 2]; спрощенiй моделi системи невзаємодi-
ючих електронiв (одновимiрний ланцюжок фер-
мiонiв, який складається iз центральної части-
ни та двох металiчних термостатiв) [2]; системi
електрон-дiрка-фотон [3]; скiнченнiй квантовiй си-
стемi взаємодiючих частинок, пiд’єднанiй до еле-
ктродiв, якi є одночасно i термостатами [4]; кван-
товiй дротинi [5]; системi, у якiй квантова точка
помiщена мiж металом i надпровiдником або фе-
ромагнiтними контактами з протилежними поля-
ризацiями [6]; 𝑋𝑋 ланцюжку у поперечному полi,
пiд’єднаному до квантових резервуарiв невзаємо-
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дiючих спiнiв, якi мають рiзну температуру [7]; спi-
нових моделях iз взаємодiями мiж найближчими
сусiдами та з потоком енергiї [8–20] або спiновим
струмом [9, 21–24]. Слiд зауважити, що основною
особливiстю НРСС є наявнiсть постiйного потоку
якоїсь фiзичної величини (енергiї, магнiтного мо-
менту, заряду тощо).

Для одновимiрних квантових систем iснує де-
кiлька методiв дослiдження НРСС. Зокрема в
роботах [16–18] нерiвноважну систему з потоком
енергiї, який iндукований рiзними температурами
𝑇1 та 𝑇2 двох частин ланцюжка, iнтерпретували за
допомогою ефективного гамiльтонiана як рiвнова-
жну систему (якщо обидвi 𝑇𝑖 є ненульовими), або
ж як систему, що знаходиться у основному станi
(якщо якесь одне 𝑇𝑖 = 0). В роботах [5, 8–14] вико-
ристовували метод множника Лагранжа, у якому
стан, стимульований потоком енергiї або магнiтно-
го моменту, може бути наближено згенерований як
основний стан ефективного гамiльтонiана ℋ− 𝜆𝒥
(до гамiльтонiана ℋ системи, яка розглядається,
додається член, пропорцiйний до оператора пото-
ку 𝒥 ). Цей метод ґрунтується на тому, що коли



Ефект потоку енергiї

потiк є iнтегралом руху [ℋ,𝒥 ] = 0, тодi стацiо-
нарний стан можна описати в межах узагальнено-
го ансамблю Гiбса [14, 25, 26]. Слiд наголосити, що
для систем у нерiвноважному стацiонарному станi,
у яких потiк енергiї iндукований термостатами iз
рiзними температурами, метод множника Лагран-
жа доцiльно реалiзовувати лише коли цi темпера-
тури є низькими i коли їх рiзниця є малою [10, 14].

Зупинимося коротко на основних результатах
дослiдження властивостей НРСС у одновимiрних
спiнових моделях з потоком енергiї. В роботах [8,9]
основна увага зосереджена на дослiдженнi парних
кореляцiйних функцiй у одновимiрних моделi Iзi-
нґа та 𝑋𝑋 моделi, причому обидвi в поперечному
полi. Встановлено, що в станах, коли має мiсце по-
тiк енергiї, кореляцiї загасають iз вiдстанню мiж
вузлами за степеневим законом. У [9] також по-
казано, що у НРСС загасання 𝑋𝑋 парної кореля-
цiйної функцiї вiдбувається швидше, анiж у станi,
коли потiк енергiї є вiдсутнiм. В роботi [10] вста-
новлено, що у одновимiрнiй 𝑋𝑋 моделi з включе-
нням потоку енергiї вiдбувається перерозподiл iн-
тенсивностi 𝑋𝑋 динамiчного структурного факто-
ра при низьких частотах вiд краю зони Брiллюена
в напрямку до її центра. Нагадаємо, що зробленi
висновки у [8–10] стосуються лише випадку дуже
низьких температур, оскiльки дослiдження прово-
дились на основi методу множника Лагранжа. У
роботах [17, 18], використовується метод, у якому
немає обмежень на температури частин ланцюж-
ка. В [17] показано, що у 𝑋𝑋 моделi у поперечно-
му полi при низьких температурах 𝑋𝑋 кореляцiй-
на функцiя загасає iз вiдстанню за степеневим за-
коном. При високих ж температурах ця кореля-
цiйна функцiя загасає експоненцiйно на великих
вiдстанях i степенево на малих. У [18] вивчається
ефект Казимира у квантовому спiновому ланцюж-
ку з двома магнiтними домiшками у НРСС. Вста-
новлено, що сила Казимира загасає екпоненцiйно
зi збiльшенням вiдстанi мiж цими домiшками.

Окремо згадаємо також про роботи [27–30], у
яких розглядають системи iз потоком енергiї з ви-
користанням методу множника Лагранжа, проте
якi не мають прямого вiдношення до дослiдження
нерiвноважних стацiонарних процесiв. Так, у [27]
вивчаються властивостi основного стану трикубi-
тної одновимiрної 𝑋𝑋 моделi в поперечному полi
при наявностi потоку енергiї. У [28] дослiджують
квантову заплутанiсть двох кубiтiв, якi взаємодi-

ють iз 𝑋𝑌 ланцюжком з потоком енергiї. У [29] ви-
вчають, як впливає енергетичний струм на перемi-
щення квантового стану у 𝑋𝑋 моделi в однорiдно-
му поперечному полi. Ця робота, так само як i двi
попереднi, має стосунок до квантових комп’ютерiв.
У [30] розглядають одновимiрну узагальнену мо-
дель компаса, у якiй потiк енергiї є iнтегралом ру-
ху лише у часткових випадках. Вивчається вплив
на фiзичнi характеристики тричастинкових взає-
модiй, а також взаємодiї Дзялошинського–Морiя.

1.2. Магнетоелектричний ефект

Сполуки, в яких проявляється магнетоелектри-
чний ефект (МЕЕ), а також вiдповiднi їм кван-
товi спiновi або електроннi моделi надалi зали-
шаються об’єктами широких дослiджень [31–40].
Тут слiд зауважити, що хоча МЕЕ було обґрун-
товано теоретично [41] та виявлено експеримен-
тально [42] у сполуцi Cr2O3 вже пiвстолiття тому,
мiкроскопiчного пояснення цього явища тривалий
час не було.

На даний час запропоновано декiлька механi-
змiв виникнення МЕЕ в кристалах (див. огляди
[32, 34]): модель магнетострикцiї; модель залежної
вiд спiна 𝑝-𝑑 гiбридизацiї орбiталей; модель з ме-
ханiзмом Кацури–Наґаоси–Балацького (КНБ) по-
в’язаностi локалiзованих спiнiв (магнiтних момен-
тiв) iз електричною поляризацiєю зв’язка [43, 44].
В останнiй моделi поляризацiя виникає внаслiдок
змiщення йона лiганда, який знаходиться помiж
двома магнiтними йонами, причому мiж цими ма-
гнiтними частинками має мiсце надобмiнна взає-
модiя. Таким чином, механiзм КНБ ґрунтується
на твердженнi, що поляризацiя на зв’язку мiж
двома магнiтними йонами пропорцiйна до спiно-
вого струму мiж ними, який у операторнiй фор-
мi для ряду спiнових систем має вигляд взаємо-
дiї Дзялошинського–Морiя. У зв’язку з цим КНБ
моделi магнетоелектрика ще часто називають мо-
делями магнiтного потоку або iнверсної взаємодiї
Дзялошинського–Морiя.

Механiзм Кацури–Наґаоси–Балацького пов’яза-
ностi локалiзованих магнiтних моментiв iз еле-
ктричною поляризацiєю зв’язка мiж ними спосте-
рiгається в рядi магнiтних сполук, зокрема в одно-
вимiрному магнетоелектрику CuCl2 [45]. Окрiм то-
го, кристали LiCu2O2 [46] та LiCuVO4 [47] також
можуть бути достатньо добре описаними в рамках
одновимiрної КНБ моделi.
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Попри фундаментальне значення МЕЕ, вiн та-
кож вiдкриває широкi можливостi для техноло-
гiчних застосувань завдяки механiзму керування
магнiтними властивостями матерiалiв (особливо
наноструктурних) за допомогою електричного по-
ля i навпаки [37, 39, 40, 48, 49], що є основною
причиною незгасаючого iнтересу до цього ефекту.
Тут можна згадати проектування на основi ма-
гнетоелектрикiв носiїв iнформацiї, якi обходяться
без електричних струмiв [50], оптичних дiодiв на
BiFeO3 [51] та iнше. Останнiй приклад став можли-
вим завдяки динамiчному МЕЕ, який знаходить
своє застосування в багатьох областях [52–54]. Так,
пiд дiєю лазера у магнетоелектриках створюється
спiновий струм, оскiльки згiдно з теорiєю Фло-
ке сильнi перiодичнi поля генерують у гамiльто-
нiанi додатковi взаємодiї, якi дозволяють дина-
мiчно контролювати магнетоелектричний зв’язок
[52]. Такий спiновий струм можна виявити за до-
помогою оптоспiнтронних пристроїв. Iншим цiка-
вим явищем є динамiчнi фазовi переходи, спричи-
ненi ультракороткими перiодичними пульсування-
ми електричного поля [54].

Для магнетоелектричних систем є небагато
строгих результатiв i, наскiльки нам вiдомо, всi во-
ни стосуються одновимiрних моделей [55–60], або
двовимiрних декорованих ґраток [61]. Квантовий
спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 ланцюжок iз КНБ механiзмом по-
в’язаностi намагнiченостi з електричною поляри-
зованiстю було розв’язано в роботi [55], де, зокре-
ма, дослiдженi намагнiченiсть, електрична поля-
ризацiя, магнетоелектричний тензор як функцiї
електричних та магнiтних полiв. Було виявлено,
що така проста модель не передбачає так званого
нетривiального магнетоелектричного ефекту, коли
лишень електричне (магнiтне) поле може iндуку-
вати намагнiченiсть (електричну поляризацiю). Це
явище вдається описати лише, якщо додати до си-
стеми додатковi взаємодiї. Так, у 𝑋𝑋 КНБ лан-
цюжку з триспiновими взаємодiями реалiзується
згаданий вище нетривiальний МЕЕ [56].

Цiлком нещодавно було дослiджено точно ефект
змiни геометрiї у випадку 𝑋𝑋 магнетоелектрика
з механiзмом КНБ на зиґзаґ ланцюжку [57] та
вплив анiзотропiї на магнетоелектричнi властиво-
стi одновимiрної 𝑋𝑌 моделi КНБ [58]. Окрiм того,
в роботi [59] отримано точнi результати для ма-
гнетоелектрика КНБ на драбинцi iз взаємодiями
Iзiнґа та Гайзенберґа в ланцюжках та мiж ними

вiдповiдно. Слiд також окремо згадати про одно-
вимiрну модель квантового компасу, яку було уза-
гальнено на випадок магнетоелектрика з КНБ ме-
ханiзмом та розв’язано точно [60].

1.3. Постановка задачi

У своєму дослiдженнi в рамках методу множни-
ка Лагранжа ми вивчимо вплив потоку енергiї на
характеристики одновимiрної спiн-1/2 𝑋𝑋 моде-
лi магнетоелектрика в електричному та в попе-
речному магнiтному полях, яка перебуває у не-
рiвноважному стацiонарному станi. Пов’язанiсть
локалiзованих спiнiв iз електричною поляризацi-
єю зв’язка у розглянутiй моделi описується меха-
нiзмом Кацури–Наґаоси–Балацького, а енергети-
чний струм може бути спричиненим, наприклад,
термостатами, з якими контактують краї ланцюж-
ка. Основна увага у нашiй працi буде зосереджена
на аналiзi фазових дiаграм, а також залежностей
електричної поляризацiї та сприйнятливостей (ма-
гнiтної, електричної, магнетоелектричних) вiд по-
лiв та потоку енергiї.

Нагадаємо, що метод множника Лагранжа до-
речно застосовувати для опису НРСС з постiйним
енергетичним струмом у випадку, коли краї систе-
ми пiд’єднанi до термостатiв iз рiзними, достатньо
низькими температурами. Цей метод базується на
тому, що такий нерiвноважний стан з постiйним
потоком енергiї може бути описаним узагальненим
розподiлом Гiбса e−𝛽(ℋ−𝜆𝒥 ℰ), де 𝛽 – середнє зна-
чення обернених температур резервуарiв, iз якими
контактують границi ланцюжка, ℋ – гамiльтонiан
ланцюжка, 𝒥 ℰ – оператор потоку енергiї, а 𝜆 – ге-
неруюче цей потiк поле [14].

Слiд зазначити, що модель магнетоелектрика,
яку ми розглядаємо, є iнтегрованою. А у iнтегрова-
них моделях не виконується закон Фур’є i енерге-
тичний струм не є пропорцiйним до градiєнта тем-
ператури всерединi спiнового ланцюжка [10, 62].
Це може бути пов’язане з тим, що у таких системах
потiк енергiї є iнтегралом руху i, як наслiдок, кое-
фiцiєнти теплопровiдностi є аномальними [63, 64].

2. Одновимiрна спiн-1/2
𝑋𝑋 модель магнетоелектрика

Будемо розглядати одновимiрну спiн-1/2 𝑋𝑋 мо-
дель магнетоелектрика в електричному полi, пер-
пендикулярному до осi 𝑧 [E = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 0)] та в по-
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перечному магнiтному полi [h = (0, 0, ℎ𝑧)], у якiй
пов’язанiсть електричної поляризацiї p𝑗,𝑗+1 зв’яз-
ка, що з’єднує спiни S𝑗 та S𝑗+1, iз цими локалiзо-
ваними магнiтними моментами описується механi-
змом Кацури–Наґаоси–Балацького [43]:

p𝑗,𝑗+1 = 𝛾e𝑗,𝑗+1 × S𝑗 × S𝑗+1. (1)

Тут e𝑗,𝑗+1 – одиничний вектор, орiєнтований вiд
𝑗-го до (𝑗 + 1)-го вузла, а 𝛾 – коефiцiєнт, який
пов’язує електричну поляризацiю iз оператором
спiнового потоку. Надалi для простоти покладемо
𝛾 = 1. Оскiльки ланцюжок лежить вздовж осi 𝑥
[e𝑗,𝑗+1 = (1, 0, 0)], то вибрана конфiгурацiя полiв
забезпечує iнтегровнiсть задачi (магнетоелектрик
з потоком енергiї, врахованим на основi методу
множника Лагранжа).

Гамiльтонiан одновимiрного 𝑋𝑋 магнетоеле-
ктрика з вибраними нами h та E має вигляд [55–
57, 65]:

ℋME =

𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
− ℎ𝑆𝑧

𝑗 + ℐ(𝑆𝑥
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)−

−𝐸(𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1−𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)

]︁
, (2)

де ℎ = ℎ𝑧 – зовнiшнє поперечне магнiтне поле, ℐ –
надобмiнна взаємодiя, 𝐸 = 𝐸𝑦 – 𝑦 компонента зов-
нiшнього електричного поля,

𝑝𝑗,𝑗+1 = 𝑝𝑦𝑗,𝑗+1 ≡ 𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1−𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1

оператор 𝑦 компоненти електричної поляризацiї
зв’язка.

Нагадаємо, що 𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1−𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1 є 𝑧 компонентою

взаємодiї Дзялошинського–Морiя [66, 67] у опера-
торнiй формi, рiзнi моделi iз якою дослiджуються
вже не одне десятилiття [68–75], у тому числi й,
коли вона є регулярнозмiнною [76, 77]. Слiд за-
уважити, що для одновимiрного спiн-1/2 𝑋𝑌 лан-
цюжка у поперечному полi з однорiдною взаємо-
дiєю Дзялошинського–Морiя, напрямленої вздовж
осi 𝑧, було отримано точний результат на основi
одновимiрного перетворення Йордана–Вiґнера ще
у 1965 роцi в роботi [68].

3. Нерiвноважнi стацiонарнi стани

Для вивчення нерiвноважних станiв магнетоеле-
ктрика (2) iз стацiонарним потоком енергiї мо-
жна застосувати метод множника Лагранжа 𝜆
для квантових систем [8–14]. Так, при температурi

𝑇 → 0 такий стацiонарний стан вiдповiдає стану
з найменшою енергiєю для моделi (2) iз заданим
енергетичним струмом. Тобто, потрiбно розраху-
вати основний стан такого ефективного гамiльто-
нiана:

ℋℰ = ℋME − 𝜆𝒥 ℰ . (3)

Тут 𝒥 ℰ – так званий макроскопiчний потiк енергiї,
а множник Лагранжа 𝜆 є ефективним полем, яке
керує цим потоком.

Локальний потiк енергiї 𝐽ℰ
𝑗 , який вносить вклад

вiд 𝑗-го спiна у “макроскопiчний” потiк (𝒥 ℰ =

=
∑︀𝑁

𝑗=1 𝐽
ℰ
𝑗 ), отримується iз рiвняння неперервно-

стi для локальної енергiї [8, 63, 64, 78–81]:

ḢME
𝑗 = 𝑖[ℋME, 𝐻ME

𝑗 ] = −div𝐽ℰ
𝑗 = 𝐽ℰ

𝑗−1 − 𝐽ℰ
𝑗 . (4)

Тут 𝐻ME
𝑗 – оператор цiєї локальної енергiї, причо-

му ми поклали ~ = 1.
У нашiй задачi 𝐻ME

𝑗 може бути вибраний так:

𝐻ME
𝑗 = ℐ(𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑥
𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)− ℎ𝑆𝑧

𝑗 −

−𝐸(𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 − 𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1). (5)

Зауважимо, по-перше, що це не єдиний спосiб ви-
бору оператора локальної енергiї, який забезпечує
виконання рiвняння неперервностi (4), а також,
по-друге, що вибiр 𝐻ME

𝑗 , якщо вiн коректний (за-
безпечує виконання (4)), не впливає на кiнцевий
результат для “макроскопiчного” потоку енергiї.

На основi (4) та (5) отримаємо оператор локаль-
ного потоку енергiї:

𝐽ℰ
𝑗 = ℎ𝐸(𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑥
𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)+

+ℎℐ(𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 − 𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)+

+2𝐸ℐ(𝑆𝑥
𝑗 𝑆

𝑧
𝑗+1𝑆

𝑥
𝑗+2 + 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑧
𝑗+1𝑆

𝑦
𝑗+2)+

+ (𝐸2 − ℐ2)(𝑆𝑥
𝑗 𝑆

𝑧
𝑗+1𝑆

𝑦
𝑗+2 − 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑧
𝑗+1𝑆

𝑥
𝑗+2). (6)

Таким чином, гамiльтонiан (3) можемо записати у
виглядi:

ℋℰ =

𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
− ℎ𝑆𝑧

𝑗 + ℐ̃(𝑆𝑥
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)−

− 𝐸̃(𝑆𝑦
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 − 𝑆𝑥

𝑗 𝑆
𝑦
𝑗+1)+

+ 𝐾̃(𝑆𝑥
𝑗−1𝑆

𝑧
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1 + 𝑆𝑦

𝑗−1𝑆
𝑧
𝑗 𝑆

𝑦
𝑗+1)+

+ 𝑅̃(𝑆𝑥
𝑗−1𝑆

𝑧
𝑗 𝑆

𝑦
𝑗+1 − 𝑆𝑦

𝑗−1𝑆
𝑧
𝑗 𝑆

𝑥
𝑗+1)

]︁
, (7)
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де введенi позначення

ℐ̃ = ℐ − 𝜆ℎ𝐸, 𝐸̃ = 𝐸 + 𝜆ℎℐ,
𝐾̃ = −2𝜆𝐸ℐ, 𝑅̃ = −𝜆(𝐸2 − ℐ2).

Треба сказати, що теоретичне дослiдження спi-
нових ланцюжкiв, в яких окрiм двоспiнових вза-
ємодiй мiж найближчими сусiдами наявнi триспi-
новi мiж наступними пiсля найближчих вузлами,
триває вже декiлька десятилiть. Однiєю iз пер-
ших робiт, де розглядали так звану модифiкова-
ну 𝑋𝑋𝑍 модель з конкуруючими взаємодiями, га-
мiльтонiан якої – сума двох iнтегралiв руху, є пра-
ця [82]. Перший iз iнтегралiв руху є добре вiдо-
мий 𝑋𝑋𝑍 ланцюжок, а другий – ланцюжок лише
iз триспiновими взаємодiями. Слiд зауважити, що
другий iнтеграл руху є нiщо iнше, як оператор по-
току енергiї для звичайної одновимiрної 𝑋𝑋𝑍 мо-
делi (дивись, наприклад, [83]). Подiбнi зиґзаґ дра-
бинки з конкуруючими взаємодiями мiж найближ-
чими та наступними пiсля найближчих сусiдами
дослiджували у роботах [83–87] та багатьох iнших.

4. Результат фермiонiзацiї
Йордана–Вiґнера

Ефективний гамiльтонiан (7) з потоком енергiї має
такi самi дво- та триспiновi доданки, як i у робо-
тi [56]. Тому можемо зразу записати остаточний
результат, який отримується пiсля одновимiрного
перетворення Йордана–Вiґнера (див. [65,88–90]) та
пiсля переходу до iмпульсного простору:

ℋℰ =
∑︁

−𝜋≤𝑘<𝜋

Λ𝑘

(︂
𝑛𝑘 − 1

2

)︂
. (8)

Тут 𝑘 належить першiй зонi Брiллюена, 𝑛𝑘 = 𝑐†𝑘𝑐𝑘,
𝑐†𝑘 та 𝑐𝑘 – оператори народження та знищення без-
спiнових фермiонiв, а спектр визначається таким
чином:

Λ𝑘 = −ℎ+ ℐ̃ cos 𝑘 − 𝐸̃ sin 𝑘 − 𝐾̃

2
cos(2𝑘)+

+
𝑅̃

2
sin(2𝑘). (9)

У термодинамiчнiй границi на основi (8) легко
обчислити енергiю основного стану з розрахунку
на один вузол:

𝑒0 =
⟨ℋℰ⟩
𝑁

= − 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘|Λ𝑘|, (10)

а на основi (10) – потiк енергiї при 𝑇 → 0:

⟨𝐽ℰ⟩= ⟨𝒥 ℰ⟩
𝑁

= −𝜕𝑒0
𝜕𝜆

= − 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘 sgn(Λ𝑘)𝑔𝑘, (11)

де введене позначення

𝑔𝑘 = ℎ𝐸 cos 𝑘 + ℎℐ sin 𝑘−

−𝐸ℐ cos(2𝑘) +
𝐸2 − ℐ2

2
sin(2𝑘). (12)

Намагнiченiсть та електричну поляризацiю (з
розрахунку на вузол) при нульовiй температурi
можна отримати зокрема таким чином:

𝑚 ≡ lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

⟨𝑆𝑧
𝑗 ⟩ =

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘

(︂
⟨𝑛𝑘⟩ −

1

2

)︂
=

= − 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘 sgn(Λ𝑘), (13)

𝑝 ≡ lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

⟨𝑝𝑗,𝑗+1⟩ =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘 ⟨𝑛𝑘⟩ sin 𝑘 =

= − 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘 sgn(Λ𝑘) sin 𝑘. (14)

У нашому дослiдженнi незалежними параметра-
ми задачi є потiк енергiї (а не 𝜆; дивись, напри-
клад, працю [9], а також Додаток), надобмiнна
взаємодiя та магнiтне й електричне поля. У та-
кому разi спектр елементарних збуджень (9) є
заданим параметрично: Λ𝑘 = Λ(𝑘, 𝜆, ℐ, ℎ, 𝐸), де
𝜆 = 𝜆(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) – функцiя задана неявно (див.
(11)). Вiдповiдно параметрично заданими будуть
також i iншi фiзичнi характеристики.

Числовий аналiз спектра (9) показує, що в за-
лежностi вiд значень параметрiв ⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ та 𝐸
може бути двi або чотири точки Фермi 𝑘F𝜈 . Нага-
даємо (див., наприклад, [85,90,91]), що точками 𝑘F𝜈
є значення квазiiмпульсу, при яких спектр елемен-
тарних збуджень Λ𝑘 дорiвнює нулю. Зауважимо,
що коли незалежними параметрами є 𝜆, ℐ, ℎ та
𝐸, то також може бути двi або чотири точки Фер-
мi, але можливий i випадок, коли у спектрi буде
щiлина [65].

На основi спiввiдношень (9) та (11)–(14),
приймаючи до уваги наявнiсть точок Фер-
мi 𝑘F𝜈 (⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) = 𝑘F𝜈 (𝜆(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸), ℐ, ℎ, 𝐸),
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отримаємо магнiтну (𝜕𝑚𝜕ℎ ), електричну ( 𝜕𝑝
𝜕𝐸 ) та двi

магнетоелектричнi (𝜕𝑚𝜕𝐸 , 𝜕𝑝
𝜕ℎ ) сприйнятливостi при

𝑇 → 0:

𝜕𝑚

𝜕𝜉
=𝜁

∑︁
𝜈

(−1)𝜈
𝜕𝑘F𝜈
𝜕𝜉

, (15)

𝜕𝑝

𝜕𝜉
=𝜁

∑︁
𝜈

(−1)𝜈 sin 𝑘F𝜈
𝜕𝑘F𝜈
𝜕𝜉

. (16)

Тут пiдсумовування проводиться по iндексах усiх
точок Фермi, введене позначення 𝜁 = sgn(Λ𝑘=𝜋)/
/(2𝜋), а 𝜉 = ℎ,𝐸 (i тут, i нижче). Приведемо також
необхiднi для розрахунку сприйнятливостей (15)
та (16) вирази у явному виглядi:

𝜕𝑘F𝜈
𝜕𝜉

= −
(︂
𝜕Λ𝑘F

𝜈

𝜕𝜉
+

𝜕Λ𝑘F
𝜈

𝜕𝜆

𝜕𝜆

𝜕𝜉

)︂⧸︂(︂
𝜕Λ𝑘

𝜕𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘F

𝜈

)︂
, (17)

𝜕𝜆

𝜕𝜉
= −

[︂
1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘 sgn(Λ𝑘)
𝜕𝑔𝑘
𝜕𝜉

+

+ 𝜁
∑︁
𝜈

(−1)𝜈𝑔𝑘F
𝜈

(︂
𝜕Λ𝑘F

𝜈

𝜕𝜉

)︂⧸︂(︂
𝜕Λ𝑘

𝜕𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘F

𝜈

)︂]︂
×

×
[︂
𝜁
∑︁
𝜈

(−1)𝜈𝑔𝑘F
𝜈

(︂
𝜕Λ𝑘F

𝜈

𝜕𝜆

)︂⧸︂(︂
𝜕Λ𝑘

𝜕𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑘=𝑘F

𝜈

)︂]︂−1

, (18)

𝜕Λ𝑘

𝜕ℎ
= −1− 𝜆(𝐸 cos 𝑘 + ℐ sin 𝑘),

𝜕Λ𝑘

𝜕𝐸
= 𝜆[ℐ cos(2𝑘)− 𝐸 sin(2𝑘)− ℎ cos 𝑘]− sin 𝑘,

𝜕Λ𝑘

𝜕𝜆
= −ℎ(𝐸 cos 𝑘 + ℐ sin 𝑘) + ℐ𝐸 cos(2𝑘)−

− (𝐸2 − ℐ2) sin(2𝑘)/2,

𝜕Λ𝑘

𝜕𝑞
= −ℐ̃ sin 𝑘 − 𝐸̃ cos 𝑘 + 𝐾̃ sin(2𝑘) + 𝑅̃ cos(2𝑘),

𝜕𝑔𝑘
𝜕ℎ

= 𝐸 cos 𝑘 + ℐ sin 𝑘,

𝜕𝑔𝑘
𝜕𝐸

= ℎ cos 𝑘 − ℐ cos(2𝑘) + 𝐸 sin(2𝑘).

5. Результати числових дослiджень

У даному роздiлi зупинимося на дослiдженнi зале-
жностей намагнiченостi, електричної поляризацiї
та сприйнятливостей вiд магнiтного й електрично-
го полiв, а також вiд потоку енергiї. Оскiльки:

∙ поля ℎ та 𝐸 можна масштабувати абсолю-
тним значенням взаємодiї |ℐ|, потiк енергiї ⟨𝐽ℰ⟩ =
= 1

𝑁 ⟨𝒥 ℰ⟩ – значенням ℐ2, множник Лагранжа 𝜆 –
значенням 1/|ℐ|;

∙ ⟨𝐽ℰ⟩ є парною функцiєю обох полiв та взаємо-
дiї, намагнiченiсть – парною функцiєю 𝐸 та ℐ i
непарною функцiєю ℎ, а для поляризацiї при фi-
ксованому потоцi енергiї мають мiсце властивостi

𝑝(ℐ, ℎ, 𝐸) = 𝑝(−ℐ,−ℎ,𝐸) = −𝑝(ℐ,−ℎ,−𝐸),

то не втрачаючи всеохопностi покладемо ℐ = −1
та можемо обмежуватись додатними магнiтними
полями ℎ ≥ 0 при довiльному 𝐸, або ж навпаки –
додатними електричними полями 𝐸 ≥ 0 при до-
вiльному ℎ.

Зазначимо, що ми проводимо теоретичне дослi-
дження впливу енергетичного струму в рамках ме-
тоду множника Лагранжа на характеристики спiн-
1/2 𝑋𝑋 моделi магнетоелектрика з КНБ механi-
змом. Тому для повноти картини будемо розгля-
дати значення ⟨𝐽ℰ⟩ у досить широкому дiапазонi.

5.1. Фазовi дiаграми

Аналогiчно, як i у роботi [9], будемо розрiзняти
три рiзнi фази безщiлинної спiнової рiдини: I – не-
магнiтна (𝑚 = 0) фаза з чотирма точками Фермi;
II та III – магнiтовпорядкованi (𝑚 ̸= 0) фази з
чотирма та двома точками Фермi вiдповiдно. Фа-
зовi переходи мiж цими фазами можуть бути лише
другого роду. Бiльш детально рiзницю мiж магнi-
товпорядкованими фазами II та III буде висвiтле-
но при аналiзi польових залежностей намагнiче-
ностi та електричної поляризацiй, а також сприй-
нятливостей.

На рис. 1–3 наведено фазовi дiаграми в площи-
нах (|ℎ|, ⟨𝐽ℰ⟩), (|𝐸|, ⟨𝐽ℰ⟩) та (|𝐸|, |ℎ|) вiдповiдно.
Рисунок 1 демонструє, як змiнюються (|ℎ|, ⟨𝐽ℰ⟩)
дiаграми зi змiною електричного поля. Вони є якi-
сно однаковими при будь-яких значеннях 𝐸 i ма-
ють топологiю, аналогiчну до приведеної i проана-
лiзованої в роботi [9] для 𝑋𝑋 моделi в поперечно-
му магнiтному полi. На цих фазових дiаграмах
наявнi усi три фази. Границя мiж фазами II та
III є вертикальним вiдрiзком. Окрiм лiнiй, якi вiд-
повiдають фазовим переходам I→ II та II→ III, i
якi сходяться у свого роду “потрiйнiй точцi” (TP),
на фазових дiаграмах наявнi кривi максимально
досяжного потоку енергiї ⟨𝐽ℰ

max(|ℎ|, |𝐸|)⟩ (див. [9]).
Вище цих кривих не iснує станiв (стани iз потоком
енергiї бiльшим вiд ⟨𝐽ℰ

max⟩ при заданих магнiтних
та електричних полях не можуть бути реалiзова-
ними (див. [65] та Додаток)). Слiд зауважити, що
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Рис. 1. Фазовi дiаграми в площинi модуль магнiтного по-
ля – потiк енергiї при рiзних значеннях модуля електрично-
го поля (|𝐸| = 0,5, 2). Тут також наведено кривi, якi вiд-
повiдають максимально досяжному потоку енергiї ⟨𝐽ℰ

max⟩,
вище яких не iснує станiв. Дiаграму при 𝐸 = 0 можна по-
дивитись у роботi [9], де видно, що перехiд мiж магнiтовпо-
рядкованими фазами II та III вiдбувається при |ℎII→III

𝑐 | = 1

“потрiйна точка” у данiй задачi не є класичною по-
трiйною точкою, оскiльки лежить на кривiй, що
окреслює область, де стани не iснують.

Варто звернути увагу також на те, що на
(|ℎ|, ⟨𝐽ℰ⟩) дiаграмах лiнiї, якi вiдповiдають фазо-
вим переходам I→ II, накладаються одна на одну
при рiзних значеннях електричного поля. Прито-
му чим меншим є |𝐸|, тим “коротшою” буде ця
лiнiя. Таким чином, координати точок переходу
(ℎI→II

𝑐 , ⟨𝐽ℰ⟩I→II
𝑐 ) мiж фазами I та II не залежать

вiд значення електричного поля.
Для фазових дiаграм у площинi (|𝐸|, ⟨𝐽ℰ⟩) iсну-

ють три рiзнi топологiї (див. рис. 2). Так, на дiа-
грамах при |ℎ| < 1 лiнiя (границя) мiж фазами I
та II не перетинається iз лiнiєю максимально дося-
жного потоку, а при |ℎ| = 1 цi лiнiї сходяться в
точцi 𝐸 = 0, ⟨𝐽ℰ⟩ = 1/𝜋. При |ℎ| > 1 на фазо-

Рис. 2. Фазовi дiаграми в площинi модуль електричного
поля – потiк енергiї при рiзних значеннях модуля магнiтно-
го поля (|ℎ| = 0,5, 1, 2). Тут також наведено кривi, якi вiд-
повiдають максимально досяжному потоку енергiї ⟨𝐽ℰ

max⟩,
вище яких не iснує станiв

вих дiаграмах, на вiдмiну вiд розглянутих вище
випадкiв |ℎ| ≤ 1, наявними є фаза III та “потрiй-
на точка”. Ця TP зi збiльшенням |ℎ| змiщується
у напрямку бiльших |𝐸| та ⟨𝐽ℰ⟩. Слiд зауважи-
ти, що лiнiї, якi вiдповiдають фазовим переходам
мiж фазами II та I (III) є горизонтальними (вер-
тикальними).
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Рис. 3. Фазовi дiаграми в площинi модуль електричного поля – модуль магнiтного поля при рiзних
значеннях потоку енергiї (⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, 0,2, 1/𝜋, 0,5). Тут також наведено лiнiї, в кожнiй точцi яких ма-
ксимально досяжний потiк енергiї ⟨𝐽ℰ

max⟩ дорiвнює вiдповiдним заданим потокам ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2, 1/𝜋, 0,5.
Нижче цих лiнiй не iснує станiв

Фазовi дiаграми у площинi (|𝐸|, |ℎ|) можуть ма-
ти чотири рiзнi топологiї (див. рис. 3). При ⟨𝐽ℰ⟩ <
1/𝜋 лiнiї, якi роздiляють фази I, II та III, не пе-
ретинаються, причому лише при ⟨𝐽ℰ⟩ < 1/(2𝜋) на
дiаграмах немає областей, де не iснують стани. У
випадку ж ⟨𝐽ℰ⟩ = 1/𝜋 вже iснує “потрiйна точка”
з координатами (𝐸TP = 0, |ℎTP| = 1). Iз збiльшен-
ням потоку енергiї ця “потрiйна точка” змiщується
в напрямку бiльших як |𝐸|, так i |ℎ| (див. рис. 3 для
⟨𝐽ℰ⟩ = 1/𝜋 та 0,5). Слiд зауважити, що координа-
ти точки переходу (𝐸II→III

𝑐 , ℎII→III
𝑐 ) мiж фазами II

та III не залежать вiд ⟨𝐽ℰ⟩ за виключенням того,
що при ⟨𝐽ℰ⟩ > 1/𝜋 лiнiя переходiв мiж згаданими
фазами бере початок з “потрiйної точки”. Iншими
словами, лiнiя, яка вiдповiдає фазовим переходам
II→ III при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5, накладається на вiдповiднi
лiнiї при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, 0,2 та 1/𝜋 (що можна поба-
чити на рис. 3).

5.2. Намагнiченiсть
та електрична поляризацiя
Розглянемо тепер, як поводять себе намагнiченiсть
𝑚 та електрична поляризацiя 𝑝 зi змiною параме-
трiв моделi ℎ, 𝐸 та ⟨𝐽ℰ⟩. На рис. 4 – 6 наявнi майже
усi можливi з точки зору якiсної рiзницi залежно-
стi 𝑚 та 𝑝 вiд магнiтного та електричного полiв, а
також вiд потоку енергiї. Слiд зразу сказати, що
у своєму дослiдженнi ми не розглядали випадки,
коли хоча б однин iз параметрiв |ℎ|, |𝐸| або ⟨𝐽ℰ⟩ є
безмежно великим. З рисункiв добре видно, що у
точках фазових переходiв i намагнiченiсть, i еле-
ктрична поляризацiя мають злами. Лише злами
𝑝(ℎ) при переходi мiж фазами II та III у випад-
ках електричних полiв близьких до нуля є слабо
вираженими (див. рис. 4). Слiд зауважити, що у
ефективному гамiльтонiанi (7) наявнi триспiновi
взаємодiї 𝑋𝑍𝑌 − 𝑌 𝑍𝑋 та 𝑋𝑍𝑋 + 𝑌 𝑍𝑌 , якi при-
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Рис. 4. Залежностi намагнiченостi 𝑚 та електричної поляризацiї 𝑝 вiд магнiтного поля при рiзних
значеннях потоку енергiї та електричного поля. Верхнi, середнi та нижнi рисунки вiдповiдають ⟨𝐽ℰ⟩ =
= 0,05, 0,2 та 0,5 вiдповiдно

водять до виникнення спонтанної намагнiченостi
у моделях, що розглядались у роботах [56, 85, 92],
навiть при вiдсутньому магнiтному полi; а також
спонтанної електричної поляризацiї у моделi, що
дослiджувалась у працi [56], навiть при нульовому
електричному полi. Внаслiдок цих ефектiв, а та-
кож того, що в нашiй задачi ℎ та 𝐸 входять у 𝐾̃,

𝑅̃, ℐ̃ та 𝐸̃ певним чином, має мiсце асиметрiя в за-
лежностях 𝑝(ℎ) та 𝑝(𝐸). Водночас 𝑚(ℎ) та 𝑚(𝐸) є
симетричними (див. рис. 4 та 5).

При достатньо малих значеннях потоку енергiї
(наприклад, ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05; див. рис. 1, 3 та 4) в си-
стемi зi змiною ℎ має мiсце каскад чотирьох фазо-
вих переходiв III→ II→ I→ II→ III при будь-яких
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Рис. 5. Залежностi намагнiченостi 𝑚 та електричної поляризацiї 𝑝 вiд електричного поля при рiзних
значеннях потоку енергiї та магнiтного поля. Верхнi та нижнi рисунки вiдповiдають ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05 та
0,5 вiдповiдно

𝐸, причому поведiнка 𝑝(ℎ) у фазi II є кардинально
рiзною у випадках додатних та вiд’ємних ℎ. Так,
при додатних значеннях магнiтного поля електри-
чна поляризацiя у фазi II може бути немонотон-
ною функцiєю ℎ з одним максимумом, або моно-
тонно зростаючою (у випадку, коли електричне по-
ле є близьким до нуля). А от при ℎ < 0 у фазi II
𝑝(ℎ) може бути лише монотонно зростаючою фун-
кцiєю при будь-яких значеннях електричного по-
ля. Слiд також зауважити, що при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05 у
магнiтоневпорядкованiй фазi I електрична поля-
ризацiя може бути лише спадною функцiєю ℎ.

При ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2 (див. рис. 1, 3 та 4) на вiдмi-
ну вiд випадку ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05 при малих полях ℎ
та 𝐸 задане значення потоку енергiї (⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2)
не може бути досягнутим (як вже говорилось ви-
ще), тобто є область, де не iснує станiв. Тому зi
збiльшенням ℎ в системi має мiсце каскад чоти-
рьох фазових переходiв III→ II→ I→ II→ III ли-
ше при 𝐸 > 0,5066, а при менших значеннях еле-

ктричного поля маємо два каскади по два перехо-
ди III→ II→ I та I→ II→ III. У фазi II залежностi
𝑝(ℎ) при рiзних 𝐸 є аналогiчними до вiдповiдних
залежностей для ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05: електрична поляри-
зацiя у фазi II при додатних ℎ може бути зроста-
ючою, або ж немонотонною функцiєю магнiтного
поля, в той час як при ℎ < 0 вона може бути лише
монотонно зростаючою. У фазi I поведiнка 𝑝(ℎ) у
випадку ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2 вiдрiзняється вiд вiдповiдної
поведiнки при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05. Так, лише при вели-
ких та дуже малих значеннях електричного поля
електрична поляризацiя є спадною функцiєю ℎ у
цiй магнiтоневпорядкованiй фазi. А от, наприклад,
при 𝐸 = 0,1, 0,4, 0,5 вона є спадною функцiєю ма-
гнiтного поля у немагнiтнiй фазi лише при ℎ < 0,
тодi як при ℎ > 0 𝑝(ℎ) є немонотонною функцiєю
iз одним максимумом.

У випадку великих значень потоку енергiї, на-
приклад, ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5 (див. рис. 1, 3 та 4), зi
збiльшенням ℎ в системi вiдбувається каскад чоти-
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Рис. 6. Залежностi намагнiченостi 𝑚 та електричної поляризацiї 𝑝 вiд потоку енергiї при рiзних
значеннях магнiтного поля. Рисунки для 𝑚 та 𝑝 вiдповiдають випадкам |𝐸| = 2 та 𝐸 = 2 вiдповiдно

рьох фазових переходiв III→ II→ I→ II→ III при
𝐸 > 1,4634, два каскади переходiв III→ II→ I та
I→ II→ III при 𝐸TP < 𝐸 < 1,4634 (𝐸TP = 0,7555),
а при 𝐸 < 𝐸TP система може знаходитись лише
у фазi III. Електрична поляризацiя у фазi II при
вiд’ємних ℎ є монотонно зростаючою функцiєю ма-
гнiтного поля при довiльних 𝐸 (аналогiчно, як у
описаних вище випадках ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05 та 0,2). В той
самий час, на вiдмiну вiд випадкiв ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05
та 0,2, при великих значеннях потоку енергiї по-
ляризацiя 𝑝(ℎ) у фазi II при ℎ > 0 може бути
лише монотонно спадною функцiєю. У магнiто-
невпорядкованiй фазi I поведiнка поляризацiї при
⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5 також вiдрiзняється вiд вiдповiдної по-
ведiнки як при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, так i при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2.
Зокрема, при 𝐸 = 2, 1, 5, 1,463 поляризацiя 𝑝(ℎ)
є немонотонною функцiєю з одним мiнiмумом, а
при 𝐸 = 1,25, 1 вона є монотонно спадною (зро-
стаючою) у областях I при ℎ меншому (бiльшо-
му) вiд нуля.

Усе, що було сказано вище про залежностi поля-
ризацiї вiд магнiтного поля у немагнiтнiй I та ма-
гнiтовпорядкованiй II фазах стосується лише ви-
падкiв скiнченних 𝐸 ≥ 0. А те, як буде себе пово-
дити 𝑝(ℎ) при скiнченних вiд’ємних 𝐸 можна ба-
чити iз властивостi 𝑝(ℐ, ℎ, 𝐸) = −𝑝(ℐ,−ℎ,−𝐸), яка
має мiсце при фiксованому потоцi енергiї.

У магнiтовпорядкованiй ж фазi III, на вiдмi-
ну вiд фаз I та II, залежнiсть поляризацiї вiд
магнiтного поля при будь-яких скiнченних зна-
ченнях потоку енергiї ⟨𝐽ℰ⟩ та електричного по-
ля 𝐸 (байдуже вiд його знака) є однозначною:
𝑝(ℎ) – монотонно зростаюча функцiя як при до-

датних ℎ, так i при вiд’ємних. Слiд вiдзначити,
що лише у цiй магнiтнiй фазi III електрична по-
ляризацiя є парною функцiєю електричного по-
ля (𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) = 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ,−𝐸)). Це можна
побачити на рис. 4, пам’ятаючи про властивiсть
𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) = −𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ,−ℎ,−𝐸). Але бiльш
наочно це буде видно далi при аналiзi залежностей
𝑝 вiд 𝐸 (рис. 5).

Зауважимо, що при заданих електричному полi
та потоцi енергiї на границi областi, де не iсну-
ють стани, 𝑝(ℎ) = −𝑝(−ℎ). Це можна побачити на
рис. 4 для ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2 при 𝐸 = 0, 0,1, 0,4, 0,5 та
для ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5 при 𝐸 = 0, 0,5, 1, 1,25. У випадку,
коли система знаходиться у фазi III (⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5,
𝐸 = 0 та 0,5), це можна пояснити зокрема власти-
вiстю 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) = −𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ,−ℎ,−𝐸) та тим,
що у цiй фазi III поляризацiя є парною функцiєю
електричного поля.

Залежностi намагнiченостi вiд магнiтного поля
при будь-яких ⟨𝐽ℰ⟩ є достатньо тривiальними. У
магнiтовпорядкованих фазах II та III 𝑚(ℎ) є зро-
стаючою функцiєю. Варто звернути увагу на зале-
жностi намагнiченостi у випадку великих ⟨𝐽ℰ⟩ при
значеннях електричного поля, коли система може
перебувати лише у фазi III (див. рис. 4; ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5,
𝐸 = 0 та 0,5). При великих |ℎ| iз його збiльшен-
ням намагнiченiсть поступово прямує до насиче-
ного значення. Поблизу ж границi областi, де не
iснує станiв, 𝑚(ℎ) рiзко зростає iз ростом ℎ, при-
чому на границi цiєї областi вона прямує до нуля.
Забiгаючи наперед вiдзначимо, що те, що на грани-
цi областi неiснуючих станiв 𝑚 → 0, можна також
бачити як на рис. 5 (при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5, ℎ = 1,3, 1,5),
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Рис. 7. Залежностi магнiтної 𝜕𝑚/𝜕ℎ та магнетоелектричної 𝜕𝑝/𝜕ℎ сприйнятливостей вiд магнiтного
поля при рiзних значеннях потоку енергiї та електричного поля. Верхнi, середнi та нижнi рисунки
вiдповiдають ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, 0,2 та 0,5 вiдповiдно

так i на рис. 6 (при |𝐸| = 0,5, |ℎ| = 1,5, 2 та при
|𝐸| = 2, |ℎ| = 2,5, 3).

Поведiнка 𝑚(𝐸) та 𝑝(𝐸) у рiзних фазах та рiзних
фазових переходах продемонстрована на рис. 5
(див. також рисунки 2 i 3). У немагнiтнiй фазi I та
у магнiтовпорядкованiй фазi II електрична поля-
ризацiя зростає зi збiльшенням електричного по-

ля як при вiд’ємних, так i при додатних 𝐸 (при-
чому 𝑝 → ±1/𝜋 при 𝐸 → ±∞ i скiнченних всiх
решта параметрах моделi). В той же час у фазi III
𝑝(𝐸) є спадною функцiєю при 𝐸 < 0, тодi як при
𝐸 > 0 – зростаючою (оскiльки поляризацiя у фазi
III є парною функцiєю 𝐸). Iз сказаного вище зро-
зумiло, що у точцi фазового переходу II → III при
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Рис. 8. Залежностi магнетоелектричної 𝜕𝑚/𝜕𝐸 та електричної 𝜕𝑝/𝜕𝐸 сприйнятливостей вiд електри-
чного поля при рiзних значеннях потоку енергiї та магнiтного поля. Верхнi та нижнi рисунки вiдпо-
вiдають ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05 та 0,5 вiдповiдно

вiд’ємних значеннях електричного поля 𝑝(𝐸) має
злам i максимум, а у точцi переходу III→ II при
додатних полях 𝐸 поляризацiя має злам, проте не
має екстремуму. Цiкавим є факт, що при заданих
магнiтному полi та потоцi енергiї на границi обла-
стi, де не iснують стани, 𝑝(𝐸) = 𝑝(−𝐸) не лише,
коли система перебуває у фазi III (де поляризацiя
є парною функцiєю 𝐸), а й у фазi I (див. рис. 5
для ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5 при ℎ = 1,3, 1,5 та ℎ = 0, 1).

Тепер дуже коротко про 𝑚(𝐸). Оскiльки вона
є парною функцiєю електричного поля, то доста-
тньо обмежитися при розглядi лише додатними
значеннями 𝐸. У цьому випадку зi збiльшенням
електричного поля намагнiченiсть спадає у фазi
II, а у фазi III – навпаки, зростає.

Усе сказане вище про залежностi намагнiченостi
та поляризацiї вiд електричного поля стосується
лише випадкiв скiнченних ℎ ≥ 0. А те, як буде се-
бе поводити 𝑚(𝐸) та 𝑝(𝐸) при скiнченних вiд’єм-

них ℎ можна бачити iз властивостей 𝑚(ℐ, ℎ, 𝐸) =
= −𝑚(±ℐ,−ℎ,±𝐸) та 𝑝(ℐ, ℎ, 𝐸) = −𝑝(ℐ,−ℎ,−𝐸),
якi мають мiсце при фiксованому потоцi енергiї.

Насамкiнець розглянемо залежностi намагнiче-
ностi 𝑚(⟨𝐽ℰ⟩) та електричної поляризацiї 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩)
при скiнченних ℎ та 𝐸 (див. рис. 6, а також рис. 1
та 2). При достатньо великих значеннях модуля
магнiтного поля (наприклад, при |ℎ| > 2,236 для
|𝐸| = 2) система перебуває у магнiтовпорядкова-
нiй фазi III на всьому промiжку ⟨𝐽ℰ⟩ ∈ [0, ⟨𝐽ℰ

max⟩],
де iснують стани. При менших ж значеннях |ℎ| iз
збiльшенням потоку енергiї при ⟨𝐽ℰ⟩ < ⟨𝐽ℰ

max⟩ вiд-
бувається фазовий перехiд з магнiтовпорядкованої
фази II у магнiтоневпорядковану I. У фазах II та
III 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩) є практично лiнiйною функцiєю, при-
чому при додатних магнiтних полях – спадною, а
при вiд’ємних – зростаючою. У цих магнiтовпо-
рядкованих фазах при фiксованому електрично-
му полi має мiсце така властивiсть для поляри-
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зацiї: 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℎ) = −𝑝(⟨𝐽ℰ⟩,−ℎ) + 2𝑝(0, |ℎ|), причо-
му 𝑝(0, ℎ) = 𝑝(0,−ℎ) є бiльшим вiд нуля (дорiвнює
нулю) у фазi II (III). У немагнiтнiй фазi I поля-
ризацiя є спадною функцiєю потоку енергiї як при
додатних, так i при вiд’ємних ℎ.

Усе, що було сказано про залежностi поляриза-
цiї 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩) стосується лише випадкiв скiнченних
𝐸 ≥ 0. Як же себе буде поводити поляризацiя при
скiнченних вiд’ємних 𝐸 можна бачити iз власти-
востi 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ, ℎ, 𝐸) = −𝑝(⟨𝐽ℰ⟩, ℐ,−ℎ,−𝐸).

Намагнiченiсть 𝑚(⟨𝐽ℰ⟩) у магнiтовпорядкова-
них фазах є, природно, спадною (зростаючою)
функцiєю при додатних (вiд’ємних) значеннях
магнiтного поля. Слiд зауважити, що похiдна
𝜕𝑚/𝜕⟨𝐽ℰ⟩ у фазi II в околi переходу II → I є скiн-
ченною величиною, а у фазi III при ⟨𝐽ℰ⟩ → ⟨𝐽ℰ

max⟩
є безмежно великою.

5.3. Сприйнятливостi

Проаналiзуємо тепер коротко залежностi магнi-
тної 𝜕𝑚/𝜕ℎ, електричної 𝜕𝑝/𝜕𝐸, а також магнето-
електричних 𝜕𝑚/𝜕𝐸 та 𝜕𝑝/𝜕ℎ сприйнятливостей
вiд магнiтного й електричного полiв (див. рис. 7,
8). На цих рисунках наведенi усi якiсно рiзнi польо-
вi залежностi вищезгаданих сприйнятливостей.

Зауважимо, що iз властивостей симетрiї нама-
гнiченостi й електричної поляризацiї легко бачити,
що 𝜕𝑚/𝜕ℎ є парною функцiєю надобмiнної взає-
модiї та обох полiв. У той же час 𝜕𝑚/𝜕𝐸 – не-
парна функцiя як ℎ, так i 𝐸, i парна функцiя ℐ.
Для сприйнятливостi 𝜕𝑝/𝜕ℎ при заданому потоцi
енергiї має мiсце властивiсть: одночасна змiна на-
прямку обох полiв не мiняє цiєї сприйнятливостi,
тодi як при змiнi знака надобмiнної взаємодiї i на-
прямку одного iз полiв мiняється знак 𝜕𝑝/𝜕ℎ на
протилежний. Електрична ж сприйнятливiсть не
змiнюється при замiнi знакiв будь-яких двох пара-
метрiв iз трьох (ℐ, ℎ та 𝐸).

З рисункiв 7 та 8 видно, що усi сприйнятливо-
стi розбiгаються у магнiтовпорядкованiй фазi II
на границi iз iншою магнiтовпорядкованою фа-
зою III. Винятком є лише випадок |𝐸| → 0 для
𝜕𝑝/𝜕ℎ (див. рис. 7 при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, 0,2). Потрiбно
сказати, що механiзм вищезгаданих розбiжностей
сприйнятливостей є вiдомим i аналогiчним до того,
що й у системах, розглянутих, наприклад, у робо-
тах [57, 90]. Окрiм того, в околi областi, у якiй не
iснують стани, мають мiсце розбiжностi сприйня-

тливостей 𝜕𝑚/𝜕ℎ та 𝜕𝑚/𝜕𝐸 у фазi III, а також
𝜕𝑝/𝜕𝐸 та 𝜕𝑝/𝜕ℎ у немагнiтнiй фазi I (за виключе-
нням випадку |𝐸| → 0; див. рис. 7 при ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,2).

У фазi II магнiтна сприйнятливiсть як функцiя
ℎ обов’язково є немонотонною, в той час як 𝜕𝑝/𝜕ℎ
може бути i монотонною, i немонотонною функцi-
єю магнiтного поля в залежностi вiд параметрiв
моделi (див. рис. 7). Електрична ж сприйнятли-
вiсть в свою чергу має немонотонну залежнiсть вiд
електричного поля з двома екстремумами у фа-
зi III. Це саме можна сказати i про 𝜕𝑚/𝜕𝐸 у цiй
же фазi, але лишень для таких значеннях ℎ, ко-
ли заданий потiк енергiї є досяжним навiть при
𝐸 = 0 (див. рис. 8 для ⟨𝐽ℰ⟩ = 0,05, ℎ = 1,5 та для
⟨𝐽ℰ⟩ = 0,5, ℎ = 2, 2,5).

Важливо звернути увагу на те, що електри-
чнi сприйнятливостi у магнiтовпорядкованiй фазi
з двома точками Фермi можуть бути вiд’ємними
(див. рис. 8). На нашу думку, це пов’язано iз тим,
що у нерiвноважних стацiонарних станах можливi
несподiванi ефекти, наприклад, вiд’ємна теплоєм-
нiсть [93, 94].

6. Висновки

В роботi було отримано точнi результати для ряду
характеристик одновимiрної спiн-1/2 𝑋𝑋 моделi
магнетоелектрика iз стацiонарним потоком енер-
гiї, для врахування якого застосовано метод мно-
жника Лагранжа для квантових систем у випад-
ку низьких температур. У цьому методi нерiвнова-
жний стацiонарний стан наближено розглядають
як основний стан системи, що описується ефектив-
ним гамiльтонiаном ℋℰ = ℋME − 𝜆𝒥 ℰ .

Побудовано фазовi дiаграми у площинах магнi-
тне поле – потiк енергiї (ℎ, ⟨𝐽ℰ⟩), електричне поле –
потiк енергiї (𝐸, ⟨𝐽ℰ⟩), а також у площинi (𝐸, ℎ).
Встановлено вiдмiнностi в поведiнках у рiзних фа-
зах електричної поляризацiї 𝑝, а також намагнiче-
ностi 𝑚. Коротко перелiчимо основнi висновки, якi
можна зробити iз проведеного дослiдження при
скiнченному додатному ⟨𝐽ℰ⟩, та як додатних, так
i вiд’ємних скiнченних надобмiннiй взаємодiї ℐ та
полях ℎ, 𝐸.

∙ Фазовi дiаграми в ℎ – ⟨𝐽ℰ⟩ площинi мають
однакову топологiю при будь-яких значеннях еле-
ктричного поля. В той самий час як (𝐸, ⟨𝐽ℰ⟩), так
i (𝐸, ℎ) дiаграми можуть бути якiсно вiдмiнними
при рiзних значеннях ℎ та ⟨𝐽ℰ⟩ вiдповiдно. Так,
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Рис. 9. Залежностi потоку енергiї ⟨𝐽ℰ⟩ вiд керуючого ним
поля 𝜆 при ℐ = |1| та рiзних значеннях ℎ i 𝐸

на дiаграмах в площинi 𝐸 – ⟨𝐽ℰ⟩ магнiтовпоряд-
кована фаза з двома точками Фермi наявна при
великих абсолютних значеннях магнiтного поля i
вiдсутня при малих його значеннях. На (𝐸, ℎ) фа-
зових дiаграмах область, де не iснують стани, на-
явна лише при достатньо великих значеннях по-
току енергiї. Окрiм того, при малих ⟨𝐽ℰ⟩ лiнiї, якi
вiдповiдають переходам мiж рiзними фазами, не
перетинаються, а при великих значеннях потоку
сходяться в одну точку, яка лежить на границi,
нижче якої не iснує станiв.

∙ У фазах з чотирма точками Фермi (як магнi-
тоневпорядкованiй I, так i магнiтовпорядкованiй
II) поляризацiя 𝑝(𝐸) є зростаючою функцiєю. У
магнiтовпорядкованiй ж фазi III з двома точками
Фермi 𝑝 зi збiльшенням електричного поля зростає
при ℎ𝐸ℐ < 0 та спадає при ℎ𝐸ℐ > 0, причому лише
у цiй фазi вона є парною функцiєю 𝐸.

∙ Намагнiченiсть 𝑚(𝐸) у фазi II спадає при
ℎ𝐸 > 0 та зростає при ℎ𝐸 < 0. А у фазi III нав-
паки: 𝑚 є зростаючою (спадною) функцiєю поля
𝐸 при додатному (вiд’ємному) значенню добутку
полiв.

∙ У немагнiтнiй фазi I поляризацiя є спадною
функцiєю потоку енергiї при 𝐸 > 0, та зростаючою
при вiд’ємному 𝐸. У магнiтовпорядкованих фазах
II та III 𝑝(⟨𝐽ℰ⟩) є практично лiнiйною функцiєю,
причому спадною при ℎℐ < 0 та зростаючою при
ℎℐ > 0.

∙ Залежнiсть 𝑚(⟨𝐽ℰ⟩) у магнiтовпорядкованiй
фазi II є досить близькою до лiнiйної. Похiдна
𝜕𝑚/𝜕⟨𝐽ℰ⟩ у фазi II в околi переходу II → I є скiн-
ченною величиною.

∙ У фазах з чотирма точками Фермi (I та II)
поляризацiя може бути зростаючою, спадною або
ж немонотонною (з одним екстремумом) функцi-
єю магнiтного поля як при додатних, так i вiд’єм-
них значеннях надобмiнної взаємодiї. В той же час
у магнiтовпорядкованiй фазi III з двома точками
Фермi 𝑝 iз ростом ℎ може лише зростати при ℐ < 0
та спадати при ℐ > 0.

∙ У випадку, коли в ролi параметра задачi роз-
глядається потiк енергiї ⟨𝐽ℰ⟩, а не поле 𝜆, яке
генерує цей потiк, електрична поляризацiя 𝑝(𝐸)
при безмежно великих 𝐸 виходить на насичення
±1/𝜋 при будь-яких значеннях ⟨𝐽ℰ⟩. Коли ж неза-
лежною змiнною є генеруюче потiк енергiї поле 𝜆
(див. [65]), то 𝑝(𝐸) → 0 при 𝐸 → ±∞ (за виклю-
ченням випадку 𝜆 → 0, коли 𝑝(𝐸) → ±1/𝜋 при
𝐸 → ±∞).

∙ Магнiтна, електрична та магнетоелектричнi
сприйнятливостi розбiгаються у фазi II на границi
iз iншою магнiтовпорядкованою фазою III. Виня-
тком є лише випадок |𝐸| → 0 для сприйнятливостi
𝜕𝑝/𝜕ℎ.

∙ Магнiтна сприйнятливiсть завжди є немоно-
тонною функцiєю ℎ у фазi II, тодi як 𝜕𝑝/𝜕𝐸 обо-
в’язково є немонотонною функцiєю електричного
поля у фазi III.

Висловлюю подяку Т.М.Верхоляку за iнтерес до
цiєї роботи, допомогу, поради та кориснi дискусiї.

ДОДАТОК
Залежностi потоку
енергiї вiд поля, яке його генерує

В рамках методу множника Лагранжа потiк енергiї ⟨𝐽ℰ⟩ є
зростаючою i, природно, непарною функцiєю поля 𝜆, яке
ним керує (див. рис. 9). Притiм ⟨𝐽ℰ

max⟩ = lim𝜆→∞⟨𝐽ℰ(𝜆)⟩ є
скiнченною величиною, яка залежить вiд надобмiнної вза-
ємодiї та магнiтного й електричного полiв. Тобто в засто-
сованому нами методi система не може досягнути потоку
бiльшого вiд ⟨𝐽ℰ

max(ℐ, ℎ, 𝐸)⟩ за жодних обставин.
У тому, що енергетичний струм для моделi магнетоеле-

ктрика при заданих ℐ, ℎ та 𝐸 є обмеженим, можна переко-
натись, окрiм того, i аналiтично, виходячи iз виразу для ло-
кального потоку енергiї (6) у операторнiй формi. Оскiльки
енергетичний струм на кожному вузлi ланцюжка є одна-
ковим (⟨𝐽ℰ

𝑗 ⟩ = ⟨𝐽ℰ⟩), то на основi (6) пiсля фермiонiзацiї
легко отримати:

⟨𝐽ℰ⟩=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑘
[︁
ℎ𝐸 cos 𝑘 + ℎℐ sin 𝑘 − 𝐸ℐ cos(2𝑘)+

+
𝐸2 − ℐ 2

2
sin(2𝑘)

]︁
⟨𝑛𝑘⟩.
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Важливо також зазначити, що ⟨𝐽ℰ(𝜆, ℐ, ℎ, 𝐸)⟩ є однозна-
чною функцiєю керуючого ним поля (див. рис. 9). Тому в
якостi незалежної змiнної зазвичай (з фiзичних мiркувань)
розглядають не 𝜆, а спряжений параметр ⟨𝐽ℰ⟩.

1. C.-Y. Hsieh, J. Liu, C. Duan, J. Cao. A Nonequilibri-
um Variational Polaron Theory to Study Quantum Heat
Transport. J. Phys. Chem. C 123, 17196 (2019).

2. S. Saryal, H.M. Friedman, D. Segal, B.K. Agarwalla.
Thermodynamic uncertainty relation in thermal transport.
Phys. Rev. E 100, 042101 (2019).

3. K.W. Becker, H. Fehske, V.N. Phan. Projector-based
renormalization approach to electron-hole-photon systems
in their nonequilibrium steady state. Phys. Rev. B 99,
035304 (2019).

4. H. Ness. Nonequilibrium density matrix in quantum open
systems: Generalization for simultaneous heat and charge
steady-state transport. Phys. Rev. E 90, 062119 (2014).

5. D.S. Kosov. Lagrange multiplier based transport theory for
quantum wires. J. Chem. Phys. 120, 7165 (2004).

6. G. Rastelli, W. Belzig. Ground state cooling of nanomecha-
nical resonators by electron transport. Eur. Phys. J. Spec.
Top. 227, 1885 (2019).

7. D. Karevski, T. Platini Quantum nonequilibrium steady
states induced by repeated interactions. Phys. Rev. Lett.
102, 207207 (2009).
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10. Z. Rácz. Presence of energy flux in quantum spin chains:
an experimental signature. J. Stat. Phys. 101, 273 (2000).
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ENERGY FLUX EFFECT
IN THE ONE-DIMENSIONAL SPIN- 1

2
𝑋𝑋 MODEL OF MAGNETOELECTRIC.
LAGRANGE MULTIPLIER METHOD

The Lagrange multiplier method is applied to study a nonequi-

librium steady state with energy flux in the one-dimensional

spin- 1
2

𝑋𝑋 model of a magnetoelectric with the Katsura–

Nagaosa–Balatsky mechanism at sufficiently low tempera-

tures. With the help of the Jordan–Wigner transformation, the

problem is reduced to that with the Hamiltonian for spinless

noninteracting fermions and can be solved exactly. A number

of phase diagrams are plotted, and the dependences of the mag-

netization, electric polarization, and various susceptibilities on

the magnetic and electric fields, as well as on the energy flux,

are calculated.

Ke yw o r d s: one-dimensional 𝑋𝑋 model, magnetoelectric,
nonequilibrium steady states, energy flux, Lagrange multiplier
method.
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