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Проведено оцiнку температурної залежностi коефiцiєнта тунелювання крiзь кулонiв-
ський бар’єр для iзотопiв гiдрогену при вiдносно низьких температурах у рамках моделi
екранованого кулонiвського потенцiалу взаємодiї мiж цими iзотопами, помiщеними у
зовнiшню осциляторну потенцiальну яму. Температурнi залежностi для коефiцiєнта
тунелювання розраховано для 𝑝𝑝-, 𝑝𝑑-, 𝑝𝑡-, 𝑑𝑑- i 𝑑𝑡-реакцiй при рiзних радiусах екрану-
вання. Обговорюється можлива роль 𝑝𝑝-реакцiй.
К люч о в i с л о в а: холодний синтез, тунелювання крiзь екранований кулонiвський бар’-
єр, температурна залежнiть коефiцiєнта тунелювання.

1. Вступ

Вiдомо, що ядернi реакцiї в загальному планi не
залежать вiд температури в звичному для нас iн-
тервалi температур. Але це не стосується ядерних
реакцiй синтезу, пов’язаних iз процесом тунелю-
вання крiзь кулонiвський бар’єр. В данiй роботi
ми розглядаємо просту модель двох ядер iзото-
пiв гiдрогену, помiщених у дефект кристала, i по-
казуємо суттєву залежнiсть коефiцiєнта тунелю-
вання, а значить i наступної ядерної реакцiї син-
тезу, вiд температури при вiдносно невеликих її
значеннях.

Хоча ймовiрнiсть тунелювання крiзь кулонiв-
ський бар’єр дуже мала, щоб можна було серйо-
зно обговорювати можливiсть “холодного синтезу”
i його практичне застосування, але дана проблема
залишається актуальною [1] i є цiкавою з загаль-
ної теоретичної точки зору. Зокрема, в данiй робо-
тi ми розглядаємо залежнiсть прозоростi екрано-
ваного кулонiвського бар’єра вiд такого природно-
го i легко змiнюваного фiзичного параметра, як
температура, яка змiнюється не в межах мiльйонiв
градусiв, а вiд 0 K до точки плавлення кристала
(для конкретностi, ми вибираємо 2000 K). Прове-
дене дослiдження в основному базується на роботi
[2]. Ефект пiдвищення прозоростi бар’єра зi зро-
станням температури, який обговорюється нижче,
в певному сенсi досить близький по сутi до ефекту
зростання ймовiрностi тунелювання завдяки флу-
ктуацiям [3]. Ми детально не обговорюємо в данiй
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роботi важливу роль електронiв у реакцiях синте-
зу, у збудженнi ядер [4] i навiть у реакцiях розпаду
[5]. Але з огляду на можливi ефекти додаткового
екранування бар’єра в дефектi з високою густиною
електронiв, ми знаходимо температурнi залежно-
стi при рiзних радiусах екранування (вiд 0,5 Å до
0,1 Å). Ми також розглядаємо рiзнi маси (для ви-
падкiв 𝑝𝑝-, 𝑝𝑑-, 𝑝𝑡-, 𝑑𝑑- i 𝑑𝑡 -реакцiй).

2. Модель двох iзотопiв
гiдрогену в кристалiчному дефектi

Розглянемо феноменологiчний гамiльтонiан, який
описує систему двох точкових ядер iз масами 𝑚1 i
𝑚2 в областi дефекту кристала, в такому виглядi:

�̂� = − ~2

2𝑚1
△1 −

~2

2𝑚2
△2 + 𝑉nucl (|r1 − r2|)+

+
𝑒2

|r1 − r2|
exp

(︂
−|r1 − r2|

𝑟D

)︂
+𝑊 (𝑟1, 𝑟2), (1)

де екранування кулонiвського вiдштовхування
мiж ядрами враховано стандартним чином (𝑟D —
радiус дебаївського екранування в областi дефек-
ту). Наявнiсть дефекту враховано просто введен-
ням зовнiшнього сферично симетричного потен-
цiалу 𝑊 . Конкретна форма зовнiшнього поля не
дуже важлива для процесу тунелювання крiзь
екранований кулонiвський потенцiал. Для зручно-
стi, з огляду на подальше роздiлення змiнних, ми
використовуємо його у виглядi

𝑊 (𝑟1, 𝑟2) = 𝐾 ·
(︀
𝜆1𝑟

2
1 + 𝜆2𝑟

2
2

)︀
(2)
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iз 𝜆1 = 𝑚1/ (𝑚1 +𝑚2) i 𝜆2 = 𝑚2/ (𝑚1 +𝑚2).
Для однакових мас, очевидно, маємо 𝜆1 = 𝜆2 =
= 1/2. Для потенцiальної ями, характерної для де-
фекту глибиною порядка ∼1 еВ i радiусом близько
4 · 10−8 см, матимемо 𝐾 ∼ 1015 еВ · см−2. Що сто-
сується ядерної взаємодiї мiж двома частинками
𝑉nucl, то ми лише використовуємо її короткосяж-
ний характер (iз радiусом взаємодiї, як вiдомо, по-
рядка ∼10−13 см).

Як заздалегiдь ясно (див. рис. 1) та пiдтвер-
джено числовими розрахунками [2], останнiй до-
данок в (1) не впливає суттєво на ймовiрнiсть ту-
нелювання при кiмнатних i вищих температурах,
тобто конкретний вигляд цього члена не дуже ва-
жливий. Бiльш важливим є вплив радiуса екра-
нування, який залежить вiд концентрацiї негатив-
но заряджених частинок (електронiв, присутнiх у
кристалi, або електронiв, спецiально iнжектованих
у кристал тим чи iншим способом). Значно кра-
щими для ефекту екранування, як вiдомо, є 𝜇−

𝑒 -
мезони, якi дають радiуси екранування приблиз-
но у 𝑚𝜇

𝑚𝑒

∼= 207 разiв меншi, нiж електрони. Але
в данiй роботi ми не обговорюємо окрему важли-
ву проблему 𝜇-каталiзу, обмежуючись 𝑟D поряд-
ку 0,1–0,5 Å, типовими для звичайних кристалiв з
електронами.

Перевага гамiльтонiана у виглядi (1) з потенцi-
альною ямою (2) полягає в тому, що координата
центра мас в явному виглядi вiдокремлюється, i
це дає задачу з однiєю змiнною з гамiльтонiаном

ℎ̂ = − ~2

2𝜇
△+ 𝑉nucl (𝑟) +

𝑒2

𝑟
exp

(︂
− 𝑟

𝑟D

)︂
+

1

2
𝜅𝑟2, (3)

де 𝑟 ≡ |r2 − r1|, зведена маса 𝜇 ≡ 𝑚1𝑚2/(𝑚1+𝑚2),
а 𝜅 ≡ 2𝑚1𝑚2

(𝑚1+𝑚2)2
𝐾. Бiльше того, оскiльки ми збирає-

мось вивчати процес тунелювання крiзь бар’єр ти-
пу екранованого кулонiвського, ми можемо обме-
житись s-станами даної задачi, оскiльки додат-
ковий вiдцентровий бар’єр ∼ 𝑙(𝑙+1)

𝑟2 , характерний
для станiв iз 𝑙 ̸= 0, приводить до того, що ймовiр-
нiстю тунелювання в цих станах можна нехтува-
ти. Для s-станiв можна використати добре вiдоме
позначення 𝑢 (𝑟) ≡ 𝑟𝜓 (𝑟) i звести задачу до одно-
вимiрної

− ~2

2𝜇
𝑢′′(𝑟)+

(︂
𝑉nucl(𝑟) +

𝑒2

𝑟
exp

(︂
− 𝑟

𝑟D

)︂
+

1

2
𝜅𝑟2

)︂
𝑢(𝑟) =

= 𝐸𝑢(𝑟). (4)

Рис. 1. Схематичний вигляд потенцiалу 𝑉 (𝑟)

У подальшому ми розглядаємо процес тунелю-
вання крiзь центральну вiдштовхувальну частину
потенцiалу

𝑉 (𝑟) = 𝑉nucl (𝑟) +
𝑒2

𝑟
exp

(︂
− 𝑟

𝑟D

)︂
+

1

2
𝜅𝑟2 (5)

(див. рис. 1) в рамках добре вiдомого квазiкла-
сичного наближення. Ми також розглядаємо до-
помiжний гамiльтонiан̃̂︀
ℎ = − ~2

2𝜇

𝑑2

𝑑𝑟2
+
𝑒2

𝑟
exp

(︂
− 𝑟

𝑟D

)︂
+

1

2
𝜅𝑟2, (6)

де ядерний потенцiал опущено. Якщо використа-
ти безрозмiрнi величини – координату 𝑥 = 𝑟/𝑟D

i енергiю ℰ =
𝜇𝑟2D
~2 𝐸, гамiльтонiан буде залежним

лише вiд двох параметрiв (iнтенсивностей екра-
нованого кулонiвського потенцiалу i осциляторної
потенцiальної ями). Це просте зауваження може
бути корисним для загального аналiзу задачi. Але
у подальшому ми зберiгаємо початковий вигляд
гамiльтонiана (6), в якому, як може здатися, мiс-
титься бiльша кiлькiсть параметрiв.

3. Пiдвищення прозоростi
бар’єра за рахунок температури

Коефiцiєнт прозоростi для процесу тунелювання
крiзь потенцiальний бар’єр, як вiдомо (див., на-
приклад, [6]), має вигляд:

𝐷 (𝐸) ≃ exp

⎛⎜⎝−2

~

𝑅(𝐸)∫︁
𝑟nucl

√︀
2𝜇 (𝑉 (𝑟)− 𝐸)𝑑𝑟

⎞⎟⎠, (7)
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Рис. 2. Температурна залежнiсть ̃︀𝐷 (𝑇 ) для 𝑑𝑑-тунелюван-
ня при рiзних радiусах екранування

де iнтеграл в експонентi суттєво залежить вiд вiд-
носної енергiї 𝐸 частинок, якi зiштовхуються. За-
гальним множником порядку одиницi нехтуємо.
Ефект пiдвищення прозоростi бар’єра зi зростан-
ням температури базується на тому, що при не-
нульових температурах iснує ненульова ймовiр-
нiсть того, що частинки зiштовхуються з енер-
гiями, бiльшими за енергiю основного стану 𝐸0,
тобто проходять крiзь бар’єр набагато легше. I
хоча згадана ймовiрнiсть експоненцiйно спадає
зi зростанням енергiї завдяки фактору Больцма-
на ∼exp (− (𝐸 − 𝐸0) /𝑘𝑇 ), пiдвищення коефiцiєнта
прозоростi бар’єра виявляється значно бiльшим,
що приводить до загального зростання ймовiрно-
стi тунелювання. Ми можемо ввести ефективний
коефiцiєнт прозоростi бар’єра ̃︀𝐷(𝑇 ) як середнє ста-
тистичне

̃︀𝐷(𝑇 )=

∑︀
𝑛𝐷(𝐸𝑛)exp

(︀
−𝐸𝑛−𝐸0

𝑘𝑇

)︀∑︀
𝑛exp

(︀
−𝐸𝑛−𝐸0

𝑘𝑇

)︀ , (8)

де сума враховує всi стани гамiльтонiана (6), яким
вiдповiдають енергiї 𝐸𝑛. Оскiльки ми звели задачу
до одновимiрної, виродження 𝑔𝑛 станiв рiвне 1, i
тому 𝑔𝑛 не вказано явно у виразi (8).

Для спрощення подальших розрахункiв ми за-
мiнюємо суми в (8) iнтегралами, використову-
ючи той факт, що дискретнi рiвнi системи досить
близькi один до одного завдяки вiдносно великiй
зведенiй масi 𝜇 ядер:

̃︀𝐷(𝑇 )→
∫︀∞
𝐸min

𝐷(𝐸) exp
(︀
−𝐸−𝐸min

𝑘𝑇

)︀
𝜆 (𝐸) 𝑑𝐸∫︀∞

𝐸min
exp

(︀
−𝐸−𝐸min

𝑘𝑇

)︀
𝜆 (𝐸) 𝑑𝐸

, (9)

де 𝐸min – мiнiмальна енергiя (див. рис. 1). Пере-
хiд вiд (8) до (9) вимагає вiд нас знання густи-
ни енергетичних станiв 𝜆 (𝐸). Але в нашiй моде-
лi ця плавна функцiя змiнюється в межах менш
нiж одного порядку величини. Якщо використати
теорему про середнє i винести 𝜆 (𝐸*) з чисельника
пiдiнтегральної функцiї (9), а 𝜆 (𝐸**) – зi знамен-
ника, i якщо нехтувати множником 𝜆(𝐸*)

𝜆(𝐸**) порядка
∼100, отримаємо наближений вираз

̃︀𝐷(𝑇 )∼
∫︀∞
𝐸min

𝐷(𝐸) exp
(︀
−𝐸−𝐸min

𝑘𝑇

)︀
𝑑𝐸∫︀∞

𝐸min
exp

(︀
−𝐸−𝐸min

𝑘𝑇

)︀
𝑑𝐸

, (10)

який легко розрахувати чисельно.
Зручно вiдображати температурнi залежностi

для ̃︀𝐷 (𝑇 ) у логарифмiчному масштабi. На рис. 2
показано такi залежностi у випадку реакцiї 𝑑𝑑-
синтезу для рiзних радiусiв екранування при фi-
ксованому 𝜅 = 10−17 МеВ ·фм−2 i 𝑟nucl = 2 фм.
Загальна картина виглядає так, що тунелювання
(а значить i синтез) суттєво залежить вiд темпе-
ратури: принаймнi на декiлька порядкiв величини
змiнюється ̃︀𝐷 (𝑇 ) при змiнi температури в межах
∼102–103 градусiв. Отже, температурний ефект є
суттєвим i повинен враховуватись в усiх оцiнках
i розрахунках, якi стосуються проблеми “холодно-
го” ядерного синтезу.

4. Залежнiсть ефективного
коефiцiєнта прозоростi вiд зведеної маси

Вiдомо, що ймовiрнiсть тунелювання залежить вiд
маси частинки, яка проникає крiзь потенцiальний
бар’єр. В нашому випадку двох ядер, як це видно
з (7), показник експоненти пропорцiйний квадра-
тному кореню вiд зведеної маси цих ядер. У ви-
падку ефективного коефiцiєнта прозоростi ̃︀𝐷 за-
лежнiсть вiд 𝜇 дуже подiбна: чим менша зведена
маса, тим бiльшим є ̃︀𝐷. Цей факт вiдображений
на рис. 3, де показана залежнiсть ̃︀𝐷 вiд зведеної
маси. Для конкретностi ми вибрали 𝑟D = 0.5 Å, i
намалювали кривi для трьох температур: 𝑇 = 0 K,
𝑇 = 1000 K i 𝑇 = 2000 K. Внизу рисунка вказанi
конкретнi значення 𝜇 для рiзних пар iзотопiв гi-
дрогену.

Розглянемо ситуацiю для рiзних пар iзотопiв
бiльш детально. На рис. 4 ми наводимо темпера-
турну залежнiсть ̃︀𝐷 (𝑇 ) у випадку 𝑝𝑝-тунелюван-
ня, де видно, що коефiцiєнти прозоростi зна-
чно бiльшi порiвняно з випадком 𝑑𝑑-тунелювання
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Рис. 3. Залежнiсть ̃︀𝐷 вiд зведеної маси 𝜇

(рис. 2). Подiбнi температурнi залежностi ̃︀𝐷 (𝑇 )
для 𝑝𝑑-, 𝑝𝑡- i 𝑑𝑡-тунелювання пiдтверджують за-
гальний висновок щодо залежностi ̃︀𝐷 вiд зведеної
маси, що можна побачити на рис. 5, рис. 6 i рис. 7,
вiдповiдно.

В усiх розглянутих випадках пiдтверджується
суттєва роль температури у процесi тунелювання,
яка проявляється у зростаннi ̃︀𝐷 принаймнi на де-
кiлька порядкiв величини при зростаннi темпера-
тури на сотнi градусiв. Таким чином, ймовiрнiсть
ядерних реакцiй, якi вiдбуваються в результатi ту-
нелювання, суттєво залежить вiд температури, хо-
ча й залишається дуже низькою з точки зору прак-
тичного використання.

5. Щодо можливої ролi
𝑝𝑝-реакцiй у “холодному” ядерному синтезi

Очевидно, що число реакцiй на секунду у зразку
з дефектами, якi мiстять iзотопи гiдрогену, про-
порцiйне числу цих дефектiв. Позначимо через
𝜈 =

√︀
𝜅/𝜇 осциляторну частоту потенцiалу 1

2𝜅𝑟
2

iз гамiльтонiана (5). Типовi значення 𝜈 в нашому
випадку становлять порядку 1013 с−1. У квазiкла-
сичному наближеннi ця частота вiдповiдає по по-
рядку величини кiлькостi зiткнень двох iзотопiв
гiдрогену в дефектi на секунду. Якби в кожному
грамi зразка було б навiть 𝑁0 ∼ 1020 дефектiв,
кiлькiсть реакцiй ядерного синтезу на секунду в
кожному грамi, 𝑁0 ·𝜈 · ̃︀𝐷, було б дуже малим через
малiсть ̃︀𝐷 (навiть для 𝑟D ∼ 0.1 Å, див. рис. 2, 4–7).
Але для 𝑝𝑝-тунелювання ця мала ймовiрнiсть все
ж, як видно, найбiльша.

Рис. 4. Температурна залежнiсть ̃︀𝐷 (𝑇 ) для 𝑝𝑝-тунелю-
вання

Рис. 5. Температурна залежнiсть ̃︀𝐷 (𝑇 ) у випадку 𝑝𝑑-ту-
нелювання

Рис. 6. Залежнiсть ефективного коефiцiєнта прозоростi ̃︀𝐷
вiд температури для 𝑝𝑡-тунелювання
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Рис. 7. ̃︀𝐷 (𝑇 ) для 𝑑𝑡-тунелювання

Отже, найбiльш ймовiрною реакцiєю у зразку з
дефектами, насиченими iзотопами гiдрогену, є 𝑝𝑝-
реакцiя, яка дає в результатi 𝑝+ 𝑝→ 𝑑+ 𝑒+ + 𝜈𝑒 +
+0, 42 МеВ. Наступна за нею анiгiляцiя позитрона
у середовищi з електронами дає додаткову енергiю
2𝑚𝑒𝑐

2 ∼= 1, 02 МеВ у формi 𝛾-квантiв. Важливо, що
отриманий у вищезазначенiй реакцiї дейтрон має
енергiю ≤0,08 МеВ (або ∼109 K), яка значно ви-
ща за температуру кристала, i це може слугувати
джерелом швидких дейтронiв для вторинних 𝑑𝑝-
реакцiй (так само як i для 𝑑𝑑-реакцiй, якщо дейте-
рiй присутнiй у кристалi разом iз атомами водню).
Кiнетична енергiя позитрона i енергiя 𝛾-квантiв
також може частково перетворитись на кiнетичну
енергiю ядер iзотопiв гiдрогену i тим самим пiдви-
щити ймовiрнiсть вторинних реакцiй. Таким чи-
ном, 𝑝𝑝-реакцiї можуть бути важливими як самi
по собi (генеруючи близько 0, 42+1, 02 = 1, 44 МеВ
на кожну реакцiю), так i у ролi джерела швидких
дейтронiв. Ми тут не зупиняємося на значно менш
ймовiрнiй реакцiї 𝑝+𝑝+𝑒− → 𝑑+𝜈𝑒+1, 44 МеВ, яка,
як вiдомо, також вiдбувається за участi протонiв.
Лише зазначимо, що вона дає той самий енерге-
тичний вихiд i також породжує швидкi дейтрони.

6. Висновки

Пiдсумовуючи, ми вiдзначимо помiтний ефект
впливу температури на процес тунелювання, i цей
ефект повинен неодмiнно враховуватись при ви-
вченнi реакцiй “холодного” синтезу за участi iзо-
топiв гiдрогену, незважаючи на те, що температу-
ра порядку ∼103 K є невисокою за шкалою тер-
моядерних енергiй. Враховуючи роль флуктуацiй

у процесi тунелювання [3], можна отримати тро-
хи бiльшу ймовiрнiсть для розглянутих процесiв,
оскiльки температура впливає на флуктуацiї i дiє
в тому самому напрямку збiльшення прозоростi
бар’єра. Зважаючи на зростання ймовiрностi туне-
лювання завдяки ефекту екранування (тобто зав-
дяки зменшенню 𝑟D), може виявитись важливим
дослiдження впливу процесу насичення зразка iн-
жектованими електронами. Враховуючи вищеза-
значену можливу роль найбiльш ймовiрних 𝑝𝑝-
реакцiй (як з точки зору енергетичного внеску, так
i у ролi джерела “прискорених” дейтронiв, якi на-
роджуються в цих реакцiях), цiкаво вивчити про-
цес тунелювання у кристалах з дефектами, якi мi-
стять сумiш iзотопiв гiдрогену, i спробувати iден-
тифiкувати можливi 𝑝𝑝-реакцiї.
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ON THE TEMPERATURE ROLE
IN THE TUNNELING PROCESS AT THE LOW-ENERGY
NUCLEAR FUSION

Р е з ю м е

The temperature dependence of the coefficient of tunneling
through the Coulomb barrier is estimated for nuclei of the
hydrogen isotopes at comparatively low temperatures using a
model of screened Coulomb interaction potential between the
isotopes put inside an external oscillator potential well. The
temperature dependences for the tunneling coefficient are
calculated for 𝑝𝑝-, 𝑝𝑑-, 𝑝𝑡-, 𝑑𝑑-, and 𝑑𝑡-processes at different
screening radii. The probable role of 𝑝𝑝-reactions is discussed.
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