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МАТЕМАТИЧНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ
ЕКСПЕРИМЕНТIВ ЗI СПОСТЕРЕЖЕННЯ РОЗВИТКУ
ОДИНИЧНИХ ДВIЙНИКОВИХ ПРОШАРКIВ
У МЕТАЛЕВИХ МАТЕРIАЛАХУДК 539

Запропоновано математичну модель розвитку одиничних двiйникових прошаркiв у ме-
талевих кристалах при рiзних режимах навантаження, за рiзних умов. Параметри
моделi залежать вiд геометричних характеристик двiйникового прошарку, фiзичних
характеристик кристала, вектора Бюргерса та швидкостi руху двiйникових дислока-
цiй. Розроблено методики вiдновлення феноменологiчних параметрiв з експерименталь-
них даних. У низцi випадкiв проведено порiвняння значень параметрiв, що обчислено
згiдно з запропонованою математичною моделлю, з тими, якi отримано з даних екс-
перименту. Порiвняння показує задовiльну узгодженiсть. Запропонована модель може
бути корисною в створеннi кiлькiсної теорiї двiйникування.
К люч о в i с л о в а: модель, параметри моделi, двiйник, двiйникова межа, дислокацiйна
структура, рiвняння, режим повзучостi, активне навантаження, пульсуючi навантажен-
ня, знакозмiннi навантаження, змiцнення, ефект Баушингера, дислокацiї лiсу, початковi
умови.

1. Вступ

Основи теорiї двiйникування було закладено в ро-
ботах [1–3]. Деякий розвиток ця теорiя отримала
в роботах [4, 5]. В перелiчених працях створено
дислокацiйну модель руху границi двiйникового
прошарку, визначено основнi параметри двiйнику-
ючих дислокацiй, описано розташування двiйни-
куючих дислокацiй на двiйниковiй границi, отри-
манi спiввiдношення для розрахунку полiв напру-
жень, змiщень та деформацiй в околицi двiйнико-
вої границi, подано фiзичний опис ряду явищ, якi
спостерiгаються поблизу границь двiйника, опи-
сано енергетику руху двiйникуючих дислокацiй
уздовж двiйникової границi, отримано умову рiв-
новаги для некогерентної двiйникової границi.

Разом з цим, iснує величезний пласт експе-
риментальних робiт, присвячених двiйникуванню.
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Виявлено велику кiлькiсть цiкавих явищ, пов’яза-
них з поведiнкою двiйникових прошаркiв в рiзних
умовах. В ролi прикладiв можна навести ефект
Баушингера, який спостерiгається на двiйниках
цинку, вiсмуту, берилiю та сплавiв на їх основi [6–
8], ефект втрати змiцнення границями двiйникiв
пiд час пульсуючих навантажень [9–14], деякi осо-
бливостi поведiнки двiйникiв при повзучостi [15,
16], особливостi поведiнки двiйникiв при ударних
навантаженнях [17]. В теоретичних роботах, про
якi йшлося вище, справа не дiйшла до опису цих
явищ i ефектiв, оскiльки основнi експерименталь-
нi роботи, в яких цi явища описанi, вийшли дещо
пiзнiше. Разом з тим, теоретичнi роботи [1–5] без-
сумнiвно є необхiдною платформою для побудови
спочатку феноменологiчної, а потiм i фiзичної тео-
рiй поведiнки двiйникових прошаркiв у кристалах,
включаючи перелiченi тут явища i ефекти.

Метою даної роботи є створення феноменологi-
чної моделi розвитку одиничних двiйникових про-
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шаркiв у металевих кристалах при рiзних ре-
жимах навантаження, та подальше порiвняння
висновкiв моделi з експериментальними криви-
ми повзучостi двiйникових границь та поведiн-
кою останнiх при знакозмiнному та пульсуючому
навантаженнях. За умови задовiльних результа-
тiв такого порiвняння становить iнтерес з’ясува-
ння фiзичного змiсту феноменологiчних параме-
трiв, що є необхiдною умовою “руху” феноменоло-
гiчної моделi в сторону фiзичної теорiї.

2. Побудова феноменологiчної моделi

На рис. 1 показано окремий випадок розташуван-
ня двiйникового прошарку в материнському кри-
сталi. Частковiсть полягає, по-перше, в тому, що
двiйник плоскопаралельний (велика частина двiй-
никiв мають клиноподiбну форму, причому верши-
на двiйникового клину може перебувати всерединi
кристала); по-друге, двiйниковi межi перпендику-
лярнi огранцi зразка тiльки при певнiй орiєнтацiї
останнього. Початкову товщину двiйника позначе-
но на рис. 1 через “𝑏0”. Пiсля прикладання наван-
таження 𝑃 (як показано на рис. 1) товщина двiй-
ника збiльшується на величину Δ𝑏. Позначимо вiд-
носне потовщення двiйника через 𝜀

𝜀 =
Δ𝑏

𝑏0
. (1)

Враховуючи властивостi двiйникових границь
як накопичувати змiцнення при навантаженнi, так
i втрачати його, тобто як необоротнiсть, так i обо-
ротнiсть деформацiї, що спостерiгаються при роз-
витку двiйникiв [18–19], представимо вiдносне по-
товщення двiйника у виглядi:

𝜀 = 𝜀e + 𝜀p, (2)

де 𝜀e – пружна частина потовщення, яка зникає
пiсля зняття напруження, а 𝜀p – пластична (нео-
боротна) частина потовщення.

Для 𝜀e за аналогiєю iз законом Гука напишемо

𝜀e =
𝜎

𝐺2
, (3)

𝐺2 тут вiдiграє роль пружного модуля для одини-
чного двiйника.

Для 𝜀p, використовуючи уявлення про “сили
в’язкого опору”, що викликають необоротнiсть змi-
щення двiйникових границь, можна написати за

Рис. 1. Окремий випадок розташування двiйникового про-
шарку в материнському кристалi

аналогiєю з вiдомим законом Ньютона (напруже-
ння опору пластичного зсуву пропорцiйне швидко-
стi деформацiї):

𝑑𝜀p
𝑑𝑡

≡ �̇�p =
𝜎

𝜂
, (4)

де 𝜂 – параметр, який має розмiрнiсть звичайного
коефiцiєнта в’язкостi.

При зростаннi двiйника величина цього параме-
тра змiнюється у зв’язку зi змiною дислокацiйної
структури у межах двiйникових границь i, отже,
змiною сил “в’язкого опору”. Тому

𝜂 = 𝜂(𝜀p). (5)

Розкладемо функцiю (5) в ряд Маклорена, обме-
жуючись поки що лiнiйною частиною ряду:

𝜂 (𝜀p) ≈ 𝜂0 +
𝑑𝜂

𝑑𝜀p
𝜀p, (6)

де 𝜂0 – значення 𝜂 при 𝜀p = 0. З (6) i (4) знаходимо:

𝜎 =

(︂
𝜂0 +

𝑑𝜂

𝑑𝜀p
𝜀p

)︂
�̇�p = 𝜂0�̇�p +

𝑑𝜂

𝑑𝜀p

𝑑𝜀p
𝑑𝑡
𝜀p =

= 𝜂0�̇�p + �̇�𝜀p. (7)

Параметр �̇� має розмiрнiсть пружного модуля, то-
му введемо позначення:

�̇� = 𝐺1. (8)

З (2), (3), (7) i (8) отримуємо диференцiальне рiв-
няння, що зв’язує 𝜎 𝑡𝑎 𝜀:

𝜎 + 𝜏𝜀�̇� = 𝐺(𝜀+ 𝜏𝜎 �̇�), (9)

де

𝜏𝜀 =
𝜂

𝐺1 +𝐺2
,

𝐺 =
𝐺1𝐺2

𝐺1 +𝐺2
,

𝜏𝜎 =
𝜂0
𝐺1

.

(10)
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Рис. 2. Кривi повзучостi двiйникових границь у кристалах
Zn: суцiльна крива отримана експериментально, пунктирна
крива – iз теорiї (формула (14))

Рiвняння (9) має вигляд, подiбний до рiвняння
“стандартного лiнiйного тiла”. Величина 𝐺 в цiй
моделi є “релаксований пружний модуль”, 𝜏𝜀 i 𝜏𝜎 –
час релаксацiї напруження (при постiйнiй дефор-
мацiї) i деформацiї (при постiйному напруженнi)
вiдповiдно.

Розв’язуючи рiвняння (9) при заданому закон
𝜎(𝑡) або 𝜀(𝑡), знаходимо другу функцiю. Зiставля-
ючи кривi 𝜎(𝑡) i 𝜀(𝑡), тобто здiйснюючи в рiвняннi
формальну замiну 𝑡→ 𝑡 (𝜎) або 𝑡→ 𝑡(𝜀), можна по-
будувати дiаграми 𝜎 − 𝜀. Порiвнюючи цi дiаграми
з експериментальними кривими 𝜎(𝜀), можна вiд-
новити параметри 𝐺1, 𝐺2, 𝜂0 (див. нижче).

Рiвняння (9) є наближеною моделлю процесу
розвитку двiйника. Для збiльшення точностi мо-
жна врахувати наступний (квадратичний) член в
розкладаннi 𝜂(𝜀p) за ступенями 𝜀p. Тодi замiсть
рiвняння (6) отримаємо формулу:

𝜂 (𝜀p) ≈ 𝜂0 +
𝑑𝜂

𝑑𝜀p
𝜀p +

1

2

𝑑2𝜂

𝑑𝜀2p
𝜀2p, (11)

а замiсть (9) – рiвняння

𝜎 = 𝜂0

(︂
�̇�− �̇�

𝐺2

)︂
+𝐺1

(︂
𝜀− 𝜎

𝐺2

)︂
+

+
1

2

(︁
𝜀− 𝜎

𝐺2

)︁2
(︁
�̇�− �̇�

𝐺2

)︁2 [︂
𝜉

(︂
�̇�− �̇�

𝐺2

)︂
−𝐺1

(︂
𝜀− �̈�

𝐺2

)︂]︂
. (12)

Тут 𝜉 – новий параметр, змiст якого, як i змiст
iнших параметрiв, можна встановити, вивчивши
залежнiсть його вiд рiзних факторiв (температу-
ри, швидкостi i режиму навантаження, структу-
ри i т.д.).

Далi ми будемо розв’язувати рiвняння (9), а в
низцi випадкiв (12) при тих режимах навантаже-
ння, якi мали мiсце в експериментах. На першо-
му етапi ми будемо проводити порiвняння модель-
них результатiв з експериментальними результа-
тами з метою перевiрки феноменологiчної моделi
в цiлому. З’ясуванню фiзичного змiсту феномено-
логiчних параметрiв буде присвячена окрема ро-
бота, оскiльки тут дуже багато матерiалу, який
навiть з мiркувань обсягу нiяк не вписується в
дану статтю.

3. Режим повзучостi

У режимi повзучостi 𝜎 = const. При цьому рiвня-
ння (9) спрощується:

�̇�+
1

𝜏𝜎
𝜀 =

𝜎

𝐺𝜏𝜎
. (13)

Розв’язок отриманого лiнiйного неоднорiдного
диференцiального рiвняння при початковiй умовi
𝜀 (𝑡 = 0) = 0 має вигляд:

𝜀 =
𝜎

𝐺

(︁
1− 𝑒−

𝑡
𝜏𝜎

)︁
. (14)

Звичайно, що великий iнтерес становить порiв-
няння (14) з експериментальними кривими повзу-
чостi [15, 16]. Таке порiвняння для цинку пред-
ставлено на рис. 2, де наведено експериментальну
криву залежностi товщини двiйника “𝑏” вiд часу
повзучостi двiйникових границь при напруженнi
зсуву у площинi двiйникування в напрямку двiй-
никування 𝜎 = 0,75 кгс/мм2, (взята з [15]), i те-
оретичну криву [14], побудовану при параметрах
𝜏𝜎 = 49,4 год, 𝐺 = 0,69 кгс/мм2.

Для кожної експериментальної кривої 𝜀 (𝑡) мо-
жна пiдiбрати такi 𝐺 i 𝜏𝜎, при яких експеримен-
тальна крива буде дуже близька до (14). Змiнюючи
умови, наприклад, щiльнiсть i тип дислокацiй лi-
су в кристалi, температуру, величину напруження
i т.д., можна встановити чутливiсть цих параме-
трiв до кожної умови. В результатi комплексного
(з огляду на iншi режими навантаження) порiв-
няння висновкiв математичної моделi з результа-
тами експериментiв (при мiнливих умовах їх про-
ведення) можна буде встановити фiзичний змiст
феноменологiчних параметрiв: Якщо висновки те-
орiї серйозно розходяться з експериментом навiть
при оптимальному виборi параметрiв, можна ско-
ристатися бiльш точним рiвнянням (12). Зокрема,
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для повзучостi (𝜎 = const) це рiвняння має вигляд

𝜀 =
2�̇�2 (𝜂0�̇�− 𝜎)

𝐺1

(︁
𝜀− 𝜎

𝐺2

)︁2 +
2�̇�2

𝜀− 𝜎
𝐺2

+
𝜉

𝐺1
�̇�. (15)

Рiвняння (15) не мiстить в явному виглядi час
𝑡, i тому допускає зниження порядку, тобто, при
необхiдностi, без особливих труднощiв може бути
розв’язано.

4. Режим активного
навантаження при �̇� = const

Припустимо, �̇� = 𝑐 = const, тобто

𝜎 = 𝑐𝑡. (16)

Рiвняння (9) при цьому набуває вигляду

�̇�+
1

𝜏𝜎
𝜀 =

𝑐

𝐺𝜏𝜎
(𝑡+ 𝜏𝜀). (17)

Розв’язком цього рiвняння при початковiй умовi
𝜀 (𝑡 = 0) = 0 є функцiя

𝜀 =
𝑐

𝐺
(𝜏𝜀 − 𝜏𝜎)

(︁
1− 𝑒−

𝑡
𝜏𝜎

)︁
+
𝑐

𝐺
𝑡. (18)

Часи релаксацiї 𝜏𝜀 i 𝜏𝜎 в металах найчастiше по-
в’язанi нерiвнiстю 𝜏𝜀 ≪ 𝜏𝜎, тобто 𝐺2 ≫ 𝐺1. При
тривалостi навантаження 𝑡 ≪ 𝜏𝜎 з рiвняння (18)
отримаємо:

𝜀 =
𝑐

2𝜂0
𝑡2. (19)

Можна порiвняти отриманий iз моделi результат
з наявними експериментальними кривими [6, 20].
На рис. 3 наведено таке порiвняння. Суцiльною
лiнiєю показано залежнiсть 𝜎 (𝜀) для одиничного
двiйника, (взяте з [6]), а пунктирною лiнiєю – така
сама залежнiсть, обчислена з (19) пiсля пiдстанов-
ки до неї (16). При цьому швидкiсть навантаження
було взято з експерименту (𝑐 = 0,09 кгс/(мм2 · хв)),
а параметр 𝜂0 = 1220 кгс · хв було пiдбирано до за-
довiльного збiгу експериментальної й теоретичної
залежностей.

Пiдставивши (16) в бiльш точне рiвняння (12),
отримаємо

𝜀 = 2

(︁
�̇�− 𝑐

𝐺2

)︁2
(︁
𝜀− 𝑐

𝐺2
𝑡
)︁2
[︃
𝜂0
𝐺1

(︂
�̇�− 𝑐

𝐺2

)︂
+

+

(︂
𝜀− 𝑐

𝐺2
𝑡

)︂
− 𝑐

𝐺1
𝑡

]︃
+

𝜉

𝐺1

(︂
�̇�− 𝑐

𝐺2

)︂
. (20)

Рис. 3. Експериментальна (суцiльна лiнiя) i теоретична
(пунктирна лiнiя) кривi змiцнення для одиничного двiйни-
ка у вiсмутi

Якщо ввести допомiжну функцiю 𝜙 (𝑡) = 𝜀− 𝑐
𝐺2
𝑡,

то замiсть (20) можна написати

𝜙 = 2

(︂
�̇�

𝜙

)︂2(︂
𝜂0
𝐺1

�̇�+ 𝜙− 𝑐

𝐺1
𝑡

)︂
+

𝜉

𝐺1
�̇�. (21)

Нагадаємо, що 𝑐
𝐺2
𝑡 = 𝜎

𝐺2
– пружна частина де-

формацiї, тодi функцiя 𝜙 (𝑡) має смисл необоротної
частини деформацiї 𝜀p = 𝜀− 𝜀e.

5. Режим активного
навантаження при �̇� = const

Нехай 𝜀 = 𝑘𝑡, тобто швидкiсть змiни деформацiї
дорiвнює

�̇� = 𝑘. (22)

Рiвняння (9) при цьому набуває вигляду

�̇� +
1

𝜏𝜀
𝜎 =

kG
𝜏𝜀

(𝑡+ 𝜏𝜎). (23)

Розв’язування цього рiвняння при початковiй
умовi 𝜎 (𝑡 = 0) = 0 призводить до функцiї

𝜎 = 𝑘𝐺𝑡+ 𝑘𝐺 (𝜏𝜎 − 𝜏𝜀)
(︁
1− 𝑒−

𝑡
𝜏𝜀

)︁
. (24)

Вираз (24) можна спростити, розклавши експонен-
ту в ряд Маклорена i вибравши 2–3 члена в роз-
кладаннi. Але для цього необхiдне виконання не-
рiвностi 𝑡 ≪ 𝜏𝜀, що має бути задано умовами екс-
перименту.
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Пiдставивши (22) у рiвняння (12), отримаємо

�̈� = 2
𝐺2

𝐺1

(︁
𝑘 − �̇�

𝐺2

)︁2
(︁
𝑘𝑡− 𝜎

𝐺2

)︁2
[︃
𝜎 − 𝜂0

(︂
𝑘 − �̇�

𝐺2

)︂
−

−𝐺1

(︂
𝑘𝑡− 𝜎

𝐺2

)︂]︃
− 𝐺2

𝐺1

(︂
𝑘 − �̇�

𝐺2

)︂
𝜉. (25)

Введемо допомiжну функцiю

𝜓 (𝑡) = 𝑘𝑡− 𝜎

𝐺2
. (26)

Ця функцiя має такий самий смисл, що i 𝜙 (𝑡),
введена ранiше, тобто це рiзниця мiж повною де-
формацiєю та пружною її частиною. Але оскiль-
ки пластична деформацiя в режимах �̇� = const i
�̇� = const протiкає по-рiзному, функцiї 𝜓 (𝑡) i 𝜙 (𝑡)
суттєво рiзнi. З урахуванням (26) рiвняння (25)
можна записати у виглядi:

𝜓 = 2
�̇�2

𝜓2

(︂
𝜂0
𝐺1

�̇� +
𝐺1 +𝐺2

𝐺1
𝜓 − 𝐺2

𝐺1
𝑘𝑡

)︂
. (27)

Якщо функцiя (24) погано узгоджується з екс-
периментом, то необхiдно розв’язати рiвняння (27)
при початковiй умовi 𝜎 (𝑡 = 0) = 0 або, що те са-
ме, 𝜓 (𝑡 = 0) = 0. Вiдповiдна залежнiсть 𝜎(𝑡) по-
винна зiставлятися з вiдповiдною експерименталь-
ною кривою. Порiвняння, по-перше, дає iнформа-
цiю про дiєвiсть моделi, по-друге, дозволяє визна-
чити параметри 𝐺1, 𝐺2, 𝜂0, 𝜉.

6. Режим пульсуючих навантажень

Оберемо для пульсацiї режим �̇� = const = 𝑐 при
навантаженнi i �̇� = const = 𝑐′ при розвантаженнi.
Нехай так само (як це було в експериментах [9–13])
швидкiсть навантаження буде значно меншою за
швидкiсть розвантаження 𝑐≪ 𝑐′. Амплiтуду пуль-
сацiї напруження позначимо через 𝜎0. Розв’язую-
чи рiвняння (9) послiдовно спочатку для наванта-
ження зi швидкiстю 𝜎 = 𝑐, потiм для розванта-
ження зi швидкiстю 𝜎 = 𝑐′, потiм для повторного
навантаження з тiєю ж швидкiстю 𝑐 i для розван-
таження зi швидкiстю 𝑐′ i т.д., отримаємо дiагра-
му, подiбну до отриманої експериментально в [20]:
при кожному циклi спостерiгається деяке змiщен-
ня двiйникових границь, загасаюче з числом ци-

клiв. Для кожного повторного циклу вiдносне змi-
щення двiйникових границь виходить рiвним

𝛽𝑘 = 𝜀′ exp

(︂
−𝑘𝐺1𝜎0

𝜂0𝑐

)︂
, (28)

де 𝜀′ = 𝜀0 − 𝜎0

𝐺2
– вiдносне змiщення двiйнико-

вих границь при першому циклi навантаження за
вирахуванням пружної частини 𝜎0

𝐺2
. Пiдкреслимо,

що дане явище є, по сутi, ефектом втрати змi-
цнення границями двiйникiв при пульсацiї напру-
ги, яке добре вивчено експериментально [9–13], i
той факт, що запропонована феноменологiчна мо-
дель мiстить в собi цей ефект, говорить на користь
останньої. Експерименти [9–12] показують, що най-
бiльш стабiльною мiрою даного ефекту втрати i
подальшого вiдновлення змiцнення межами двiй-
никiв при пульсацiї напруги є величина 𝛿 =

∑︀
𝛽𝑘.

Цей ряд є збiжним; легко обчислити його суму:

𝛿 =

∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘 = 𝜀′
1

exp

(︂
𝐺1𝜎0
𝜂0𝑐

)︂
− 1

. (29)

Все це задовiльно узгоджується з експеримен-
том. На рис. 4 наведено описаний ефект як один iз
висновкiв моделi (а) i як експериментальний факт
(б) – взято з [10].

За (29) величина 𝛿 повинна зростати зi збiль-
шенням 𝑐 при фiксованому 𝜎0 i зi зменшенням 𝜎0
при фiксованому 𝑐. Якщо мiж розвантаженням i
наступним навантаженням проходить час 𝑇 (час
вiдпочинку), то значення 𝜀′, а також аналогiчнi
величини 𝜀′′, 𝜀′′′, ... пiсля другого, третього i т.д.
циклiв навантаження будуть меншими внаслiдок
релаксацiї деформацiї пiсля повного розвантажен-
ня зразка.

7. Режим знакозмiнних навантажень

Застосуємо рiвняння (9) до розгляду поведiнки
двiйникових границь при знакозмiнному наванта-
женнi зразка. Нехай друге навантаження, на вiд-
мiну вiд розглянутого вище випадку, проводиться
зi швидкiстю �̇� = −𝑐, тобто прикладається наван-
таження протилежного знака 𝜎 = −𝑐𝑡 (час вiдра-
ховується вiд початку повторного навантаження).
При початковiй умовi 𝜀 (𝑡 = 0) = 𝜀 знаходимо:

𝜀 =
[︁
𝜀′ +

𝑐

𝐺
(𝜏𝜀 − 𝜏𝜎)

]︁
𝑒−

𝑡
𝜏𝜎 +

𝑐

𝐺
(𝜏𝜎−𝜏𝜀 − 𝑡). (30)
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До моменту часу 𝑡 = 𝜎0

𝑐 ≡ 𝑡0 будуть досягнутi
напруження −𝜎0 i деформацiя 𝜀2, яка обчислює-
ться шляхом пiдстановки в вираз (30) величини
𝑡 = 𝜎0

𝑐 . Якщо вiдкласти криву 𝜀 (𝜎) при наванта-
женнi протилежного знака в позитивному напрям-
ку координатних осей, як це робиться при iлюстра-
цiї ефекту Баушингера [6, 7], то при 𝜎 = 𝜎0 вели-
чина деформацiї буде

𝜀′2 = 2𝜀′ − 𝜀2. (31)

За мiру ефекту Баушингера зазвичай приймаю-
ться мiри розбiжностi кривих повторного наван-
таження в прямому i зворотному напрямках при
|𝜎| = 𝜎0. Позначивши її через 𝛽𝐵 , отримаємо

𝛽𝐵 = 2𝜀′
(︁
1− 𝑒−

𝑡0
𝜏𝜎

)︁
. (32)

або, роблячи замiну 𝑡0 = 𝜎0

𝑐 , замiсть (32) напи-
шемо

𝛽𝐵 = 2𝜀′
(︁
1− 𝑒−

𝜎0
𝑐𝜏𝜎

)︁
. (33)

Вирази (32) i (33) дозволяють оцiнити мiру ефе-
кту Баушингера при двiйникуваннi в межах ви-
кладеного феноменологiчного розгляду. Для спро-
щення розрахункiв розглянемо граничний випадок
𝜏𝜀 ≪ 𝜏𝜎 i 𝑡≪ 𝜏𝜎. При цьому з (32) знаходимо:

𝛽𝐵 ≈ 2𝜀′
𝐺1

𝜂0
𝑡0, (34)

а з (19) для 𝑡0 маємо

𝑡0 ≈
√︂

2𝜂0𝜀0
𝑐

. (35)

Пiдставивши (35) в (34), отримаємо

𝛽𝐵 ≈ 2𝜀′𝐺1

√︂
2𝜀0
𝑐𝜂0

, (36)

або, вважаючи 𝜀′ ≈ 𝜀0 (оскiльки при 𝜀e ≪ 𝜀p, 𝜀e ≪
≪ 𝜀p, замiсть (36) можна написати

𝛽𝐵 ≈ 2
√
2
𝐺1√
𝜂0𝑐

𝜀
3
2
0 . (37)

Наближена формула (37) зручнiша для аналiзу
залежностей 𝛽𝐵 вiд рiзних факторiв.

а

б
Рис. 4. Залежнiсть 𝜎 (𝜀) для одиничних двiйникiв (ви-
пливає iз моделi) (а), дiаграма напруга–змiщення двiйни-
кових границь, отримана при пульсуючому навантажен-
нi монокристала вiсмуту (б). Швидкiсть навантаження
0,044 кгс/(мм2· хв), час вiдпочинку мiж циклами 10 хв

а б
Рис. 5. Дiаграми напруга–змiщення двiйникових границь
для сплаву Zn+0,6% Cu з щiльнiстю пiрамiдальних дисло-
кацiй: а – 103 см−2, б – 107 см−2

Таким чином, запропонована феноменологiчна
модель враховує i ефект Баушингера, що спосте-
рiгається на одиничних двiйниках у рiзних метале-
вих кристалах [6–8], що, в свою чергу, допомагає
розiбратися зi змiстом феноменологiчних параме-
трiв, оскiльки мiра ефекту Баушингера виявилась
чутливою до щiльностi дислокацiй лiсу в криста-
лах (див. рис. 5)
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8. Визначення
феноменологiчних параметрiв
Таким чином, механiчна поведiнка двiйникових
границь при рiзних режимах навантаження в рам-
ках запропонованого феноменологiчного розгляду
описується в термiнах трьох параметрiв 𝐺1, 𝐺2,
𝜂0 (параметр 𝜉 з’являється, якщо вiд (9) перейти
до (12)). Цi параметри визначаються як характе-
ристиками самих двiйникових границь, так i де-
фектною структурою їх меж i повиннi, таким чи-
ном, залежати вiд ступеня некогерентностi двiй-
никових границь, типу i щiльностi дислокацiй лiсу
в кристалах, наявностi скупчень точкових дефек-
тiв i т.п.

Параметр 𝜂0 найпростiше визначити шляхом по-
рiвняння експериментальної залежностi 𝜀(𝑇 ) в пе-
рiод навантаження з наближеною формулою (19),
в яку входить тiльки один цей параметр. Прове-
дене порiвняння показало, що цей параметр чу-
тливий до щiльностi дислокацiй лiсу в кристалах:
зi збiльшенням вихiдної щiльностi пiрамiдального
лiсу в кристалах Zn вiд 103 до 107 см −2 величи-
на збiльшується вiд 9 · 103 до 4,5 · 104 МПа · с. Це
дає можливiсть припустити, що в’язке гальмуван-
ня двiйникових границь значною мiрою зумовлене
наявнiстю в кристалi дислокацiй лiсу.

Параметр 𝐺1 при вiдомiй величинi 𝜂0 може бути
знайдений з вимiряних значень 𝛿 або 𝛽𝐵 за допо-
могою формул (29) i (36). Порядок цiєї величини
для двiйникiв в кристалах Bi i Zn ∼10 МПа.

Параметр𝐺2 легко оцiнюється за зворотним змi-
щенням двiйникових границь пiсля розвантажен-
ня кристала, тобто за величиною пружної части-
ни вiдносної деформацiї 𝜀e за допомогою формули
(3). Порядок величини 𝐺2 ∼ 102 МПа (для Bi) i
𝐺2 ∼ 103 МПа (для Zn), що пiдтверджує умову
𝐺2 ≫ 𝐺1, яка використовувалася вище.

Таким чином, запропонована модель передба-
чає поведiнку двiйникових границь при рiзних ре-
жимах навантаження. Зокрема, з неї виникають
ефект втрати i подальшого вiдновлення змiцнення
при пульсуючому навантаженнi, ефект Баушинге-
ра, що виявляється при знакозмiнному наванта-
женнi й описаний в лiтературi.

9. Висновок
Запропонована у роботi феноменологiчна модель
розвитку одиничних двiйникових прошаркiв у ме-
талевих кристалах задовiльно описує:

∙ явище повзучостi двiйникових границь;
∙ рух двiйникових границь у режимi активного

навантаження, зокрема, при �̇� = const;
∙ явище втрати та подальшого вiдновлення змi-

цнення границями двiйникiв при пульсуючих на-
вантаженнях;

∙ ефект Баушингера на границях двiйникiв.
Це дає можливiсть припускати, що дана модель

може бути корисною у створеннi кiлькiсної теорiї
двiйникування. Наступним кроком на цьому шля-
ху безсумнiвно є з’ясування змiсту феноменологi-
чних параметрiв на основi дислокацiйних уявлень,
створених у теоретичних роботах з двiйникуван-
ня [1–5]. Методика вiдновлення феноменологiчних
параметрiв за даним експериментом в данiй роботi
з’ясована.
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MATHEMATICAL GENERALIZATION
OF EXPERIMENTAL RESULTS ON THE DEVELOPMENT
OF SINGLE TWIN LAYERS IN METAL MATERIALS

A mathematical model has been proposed for the development

of single twin layers in metal crystals under various loading

regimes and various conditions. The model parameters depend

on the geometric characteristics of the twin layer, the physi-

cal characteristics of the crystal, the Burgers vector, and the

motion velocity of twin dislocations. Methods for the determi-

nation of the phenomenological parameters from experimental

data were developed. In some cases, a comparison of the pa-

rameter values calculated in the framework of the proposed

mathematical model with those obtained from experimental

data was made, which demonstrated their satisfactory consis-

tency. The proposed model can be useful for the development

of a quantitative theory of twinning.

Ke yw o r d s: mathematical model, model parameters, twin,
twin boundary, dislocation structure, creep mode, active load,
pulsating load, alternating load, hardening, Bauschinger effect,
forest dislocations, initial conditions.
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