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НОРМАЛЬНI ХВИЛI,
ЩО ВИНИКАЮТЬ ПРИ РУСI КРОВI В АРТЕРIЇУДК 539.2

Запропоновано модель поширення пульсових хвиль в артерiї, що розглядається як ци-
лiндрична оболонка, оточена пружним середовищем. Визначена амплiтуда i форма нор-
мальних хвиль, що виникають при русi кровi в артерiї. Встановлено два типа таких
хвиль: нульовi, для яких амплiтуда не змiнює знак по перерiзу артерiї, i ненульовi, для
яких така змiна спостерiгається. Показано, що пульсова хвиля являє собою хвильовий
пакет, утворений нульовими нормальними хвилями. Встановлено, що ненульовi нор-
мальнi хвилi локалiзованi поблизу вхiдного перерiзу артерiї, утворюючи перехiдну зону
з розмiром порядку радiуса артерiї. Показано, що ненульовi нормальнi хвилi пiдсилюють
процес дезагрегацiї еритроцитiв у перехiднiй зонi.
К люч о в i с л о в а: артерiя, нормальнi хвилi, пульсова хвиля.

1. Вступ

У механiцi кровообiгу – гемодинамiцi [1] впродовж
вже багатьох рокiв актуальною є задача про поши-
рення повiльних пульсових хвиль, що виникають в
момент викиду порцiї кровi з лiвого шлуночка сер-
ця в аорту i якi супроводжують подальший процес
руху кровi по судинах. Вивчення закономiрностей
формування, розвитку, поширення i трансформа-
цiї таких хвиль є важливим з точки зору як фiзiо-
логiї, так i можливостi дiагностики стану судинно-
го русла.

Особливостi поведiнки пульсової хвилi в артерi-
ях дослiджуються в данiй роботi.

Своїм iснуванням пульсова хвиля зобов’язана
пружностi судинних стiнок, якi деформуються при
проходженнi хвилi. Вiдповiдно, традицiйною роз-
рахунковою моделлю судини є цилiндрична обо-
лонка з пружними стiнками, яка оточена пружним
середовищем i заповнена рiдиною.

При використаннi цiєї моделi для опису руху
кровi в судинi, як правило, припускають [2–5],
що тиск в поперечному перерiзi судини є сталим.
Оскiльки в такому наближеннi фронт хвилi ви-
являється плоским, пульсова хвиля є юнгiвською
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хвилею [6], яка поширюється по судинi, не змiнюю-
чи своєї форми. Вiдповiдно, в цьому випадку хви-
льова задача про рух кровi в судинi стає однови-
мiрною. Нижче нами розглянуто тривимiрний ва-
рiант цiєї задачi.

Одним з центральних питань гемодинамiки i су-
динної дiагностики є питання про артерiальний
тиск – про механiзм кровообiгу, який утворює поле
тискiв в артерiї. Це поле є суперпозицiєю нормаль-
них хвиль [6]. Вiдповiдно, властивостi нормальних
хвиль визначають той чи iнший механiзм крово-
обiгу. Тому нормальнi хвилi були вибранi за об’єкт
дослiдження в данiй статтi, мета якої – встанови-
ти вид нормальних хвиль, що виникають при русi
кровi в артерiї, та визначити, з якими формами ру-
ху кровi пов’язаний той чи iнший вид таких хвиль.

2. Розрахункова модель артерiї

Будемо розглядати кров як iдеальну рiдину. Вiд-
повiдно, рiвнянням її руху є рiвняння Ейлера [7]:

𝜌
𝜕2u

𝜕𝑡2
= − grad 𝑝, (1)

де 𝜌 – густина, u – вектор змiщення, 𝑡 – час, 𝑝 –
тиск.

За своїм змiстом, величина 𝑝 є рiзницею мiж си-
столiчним i дiастолiчним тисками.
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Деформацiйнi властивостi стiнок цилiндричної
оболонки i навколишнього пружного середовища
будемо вважати однаковими, що дозволяє розгля-
дати артерiю як цилiндричну порожнину в суцiль-
ному середовищi. Вiдповiдно, введемо цилiндричнi
координати, направивши 𝑧-вiсь уздовж осi цилiн-
дра i позначивши через 𝑟 радiальну компоненту.
Радiус цилiндра позначимо через 𝑏, а поздовжню i
поперечну компоненти вектора u – через 𝑢𝑧 та 𝑢𝑟.

Векторне рiвняння (1) у компонентах має ви-
гляд:

𝜌
𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
= −𝜕𝑝

𝜕𝑧
, (2)

𝜌
𝜕2𝑢𝑟

𝜕𝑡2
= −𝜕𝑝

𝜕𝑟
. (3)

Iдеальну рiдину, що моделює кров, будемо вва-
жати стисливою, вводячи у розгляд реологiчне
рiвняння

𝑝 = −𝜌 𝑐20 divu, (4)

де 𝑐0 – швидкiсть звуку в рiдинi.
Пiдставляючи (4) у (1), отримуємо рiвняння ру-

ху кровi в артерiї

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= 𝑐20 div grad 𝑝. (5)

Iснування пружного середовища, яке оточує ар-
терiю, врахуємо, записавши спiввiдношення

𝑝(𝑟 = 𝑏) = 𝛼𝑢𝑟(𝑟 = 𝑏), (6)

де 𝛼 – коефiцiент пружностi середовища.
У лiтературi [1,8] наводяться такi значення гу-

стини кровi, радiуса артерiї i швидкостi звуку в
кровi: 𝜌 = 1,05 · 103 кг/м3, 𝑏 ≤ 3 · 10−2 м, 𝑐0 =
1540м/с. Значення коефiцiєнта 𝛼 експерименталь-
но визначено в роботi [4]: 𝛼 ≈ 107 Н/м3.

3. Розкладання функцiй,
що описують рух кровi в артерiї, у ряди

За визначенням, функцiя 𝑝(𝑡) є перiодичною з пе-
рiодом 𝑇 , який дорiвнює тривалостi серцевого ци-
клу, що дозволяє записати функцiю 𝑝(𝑡) у виглядi
ряду Фур’є:

𝑝(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑝𝑛(𝑧, 𝑟) exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡), (7)

де

𝜔𝑛 = 2𝜋𝑛/𝑇, (8)

причому 𝑇 ≈ 1 с.
Пiдставляючи рiвняння (7) у (5), отримуємо

div grad 𝑝𝑛 + 𝑘2𝑛𝑝𝑛 = 0, (9)

де прийнято позначення

𝑘𝑛 = 𝜔𝑛/𝑐0. (10)

Розкриваючи змiст операторiв div grad, перепи-
шемо рiвняння (9) у виглядi

𝜕2𝑝𝑛
𝜕𝑧2

+
𝜕2𝑝𝑛
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑟

+ 𝑘2𝑛𝑝𝑛 = 0. (11)

Як вiдомо [6], розв’язок рiвняння (11) має ви-
гляд

𝑝𝑛 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑝𝑛𝑗 , (12)

де 𝑝𝑛𝑗 – нормальнi хвилi, якi представляються у
виглядi добутку двох функцiй

𝑝𝑛𝑗 = 𝑝0𝑛𝑗 𝑅𝑛𝑗(𝑟) exp(𝑖𝜉𝑛𝑗𝑧). (13)

Величина 𝑝0𝑛𝑗 тут є амплiтудою коливань, яка ви-
значається граничними умовами на торцях цилiн-
дра, функцiя 𝑅𝑛𝑗(𝑟) є радiальним розподiлом ти-
скiв, а exp(𝑖𝜉𝑛𝑗𝑧) вiдповiдає хвильовому характеру
збудження. Величина 𝜉𝑛𝑗 вiдiграє роль хвильового
числа.

Пiдставляючи (13) у рiвняння (11), одержуємо

𝜕2𝑅𝑛𝑗

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑅𝑛𝑗

𝜕𝑟
+ 𝜂2𝑛𝑗𝑅𝑛𝑗 = 0, (14)

де прийнято позначення

𝜂2𝑛𝑗 = 𝑘2𝑛 − 𝜉2𝑛𝑗 . (15)

Iндекс 𝑗 дорiвнює числу змiн знака, якi зазна-
ють функцiї 𝑅𝑛𝑗(𝑟) на вiдрiзку 𝑟 ≤ 𝑏. Нормальну
хвилю, для якої iндекс 𝑗 дорiвнює нулевi, i для якої
згаданi змiни знака не спостерiгаються, називають
нульовою. Домовимося називати ненульовими нор-
мальнi хвилi з iндексами 𝑗 = 1, 2, ... (натуральнi
числа, починаючи з 1), вводячи для них позначе-
ння 𝑝𝑛𝑞 i переписуючи рiвнiсть (12) у виглядi

𝑝𝑛 = 𝑝𝑛0 +

∞∑︁
𝑞=1

𝑝𝑛𝑞. (16)
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4. Ненульовi нормальнi хвилi в артерiї

Розв’язком рiвняння (14), як вiдомо [9], є функцiя
Бесселя нульового порядку:

𝑅𝑛𝑞 = 𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟). (17)

Вiдповiдно для величин 𝑝𝑛𝑞 маємо формулу

𝑝𝑛𝑞 = 𝑝0𝑛𝑞𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟) exp
(︁
𝑖𝑧
√︁
𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞

)︁
. (18)

Оскiльки функцiя 𝑢𝑟, як i 𝑝, також є перiоди-
чною, розкладемо її в ряд Фур’є:

𝑢𝑟 =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛𝑟 exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡). (19)

Пiдставляючи рiвностi (18) i (19) у рiвняння (3),
отримуємо

𝑢𝑛𝑟 =

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞
𝜌𝜔2

𝑛

𝑑

𝑑𝑟
𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟) exp

(︁
𝑖𝑧
√︁
𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞

)︁
. (20)

Використовуючи для (18)–(20) граничну умову
(6) i враховуючи, що

𝑑

𝑑𝑟
𝐽0(𝜂𝑟) = −𝜂𝐽1(𝜂𝑟), (21)

де 𝐽1(𝜂𝑟) – функцiя Бесселя першого порядку,
одержуємо дисперсiйне рiвняння

𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑏) = −𝛼𝜂𝑛𝑞
𝜌𝜔2

𝑛

𝐽1(𝜂𝑛𝑞𝑏). (22)

Дiйснi коренi цього рiвняння визначають значен-
ня параметра 𝜂𝑛𝑞 для вiдповiдних ненульових нор-
мальних хвиль.

Як уже згадувалося, перенесення кровi в суди-
нi здiйснюється пульсовою хвилею. Чи може пере-
несення кровi в артерiї здiйснюватися за рахунок
ненульових нормальних хвиль? Iншими словами,
чи можуть цi хвилi входити до складу пульсової
хвилi?

Як видно з формули (18), така можливiсть ре-
алiзується за умови 𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞 > 0. В iншому ви-
падку, коли 𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞 < 0, нормальна хвиля пе-
ретворюється у синфазне коливання, амплiтуда
якого зменшується за експоненцiальним законом
𝑝𝑛𝑞 ∼ exp

(︁
−𝑧

√︁
𝜂2𝑛𝑞 − 𝑘2𝑛

)︁
.

Такi хвилi, як вiдомо [6], називають неоднорi-
дними у противагу однорiдним – хвилям, що по-
ширюються. Хвиля стає однорiдною, коли 𝜔𝑛 пе-
ревищує деяку критичну частоту Ω, яка визначає-
ться з умови 𝑘2𝑛−𝜂2𝑛𝑞 = 0, що у зв’язку з формулою
(10) записується у виглядi

(Ω/𝑐0)
2 − 𝜂2𝑛𝑞 = 0. (23)

Як уже згадувалося, для функцiї 𝑅𝑛𝑞(𝑟) хара-
ктерна змiна знака. При цьому уздовж радiуса
𝑟 спостерiгається чередування iнтервалiв, в яких
𝑅𝑛𝑞 має рiзнi знаки. Єдиний параметр цiєї функцiї,
який має розмiрнiсть довжини, мiстить величину
𝜂−1
𝑛𝑞 . Звiдси, з мiркувань розмiрностi [10], можна

стверджувати, що величина зазначених iнтервалiв
по порядку величини дорiвнює 𝜂−1

𝑛𝑞 , з чого, в свою
чергу, випливає нерiвнiсть 𝜂−1

𝑛𝑞 < 𝑏, яка з урахува-
нням спiввiдношення (23) набуває вигляду

Ω > 𝑐0/𝑏. (24)

Використовуючи рiвнiсть (8), запишемо для Ω
вираз Ω = 2𝜋𝑛Ω/𝑇 , пiдстановка якого в умову (24)
призводить до результату 𝑛Ω > 𝑐0𝑇/(2𝜋𝑏).

З урахуванням наведених вище числових оцiнок
для 𝑐0, 𝑇 i 𝑏, отримуємо 𝑛Ω > 8 · 104. Оскiльки
амплiтуди фур’є-компонент зменшуються зi збiль-
шенням їх номера 𝑛, то очевидно, що амплiтуди
з номерами, якi визначаються одержаною нерiвнi-
стю, виявляються знехтовно малими. Це означає,
що ненульовi хвилi в артерiї є неоднорiдними, тоб-
то цi хвилi в перенесеннi кровi участi не прийма-
ють.

5. Нульовi нормальнi хвилi в артерiї

Крiм дiйсних коренiв, рiвняння (22) має також ко-
рiнь, який є уявним числом 𝜂𝑛0 = 𝑖𝜂𝑛, що призво-
дить до нерiвностi 𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛0 > 0, яка забезпечує
однорiднiсть нульової нормальної хвилi.

В даному випадку рiвняння (22) може бути пе-
реписано у виглядi

𝐼0(𝜂𝑛𝑏) =
𝛼𝜂𝑛
𝜌𝜔2

𝑛

𝐼1(𝜂𝑛𝑏), (25)

а вираз (17) як

𝑅𝑛0 = 𝐼0(𝜂𝑛𝑟), (26)

де 𝐼0(𝜂𝑛𝑟) i 𝐼1(𝜂𝑛𝑟) – модифiкованi функцiї Бесселя
нульового i першого порядку.
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Вiдповiдно для величини 𝑝𝑛0 маємо вираз

𝑝𝑛0 = 𝑝0𝑛0𝐼0(𝜂𝑛𝑟) exp
(︁
𝑖𝑧
√︀
𝑘2𝑛 + 𝜂2𝑛

)︁
. (27)

Нульовою хвилею, як уже згадувалося, прийня-
то називати таку хвилю, для якої на вiдрiзку 𝑟 < 𝑏
змiни знака не спостерiгаються, з чого випливає
𝜂−1
𝑛 > 𝑏. Враховуючи цю нерiвнiсть, розкладемо

функцiї Бесселя у виразi (25) в ряд за ступенями
𝜂𝑛𝑏, обмежуючись членом четвертого ступеня,

1− (𝜂𝑛𝑏)
2

4
+

(𝜂𝑛𝑏)
4

64
=

𝛼𝜂2𝑛𝑏

2𝜌𝜔2
𝑛

[︂
1− (𝜂𝑛𝑏)

2

8

]︂
. (28)

Розв’язок рiвняння (28), з урахуванням наведе-
них вище числових оцiнок, має вигляд

𝜂𝑛 =
𝜔𝑛

𝑐

[︃
1 +

1

8

(︂
𝜔𝑛𝑏

𝑐

)︂2]︃1/2

, (29)

де

𝑐 =

(︂
𝛼𝑏

2𝜌

)︂1/2
. (30)

Як випливає з формули (13), швидкiсть поши-
рення нульової нормальної хвилi дорiвнює

𝑐𝑛 = 𝜔𝑛𝜉
−1
𝑛 = 𝜔𝑛

[︁
𝑘2𝑛 + 𝜂2𝑛

]︁−1/2

. (31)

Пiдставляючи у формулу (31) вирази (10) i (29),
маємо

𝑐𝑛 =

{︃
𝑐−2
0 + 𝑐−2

[︃
1 +

1

8

(︂
𝜔𝑛𝑏

𝑐

)︂2]︃}︃−1/2

. (32)

Використовуючи ранiше наведенi числовi оцiн-
ки, переконуємося, що доданок (𝜔𝑛𝑏/𝑐)

2/8 є наба-
гато бiльшим за одиницю за умови 𝑛 > 102, що
дозволяє записати наближено 𝑐𝑛 ≈ 𝑐, вважаючи
швидкiсть поширення нульових нормальних хвиль
в артерiї практично однаковою.

Як видно iз порiвняння з одновимiрним варiан-
том [2–5], механiзм перенесення кровi при пере-
ходi до тривимiрної задачi змiнюється. Якщо для
одновимiрної задачi перенесення кровi здiйснює-
ться однiєю хвилею типу юнгiвської, то тепер цю
роль виконує безлiч гармонiчних нульових нор-
мальних хвиль, так що в цiлому пульсова хвиля
є сумою цих хвиль – хвильовим пакетом. При сво-
єму русi по судинi хвильовий пакет не розмиває-
ться завдяки тому, що швидкостi поширення нор-
мальних хвиль, якi складають його, практично не
вiдрiзняються одна вiд одної.

6. Нормальнi хвилi у перехiднiй зонi

Розглянемо механiзм утворення ненульових нор-
мальних хвиль.

Пiдставляючи в формулу (16) вирази (18) i (27),
отримуємо

𝑝𝑛 = 𝑝0𝑛0𝐼0(𝜂𝑛𝑟) exp
(︁
𝑖𝑧
√︀
𝑘2𝑛 + 𝜂2𝑛

)︁
+

+

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟) exp
(︁
𝑖𝑧
√︁
𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞

)︁
. (33)

Розташуємо початок цилiндричної системи ко-
ординат у центрi вхiдного перерiзу артерiї, так що
тиск у вхiдному перерiзi 𝑝𝑛 дорiвнюватиме

𝑝𝑛 = 𝑝0𝑛0𝐼0(𝜂𝑛𝑟) +

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟). (34)

Нехай потiк кровi, що входить до артерiї, утво-
рює у вхiдному перерiзi зовнiшнiй тиск

𝑝′𝑛 = 𝑓(𝑟) exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡). (35)

Вiдповiдно, умовою неперервностi тиску у вхi-
дному перерiзi артерiї є вираз

𝑓(𝑟) = 𝑝0𝑛0𝐼0(𝜂𝑛𝑟) +

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟). (36)

Припускаючи, як i ранiше, 𝜂𝑛𝑏 ≪ 1, можна
прийняти, що 𝐼0(𝜂𝑛𝑟) ≈ 1, i переписати вираз (36)
у виглядi

𝑓(𝑟) = 𝑝0𝑛0 +

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟). (37)

Помноживши обидвi частини рiвностi (37) на 𝑟𝑑𝑟
i iнтегруючи отриманi вирази вiд 0 до 𝑏, маємо
𝑏∫︁

0

𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 𝑝0𝑛0
𝑏2

2
+

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞
𝑏

𝜂𝑛𝑞
𝐽1(𝜂𝑛𝑞𝑟). (38)

Помножимо обидвi частини рiвностi (37) на
𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 i проiнтегруємо отриманi вирази вiд 0
до 𝑏:
𝑏∫︁

0

𝑓(𝑟)𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 𝑝0𝑛0

𝑏∫︁
0

𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟+

+

∞∑︁
𝑞=1

𝑝0𝑛𝑞

𝑏∫︁
0

𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟)𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟. (39)
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Використовуючи [9]:

𝑏∫︁
0

𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟)𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 0, 𝑞 ̸= 𝑘,

перепишемо рiвнiсть (39) у виглядi

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑟)𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 𝑝0𝑛0
𝑏

𝜂𝑛𝑘
𝐽1(𝜂𝑛𝑘𝑏)+

+ 𝑝0𝑛𝑘

𝑏∫︁
0

𝐽2
0 (𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟. (40)

Введемо позначення:

𝐹 (𝑏) =
2

𝑏2

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟,

𝐺𝑛𝑘(𝑏) =

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑟)𝐽0(𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟, (41)

𝐻𝑛𝑘(𝑏) =

𝑏∫︁
0

𝐽2
0 (𝜂𝑛𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟.

У нульовому наближеннi за малим параметром
𝑏𝜂−1

𝑛𝑘 формули (38) i (40) набувають вигляду

𝑝0𝑛0 = 𝐹 (𝑏), (42)

𝑝0𝑛𝑘 = 𝐺𝑛𝑘(𝑏)𝐻
−1
𝑛𝑘 (𝑏). (43)

Пiдставляючи спiввiдношення (42), (43) у фор-
мулу (33), з урахуванням наближеної рiвностi
𝐼0(𝜂𝑛𝑟) ≈ 1, для тиску 𝑝𝑛 отримаємо вираз

𝑝𝑛 = 𝐹 (𝑏) exp
(︁
𝑖𝑧
√︀
𝑘2𝑛 + 𝜂2𝑛

)︁
+

+

∞∑︁
𝑞=1

𝐺𝑛𝑞(𝑏)𝐻
−1
𝑛𝑞 (𝑏)𝐽0(𝜂𝑛𝑞𝑟) exp

(︁
𝑖𝑧
√︁

𝑘2𝑛 − 𝜂2𝑛𝑞

)︁
.

(44)

Як можна бачити з цiєї формули, далеко вiд
вхiдного перерiзу артерiї (коли 𝑧 → ∞), тиск ви-
значається першим доданком i являє собою гар-
монiйнi коливання, що вiдповiдають нульовiй хви-
лi, яка поширюється вздовж артерiї. Крiм цього,

Рис. 1. Формування розподiлу тискiв у вхiдному перерiзi
артерiї

поблизу вхiдного перерiзу утворюються ненульо-
вi нормальнi хвилi, що експоненцiйно затухають зi
збiльшенням вiдстанi. Завдяки цьому поблизу вхi-
дного перерiзу виникає тиск, додатковий до тиску,
який утворюється нульовою хвилею. Цей додатко-
вий тиск визначається другим доданком у правiй
частинi виразу (44). Назвемо область накладення
нульових i ненульових хвиль в артерiї перехiдною
зоною.

Визначимо вигляд функцiї 𝑓(𝑟), яка описує роз-
подiл тиску у вхiдному перерiзi артерiї.

Нехай вхiдний перерiз 𝐵𝑄 артерiї лежить в пло-
щинi 𝐴𝐵𝑄𝐷, в якiй вiдбувається змiна дiаметра
судини (рис. 1).

Як вже згадувалось, поширюватись у судинах
можуть лише нульовi нормальнi хвилi. Йшлося та-
кож про те, що з таких хвиль складається пульсова
хвиля i що в наближеннi 𝐼0(𝜂𝑟) ≈ 1, яке виконує-
ться для судин, в даному перерiзi пульсової хвилi
тиск є сталою величиною. Отже, нехай на площи-
ну 𝐴𝐵𝑄𝐷 падає пульсова хвиля.

Позначимо через 𝑝′ тиск у падаючiй хвилi. Гра-
фiк залежностi 𝑝′(𝑟) наведено на рис. 1 i позначе-
но цифрою 1. Для цього графiка, як i для iнших
графiкiв рис. 1, вiсь тискiв направлена паралельно
𝑧-осi. Як було зазначено, в даному випадку тиск
𝑝′ залишається незмiнним для всiх точок перерi-
зу, його значення визначається рiвнiстю 𝑝′ = 𝑀𝑁
(рис. 1).

Коли пульсова хвиля досягає перерiзу 𝐴𝐵𝑄𝐷,
народжуються вiдбита та прохiдна хвилi. Тиск у
вiдбитiй хвилi позначатимемо через 𝑝′′. Тиск у
прохiднiй хвилi ранiше було позначено через 𝑓 .

Злiва на перерiз 𝐴𝐵𝑄𝐷 дiє сумарний тиск 𝑝* =
= 𝑝′ + 𝑝′′. Залежнiсть 𝑝*(𝑟) на рис. 1 наведена
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Рис. 2. Розподiл тискiв у перехiднiй зонi артерiї

графiком 2. Для дiлянок 𝐴𝐵 та 𝑄𝐷, тобто при
𝑟 > 𝑏, прохiдна хвиля вiдсутня. Вiдповiдно, для
них 𝑝′ = 𝑝′′, так що 𝑝* = 2𝑝′ i 𝐸𝐴 = 𝐸1𝐷 = 2𝑀𝑁 .

На дiлянцi 𝐵𝑄, тобто при 𝑟 < 𝑏, у зв’язку з на-
явнiстю прохiдної хвилi тиск 𝑝′′ повинен поступо-
во зменшуватись iз зменшенням 𝑟, досягаючи мi-
нiмального значення при 𝑟 = 0. Але на цiй дiлян-
цi мусить зберiгатись неперервнiсть тискiв, тобто
повинна виконуватись рiвнiсть 𝑝′ + 𝑝′′ = 𝑓 . Вiдпо-
вiдно, залежнiсть 𝑓(𝑟) має такий характер (рис. 1,
графiк 3): 𝑓(𝑟) = 0 при 𝑟 = 𝑏, iз зменшенням 𝑟
значення 𝑓 мусить зростати, досягаючи максиму-
му при 𝑟 = 0. Найпростiша гладка функцiя, що
вiдповiдає таким вимогам, це – парабола

𝑓(𝑟) = 𝑓0(1− (𝑟/𝑏)2). (45)

Було домовлено вважати початком вiдлiку дiа-
столiчний тиск. Вiдповiдно, середнє значення фун-
кцiї (45) по перерiзу артерiї

1

𝜋𝑏2

𝑏∫︁
0

2𝜋𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟 =
𝑓0
2

ототожнимо з пульсовим тиском. Як вiдомо [1],
останнiй є рiзницею мiж систолiчним i дiастолi-
чним тиском. Припускаючи, що їх вiдношення до-
рiвнює 120/80 мм рт. ст. (нормi для дорослої лю-
дини), одержуємо 𝑓0 ≈ 104 Па.

Використовуючи це значення, а також наведенi
ранiше числовi значення iнших параметрiв, за до-
помогою формули (44) розрахуємо тиск, що дiє в

перехiднiй зонi. Результати обчислень наведенi на
рис. 2.

Як видно з цього рисунка, розмiр перехiдної зо-
ни по порядку величини дорiвнює радiусу артерiї.
Розрахунки виконанi для значення 𝑛 = 1. Очеви-
дно, що зi збiльшенням 𝑛 (збiльшенням частоти)
розмiр перехiдної зони буде зменшуватися.

7. Вплив ненульових нормальних
хвиль на дезагрегацiю еритроцитiв

Як вiдомо [11], рух кровi по судинi супроводжу-
ється процесами агрегацiї i дезагрегацiї еритро-
цитiв. При описi руху еритроцита скористаємося
однiєю з моделей гiдродинамiки, наближено роз-
глядаючи плазму кровi як iдеальну рiдину [7], а
еритроцит як частинку, що не деформується, не-
хтуючи при цьому змiнами швидкостi течiї плазми
на вiдстанях порядку розмiру частинки.

При поширеннi нормальних хвиль у артерiї ери-
троцит здiйснює коливальнi рухи разом iз пла-
змою кровi. При цьому швидкiсть перемiщення
еритроцита менша за швидкiсть руху плазми. В
рамках такої моделi рiвняння руху еритроцита має
вигляд [7]:

𝜌e
𝑑w

𝑑𝑡
= 𝜌

𝑑v

𝑑𝑡
− 1

𝛽
M

(︁𝑑w
𝑑𝑡

− 𝑑v

𝑑𝑡

)︁
, (46)

де 𝜌e, w, 𝛽 i M – густина, швидкiсть, об’єм i тензор
приєднаних мас еритроцита.

Пiдставляючи в формулу (46) вираз (1), отри-
муємо(︁
𝜌e +

1

𝛽
M
)︁𝑑w
𝑑𝑡

= −
(︁
1 +

1

𝛽𝜌
M
)︁
∇𝑝. (47)

Як видно з рiвняння (47), амплiтуда коливаль-
ного руху еритроцита зростає зi збiльшенням ам-
плiтуди коливань величини (−∇𝑝). Як впливає
значення амплiтуди коливань на здатнiсть еритро-
цитiв до агрегацiї?

Вiдомо [11], що нормальний еритроцит люди-
ни має двояковогнуту дискоїдну форму (“диско-
цит”). Будемо наближено вважати, що еритроцит
має форму круглої пластинки (рис. 3, a).

При агрегацiї еритроцити утворюють ланцюги
(“монетнi стовпчики”) (рис. 3, b), якi є структурни-
ми одиницями агрегатiв бiльшого розмiру. Утри-
муються еритроцити в ланцюговi “мiстками”, що
складаються з молекул фiбрiногена.
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Розглянемо елементарний акт приєднання ери-
троцита до ланцюга. Еритроцит 4 (див. рис. 3, c),
знаходячись вiд ланцюга 5 на вiдстанi, достатнiй
для утворення мiстка, коливається в площинi, пер-
пендикулярнiй осi ланцюга. Вiдповiдно, змiщення
еритроцита 4 вiдносно осi ланцюга визначається
рiвнiстю

𝑋 = 𝐴 sin𝜔𝑡, (48)

де 𝐴 – амплiтуда коливань.
На зовнiшнiй мембранi еритроцита iснують дi-

лянки специфiчної структури, до яких можуть
приєднуватись молекули фiбрiногену. Мiсток мiж
еритроцитами виникає, коли такi дiлянки обох
еритроцитiв розташовуються одна навпроти одної.
Нехай час, необхiдний для утворення мiстка, до-
рiвнює 𝜏 . Розмiр згаданої дiлянки позначимо
через ℎ.

Утворення мiстка стає неможливим, коли одна
iз вказаних дiлянок змiститься вiдносно iншої на
величину ℎ.

Вiдраховувати значення 𝑋 будемо вiд центра дi-
лянки, так що лiва границя дiлянки вiдповiдати-
ме точцi з координатою 𝑋1 = −ℎ/2. При змiщеннi
дiлянки як цiлого ця точка перейде в положення
𝑋2 = ℎ/2. Нехай при коливальному русi одного
еритроцита вiдносно iншого згадана границя зна-
ходиться в точцi 𝑋1 в момент часу 𝑡1 = −Δ𝑡, а в
точцi 𝑋2 – в момент часу 𝑡2 = Δ𝑡. Вiдповiдно до
формули (48) маємо

ℎ = 𝑋2 −𝑋1 = 2𝐴 sin𝜔Δ𝑡. (49)

Припускаючи, що ℎ ≪ 2𝐴, отримуємо

2Δ𝑡 = ℎ/(𝐴𝜔). (50)

Виникнення мiстка мiж обома дiлянками мо-
жливе, допоки виконується умова

𝑡2 − 𝑡1 ≥ 𝜏, (51)

тобто тодi, коли ще можна вважати, що обидвi дi-
лянки знаходяться одна навпроти одної.

Пiдставляючи рiвнiсть (50) у вираз (51), одер-
жуємо

𝐴 ≤ ℎ/(𝜔𝜏), (52)

Рис. 3. Схема агрегацiї еритроцитiв: a – наближена фор-
ма еритроцита (1 – вигляд збоку, 2 – вигляд зверху), b –
ланцюг еритроцита (3 – фiбрiногеновий мiсток), c – приєд-
нання еритроцита до ланцюга

впевнюючись в iснуваннi деякого критичного зна-
чення амплiтуди 𝐴𝑐 = ℎ/(𝜔𝜏), при переви-
щеннi якого здатнiсть еритроцитiв до агрегацiї
втрачається.

Наведенi вище мiркування для 𝑛 = 1 ведуть до
оцiнок |−∇𝑝𝑛| ∼ 𝑝𝑛/𝑏 при 𝑧 < 𝑏 i |−∇𝑝𝑛| ∼ 𝑝𝑛/(𝑐𝑇 )
при 𝑧 > 𝑏. Пiдставляючи ранiше наведенi число-
вi значення параметрiв, можна бачити, що перша
оцiнка iстотно перевищує другу. Це означає, що
коливальний рух еритроцита в перехiднiй зонi зна-
чно iнтенсивнiший, нiж поза цiєю зоною, i вiдпо-
вiдно процес дезагрегацiї в перехiднiй зонi бiльш
iнтенсивний завдяки наявностi в цiй зонi ненульо-
вих нормальних коливань.

8. Заключення

Виконанi в данiй статтi розрахунки дозволяють
зробити такi висновки про механiзм кровообiгу в
артерiї, якi, на думку авторiв, могли б бути вико-
ристанi в гемодинамiцi i судинної дiагностицi:

1) пiд час руху кровi в артерiї виникають нор-
мальнi хвилi; це – гармонiйнi хвилi, якi характе-
ризуються частотами 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑛/𝑇 (𝑛 = 0, 1, 2, ...),
де 𝑇 – тривалiсть серцевого циклу; реалiзуються
два види таких хвиль – нульовi, для яких амплi-
туда коливань не змiнює знак по перерiзу артерiї,
i ненульовi, для яких така змiна спостерiгається;

2) нульовi нормальнi хвилi – це хвилi, якi поши-
рюються вздовж судини, забезпечуючи тим самим
перенесення кровi; iснуюче в гемодинамiцi уявлен-
ня про пульсову хвилю як хвилю типу юнгiвської
є наближеним – насправдi пульсова хвиля являє
собою хвильовий пакет, який складається з нульо-
вих нормальних хвиль; швидкостi поширення цих
хвиль практично однаковi, що запобiгає розмива-
ння хвильового пакета;
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3) ненульовi нормальнi хвилi не поширюються
по судинi i, вiдповiдно, не беруть участi в пере-
несеннi кровi; цi хвилi локалiзованi поблизу вхо-
ду в артерiю, утворюючи перехiдну зону, де рух
кровi має характер синфазних коливань; амплiту-
да останнiх експоненцiально зменшується зi збiль-
шенням вiдстанi вiд входу в артерiю; характерна
довжина згасання амплiтуди не перевищує значен-
ня радiуса артерiї; величиною того самого порядку
є й розмiр перехiдної зони;

4) пiд впливом ненульових нормальних хвиль
у перехiднiй зонi посилюється дезагрегацiя
еритроцитiв.
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NORMAL WAVES ARISING
WHEN BLOOD MOVES THROUGH AN ARTERY

S u m m a r y

A model is proposed of the pulse wave propagation through

an artery is proposed. The artery is considered as a cylindri-

cal shell surrounded by an elastic medium. The amplitude and

shape of normal waves arising, when blood flows through the

artery are determined. Two types of such waves are revealed:

zero waves, whose amplitude does not change its sign over

the arterial cross-section, and non-zero ones, for which such

a change does take place. It is shown that the pulse wave is a

wave packet formed by zero normal waves. The non-zero nor-

mal waves are found to be localized near the entrance section

of the artery, by creating a transition zone whose size is about

the arterial radius. The non-zero normal waves are shown to

enhance the process of erythrocyte disaggregation in the tran-

sition zone.
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