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УЗАГАЛЬНЕНА МОДЕЛЬ
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В ЗАСТОСУВАННI ДО ТРАНСПОРТНИХ
ЯВИЩ У ГРАФЕНIУДК 538.9, 540.145

У методичному оглядi, розрахованому на науковцiв, викладачiв та студентiв вищої
школи, викладено узагальнену модель транспорту електронiв у режимi лiнiйного вiд-
гуку, яку було розвинуто Р. Ландауером, С. Датта та М. Лундстромом (модель ЛДЛ).
Цю модель може бути застосовано до провiдника будь-якої вимiрностi, будь-якого мас-
штабу i з довiльним законом дисперсiї, а також для опису транспорту в балiстично-
му, квазiбалiстичному або дифузiйному режимi. Обговорено особливостi рухливостi
електронiв, дисипацiї тепла i падiння напруги в балiстичних резисторах.
З позицiй транспортної моделi ЛДЛ описано такi характеристики графену, як густина
електронних станiв i залежнiсть концентрацiї носiїв струму вiд напруги на затворi;
залежнiсть числа мод провiдностi вiд енергiї й величина максимальної провiдностi; рi-
знi механiзми розсiяння носiїв у графенi; зумовлена цим рухливiсть, визначена згiдно
з формулою Друде; циклотронна частота i ефективна маса носiїв у графенi; частотнi
межi роботи графенового польового транзистора; функцiя густини фононних станiв;
порiвняльний внесок електронiв i фононiв у теплопровiднiсть графену, залежнiсть ко-
ефiцiєнта Зеєбека в графенi вiд напруги на затворi.
К люч о в i с л о в а: графен, транспортнi рiвняння, транспортнi коефiцiєнти, моди про-
вiдностi, циклотронна частота, ефективна маса, теплопровiднiсть.
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1. Вступ

У серiї навчально-оглядових статей, якi друкува-
лися в журналi “Сенсорна електронiка i мiкроси-
стемнi технологiї”, починаючи з № 4 за 2012 рiк,
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Рис. 1. Типовий електронний пристрiй з контактами, що
характеризуються часами прольоту 𝜏

автори у рамках концепцiї “знизу–вгору” сучасної
наноелектронiки розглядали фiзичнi основи вини-
кнення струму в наносистемах [1], термоелектрич-
нi явища [2], основи спiнтронiки [3] та застосува-
ння методу нерiвноважної функцiї Грiна (НРФГ)
до транспортних задач [4, 5], класичний та кван-
товий ефекти Холла [6], спiновий ефект Холла
[7], роль квантової iнтерференцiї та дефазуван-
ня [8], роль електростатики i контактiв [9], рiв-
новажну термодинамiку провiдника зi струмом
[10]. Проте реальний стан викладання в україн-
ських вишах на спецiалiзацiях фiзичного й iн-
женерного профiлю, який дуже часто зводиться
до використання традицiйних, десятилiттями уста-
лених концепцiй, зумовлює необхiднiсть глибшо-
го ознайомлення вiтчизняних викладачiв, аспiран-
тiв i студентiв iз сучасною концепцiєю викладан-
ня фiзики наносистем, автором якої є професор
Супрiйо Датта (Supriyo Datta), сформульованою
в рамках iнiцiативи Purdue University/nanoHUB-U
[www.nanohub.org/u] i до певної мiри альтернатив-
ною традицiйнiй, що має за вiдправну точку роз-
гляд аналогiчних явищ у великих об’ємних про-
вiдниках.

Тому ми розглянемо у цiй статтi основи мо-
делi електронного транспорту Ландауера–Датта–
Лундстрома (ЛДЛ), яка вже знайшла широке за-
стосування при аналiзi як електронного, так i фо-
нонного транспорту не тiльки в режимi лiнiйно-
го вiдгуку, а й у високовольтному режимi гаря-
чих електронiв, для нелокального i квантового
транспорту, транспорту в невпорядкованих i нано-
структурованих матерiалах, у резисторах як на-
норозмiрних, так i довгих чи об’ємних. Основи
цiєї моделi було закладено в пiонерських працях
Р. Ландауера, який задовго до появи реальних
низьковимiрних провiдникiв передбачив квантува-
ння електричної провiдностi [11, 12]. Згодом за-
пропонований Р.Ландауером пiдхiд було розвину-

то С. Датта [13–15] i М. Лундстромом [16, 17] щодо
найрiзноманiтнiших матерiалiв i систем.

Виклад основ цiєї моделi для електронного i фо-
нонного транспорту зроблено нами в роботах [18–
22]. Використовуючи методологiю перелiчених ви-
ще робiт, у другiй частинi статтi ми покажемо,
як узагальнена модель ЛДЛ описує транспортнi
явища в графенi – iдеальному 2D-матерiалi, дослi-
дження якого iнтенсивно триває впродовж остан-
нього десятилiття. Ми побачимо, як застосування
цiєї моделi приводить до наочного i несуперечли-
вого пояснення особливостей транспортних явищ
у цьому матерiалi з лiнiйним спектром фермiонiв,
якi було складно зрозумiти, базуючись на тради-
цiйних уявленнях на основi моделi Друде. Необ-
хiднiсть такої статтi посилюється тим, що на сьо-
годнi, попри величезну кiлькiсть присвяченої гра-
фену лiтератури, фактично вiдсутнiй послiдовний
виклад фiзики основних транспортних явищ у гра-
фенi на рiвнi, доступному для iнженерiв i фахiвцiв
iз сумiжних галузей.

2. Основнi поняття моделi
Ландауера–Датта–Лундстрома
2.1. Густина станiв, число мод
провiдностi, коефiцiєнт проходження

Центральне мiсце в типовому сучасному електрон-
ному пристрої вiдiграє канал провiдностi, який ха-
рактеризується густиною станiв 𝐷 (𝐸 − 𝑈), де 𝐸 –
енергiя станiв провiдника, а 𝑈 – самоузгоджений
електростатичний потенцiал затвора, що дозволяє
змiщувати стани вниз або вгору за шкалою енергiї
(рис. 1).

Спершу ми розглядатимемо випадок 𝑈 = 0.
Канал провiдностi перебуває мiж двома “iдеаль-
ними” контактами (витоком i стоком), якi зда-
тнi до швидкого вiдновлення рiвноваги в процесi
електронного транспорту, i якi характеризуються
фермiвськими функцiями

𝑓1 (𝐸) =
1

𝑒(𝐸−𝐸F1)/𝑘𝑇 + 1
(1a)

та

𝑓2 (𝐸) =
1

𝑒(𝐸−𝐸F2)/𝑘𝑇 + 1
(1b)

з вiдповiдними електрохiмiчними потенцiалами
𝐸F1 i 𝐸F2. При прикладеннi напруги 𝑉 на стiк
електрохiмiчний потенцiал 𝐸F2 знижується щодо
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потенцiалу 𝐸F1 на величину 𝑞𝑉 (𝑞 – заряд елект-
рона). Вiдтак стани контакту 1 в енергетичному
промiжку 𝐸F1 − 𝐸F2 прагнуть наповнити канал
провiдника електронами, а стани контакту 2 у то-
му самому промiжку – прагнуть спустошити йо-
го. Це значить, що в колi з’являється електричний
струм. При цьому зауважмо: для з’ясування при-
чини цього струму нам поки не знадобилося понят-
тя напруженостi електричного поля, яке дiє на еле-
ктрони, змушуючи їх рухатися мiж контактами.

Канали провiдностi характеризуються часами
прольоту 𝜏 , якi дають уявлення про те, як швид-
ко електрони можуть залишати контакт або про-
вiдник. Для нанорозмiрних резисторiв, наприклад,
молекул, часи 𝜏 контролюються контактами. Для
довгих резисторiв iз добрими контактами (роль
контактiв докладно обговорено нами в [9]), як ми
пересвiдчимося пiзнiше, часи 𝜏 стають зiставними
з часом прольоту всiєї довжини каналу провiдни-
ка. В загальному випадку якiсть двох контактiв
може бути рiзною, що призводить до рiзних зна-
чень 𝜏1 i 𝜏2, проте ми без втрати загальностi кори-
стуватимемося в цiй статтi єдиним часом 𝜏 , який
iнколи наочнiше зображати в енергетичних оди-
ницях 𝛾 = ~/𝜏 . Якщо каналом провiдностi є одна
молекула, величина 𝛾 набуває простого фiзичного
змiсту розширення енергетичних рiвнiв молекули
за рахунок скiнченностi часу життя електронiв на
молекулярних рiвнях.

Вважаємо, що канал має зонну структуру, опи-
сувану законом дисперсiї 𝐸(𝑘). Ця вимога, однак,
не є обов’язковою [14]. Обговорення обмежень i за-
стосовностi моделi ЛДЛ можна знайти в роботах
[13–17].

У роботах [18, 20] показано, як одержати два
основнi рiвняння транспортної моделi ЛДЛ:

𝑁 =

∫︁
𝐷(𝐸)

2
(𝑓1 + 𝑓2) 𝑑𝐸, (2)

𝐼 =
2𝑞

ℎ

∫︁
𝛾(𝐸)𝜋

𝐷(𝐸)

2
(𝑓1 − 𝑓2) 𝑑𝐸. (3)

Перше з них виражає число електронiв у провiдни-
ку в станi динамiчної рiвноваги через густина еле-
ктронних станiв провiдника i фермiвськi функцiї
контактiв, а друге визначає струм через цi ж хара-
ктеристики плюс характеристичний час прольоту,
який входить у параметр 𝛾 = ~/𝜏 . Обидва цi вира-
зи фiзично цiлком зрозумiлi: концентрацiю визна-
чає густину станiв i ступiнь її заповнення носiями з

двох контактiв. Натомiсть диференцiальний струм
носiїв з певною енергiєю 𝐸 пропорцiйний частцi вiд
дiлення заряду електрона на час прольоту провiд-
ника, помноженiй на число електронiв, якi зумов-
люють цей струм, яке, в свою чергу, пропорцiйне
добутковi щiльностi станiв i рiзницi функцiй роз-
подiлу на лiвому контактi (який наповнює канал
електронами), i на правому (який цей канал спу-
стошує); а повний струм визначається iнтегралом
вiд диференцiального струму за всiма можливи-
ми енергiями. Важливо, що вираз (3) знов-таки
не мiстить електричного поля, яке звикли вважа-
ти причиною струму в макроскопiчнiй фiзицi i яке
є базовим у традицiйнiй моделi Друде (докладнi-
ше про це див. [1]). Ця обставина – вельми сут-
тєва, оскiльки неможливо коректно оперувати як
базовим поняттям зовнiшнього електричного поля
на наномасштабах, де вiдсутня трансляцiйна симе-
трiя i неочевидно, як проводити усереднення полiв,
створених атомними потенцiалами.

Дальша побудова моделi ЛДЛ фактично зводи-
ться до використання й розвитку цих двох основ-
них рiвнянь. Для початку поставимо питання:
який фiзичний змiст має добуток 𝛾𝜋𝐷/2 у вира-
зi (3). Параметр 𝛾 має вимiрнiсть енергiї, а ви-
мiрнiсть щiльностi станiв 𝐷 – це обернена енергiя,
тож добуток 𝛾𝜋𝐷/2 безвимiрний. Звернiмо увагу
на те, що ми поки оперуємо поняттям числа еле-
ктронiв (2), а не електронної концентрацiї, як це
зазвичай роблять у фiзицi напiвпровiдникiв. Тому
густина станiв у нас має вимiрнiсть (енергiя)−1,
а не (енергiя · об’єм)−1, як цю величину зазвичай
вводять для 3D-зразка.

Зараз ми переконаємося, що добуток 𝛾𝜋𝐷/2 =
=𝑀(𝐸) має фiзичний змiст числа мод (чи, iнакше,
каналiв) провiдностi резистора.

Розгляньмо 2D балiстичний резистор (тобто ре-
зистор, який електрон проходить без розсiяння),
витягнутий вздовж осi 𝑥, з довжиною 𝐿, меншою
вiд середньої довжини вiльного пробiгу 𝜆, i з шири-
ною 𝑊 уздовж осi 𝑦. Повна густина станiв у ньому
дорiвнює:

𝐷 (𝐸) = 𝐷2D (𝐸)𝐿𝑊, (4)

𝐷2D(𝐸) = 𝑔𝑣
𝑚*

𝜋~2
, (5)

де𝐷2D – густина станiв на одиницю площi, отрима-
на для параболiчного спектра електронiв 𝐸(𝑘) =
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𝐸𝐶 + ~2𝑘2

2𝑚* з ефективною масою 𝑚* i долинним ви-
родженням 𝑔𝑣 (див., наприклад, [23]). Визначимо
характеристичний час 𝜏 як

𝜏(𝐸) =
𝐿⟨︀

𝑣+𝑥 (𝐸)
⟩︀ , (6)

що є просто середнiм часом прольоту електрона
через усю довжину пружного (такого, який еле-
ктрон проходить без розсiяння) резистора. Для
оцiнки 𝜏 потрiбно обчислити середню швидкiсть
прольоту вiд контакту 1 до контакту 2 в напрям-
ку +𝑥 (додатним ми вважаємо напрям вiд вито-
ку до стоку). Ця швидкiсть у випадку балiсти-
чного транспорту, тобто без змiни напрямку руху,
дорiвнює:⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
= 𝑣(𝐸)⟨cos 𝜃⟩, (7)

де кут 𝜃 вiдраховано вiд додатного напрямку осi
𝑥. Оскiльки в нашому випадку

⟨cos 𝜃⟩ =

𝜋/2∫︀
−𝜋/2

cos 𝜃𝑑𝜃

𝜋
=

2

𝜋
, (8)

то для середньої швидкостi у випадку параболi-
чного дисперсiйного спiввiдношення та iзотропiї
швидкостi маємо:

⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
=

2

𝜋
𝑣 =

2

𝜋

√︂
2 (𝐸 − 𝐸𝐶)

𝑚* . (9)

Визначаючи число мод провiдностi як

𝑀(𝐸) = 𝛾(𝐸)𝜋
𝐷(𝐸)

2
, (10)

використовуючи визначення 𝛾 = ~/𝜏 i густини ста-
нiв для 2D-провiдника з (4), одержуємо для числа
мод вираз, який запишемо нижче разом з аналогi-
чними виразами для 1D- та 3D-провiдникiв:

𝑀(𝐸) =𝑀1D(𝐸) =
ℎ

4

⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
𝐷1D(𝐸),

𝑀(𝐸) =𝑊𝑀2D(𝐸) =𝑊
ℎ

4

⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
𝐷2D(𝐸), (11)

𝑀(𝐸) = 𝐴𝑀3D(𝐸) = 𝐴
ℎ

4

⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
𝐷3D(𝐸).

Звернiмо увагу на те, що у випадку 2D-провiдника
число мод провiдностi пропорцiйне ширинi провiд-
ника 𝑊 , а для 3D-провiдника – площi поперечного
перерiзу 𝐴.

Заслуговує на увагу фiзичний змiст отриманих
результатiв (11). Так, для 2D провiдника з ураху-
ванням (5) i (9) число мод провiдностi:

𝑊𝑀2D(𝐸) = 𝑔𝑣𝑊

√︀
2𝑚*(𝐸 − 𝐸𝐶)

𝜋~
. (12)

Для часткового випадку параболiчного закону
дисперсiї, записуючи хвильовий вектор через де-
бройлiвську довжину хвилi

𝑘 = 2𝜋/𝜆B, (13)

перепишемо (12) як:

𝑊𝑀2D(𝐸) = 𝑔𝑣
𝑊𝑘

𝜋
= 𝑔𝑣

𝑊

𝜆B(𝐸)/2
. (14)

З цього виразу стає зрозумiлим фiзичний змiст
поняття: число мод провiдностi 2D-провiдника
(з урахуванням долинного виродження) показує,
скiльки пiвдовжин де-бройлiвської хвилi, що вiд-
повiдає енергiї 𝐸, вкладається на ширинi 2D-про-
вiдника. Цiлочисельнiсть числа мод забезпечує-
ться крайовими умовами, згiдно з якими хвильовi
функцiї електронiв на обох краях 2D-провiдника
повиннi перетворюватися на нуль (отже, коректно
говорити про число мод як про цiлочисельну ча-
стину (14)). Сам термiн “моди” запозичено з теорiї
хвилеводiв.

Таким чином, з вигляду (2), (3) випливає, що
для обчислення числа електронiв i струму в про-
вiднику, окрiм фермiвських функцiй контактiв,
потрiбно знати густина станiв 𝐷(𝐸) i число мод
𝑀(𝐸) провiдника.

Для параболiчного закону дисперсiї вирази для
густини станiв добре вiдомi [23]:

𝐷1D(𝐸)𝐿 =
𝐿

𝜋~

√︃
2𝑚*

(𝐸 − 𝐸𝐶)
𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶), (15)

𝐷2D(𝐸)𝐴 = 𝐴
𝑚*

𝜋~2
𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶), (16)

𝐷3D(𝐸)Ω = Ω
𝑚*
√︀
2𝑚*(𝐸 − 𝐸𝐶)

𝜋2~3
𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶), (17)

де 𝐻(𝐸 − 𝐸𝐶) – схiдчаста функцiя Хевiсайда, а
вiдповiднi моди провiдностi записуються з ураху-
ванням (11) як:

𝑀1D(𝐸) = 𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶), (18)
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𝑀2D(𝐸) = 𝑔𝑣

√︀
2𝑚*(𝐸 − 𝐸𝐶)

𝜋~
𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶), (19)

𝑀3D(𝐸) = 𝑔𝑣
𝑚*(𝐸 − 𝐸𝐶)

2𝜋~2
𝐻 (𝐸 − 𝐸𝐶). (20)

Поведiнку густини станiв 𝐷(𝐸) i числа мод 𝑀(𝐸)
для 1D-, 2D- та 3D-провiдникiв з параболiчним за-
коном дисперсiї якiсно зображено на рис. 2.

Густина станiв для 1D-провiдника обернено про-
порцiйна

√
𝐸, для 2D провiдника вона стала, для

3D – прямо пропорцiйна
√
𝐸. Щодо мод провiд-

ностi, то 1D-провiдник характеризується єдиною
модою провiдностi, яка дорiвнює функцiї Хевiсай-
да, що дозволяє визначити її калiбрування для
використання її у формулах (19), (20). Число ж
мод 2D-провiдника прямо пропорцiйне

√
𝐸, а 3D-

провiдника – зростає з енергiєю лiнiйно.
Досi ми розглядали балiстичний транспорт. Пе-

рейдiмо до розгляду дифузiйного транспорту, ко-
ли 𝐿 ≫ 𝜆. Електрони, iнжектованi контактами 1
i 2, здiйснюють випадковi блукання. Деякi з них
приводять носiї в кiнцевому пiдсумку на контакт
1, iншi – на контакт 2. Якщо до контакту 2 прикла-
дено позитивний потенцiал, то переважна частина
електронних блукань закiнчуватиметься саме на
цьому контактi.

Ключовим параметром у моделi ЛДЛ є величи-
на 𝛾𝜋𝐷(𝐸)/2, яка в випадку балiстичного транс-
порту виявляється рiвною числу мод провiдностi
𝑀(𝐸). Енергетичне розширення 𝛾 i час прольоту
𝜏 пов’язанi мiж собою: 𝛾 = ~/𝜏 . У режимi дифу-
зiйного транспорту природно очiкувати збiльшен-
ня часу 𝜏 , що тягне за собою зменшення величи-
ни 𝛾𝜋𝐷(𝐸)/2. Далi ми покажемо, що у випадку
дифузiйного транспорту 𝛾𝜋𝐷(𝐸)/2 = 𝑀(𝐸)𝑇 (𝐸),
де величина 𝑇 (𝐸) 6 1 отримала назву коефiцiєнта
проходження (transmission coefficient). Отже, наше
завдання зараз – оцiнити ⟨𝜏(𝐸)⟩ у режимi дифузiй-
ного транспорту.

Скористаємося першим законом дифузiї Фiка до
потоку електронiв у 2D провiднику:

𝐽 = 𝑞�̄�
𝑑𝑛𝑆
𝑑𝑥

, (21)

де густина струму 𝐽 пропорцiйна градiєнтовi по-
верхневої 2D концентрацiї електронiв з коефiцiєн-
том дифузiї �̄� як коефiцiєнтом пропорцiйностi.

Нехай електрони у провiдник постачає тiльки
контакт 1, тобто 𝑓1 ≈ 1, а 𝑓2 ≈ 0. На лiвому кiнцi

Рис. 2. Густина станiв 𝐷(𝐸) i число мод 𝑀(𝐸) для 1D-,
2D- i 3D-провiдникiв з параболiчним законом дисперсiї

Рис. 3. До виведення часу прольоту 𝜏𝐷 в дифузiйному
режимi

провiдника (𝑥 = 0) є ненульова концентрацiя еле-
ктронiв Δ𝑛𝑆(0) (рис. 3).

Оскiльки ми не враховуємо процеси рекомбiна-
цiї/генерацiї носiїв струму, то профiль концентра-
цiї електронiв на всiй довжинi провiдника буде лi-
нiйним з практично нульовим значенням концен-
трацiї на правому кiнцi провiдника: Δ𝑛𝑆 → 0 за
рахунок 𝑓2 ≈ 0. Час прольоту, за загальним визна-
ченням, є вiдношенням накопиченого у провiднику
заряду до струму:

𝜏𝐷 =
𝑞𝑁

𝐼
=

𝑊𝑞Δ𝑛𝑆(0)𝐿/2

𝑊𝑞�̄�Δ𝑛𝑆(0)/𝐿
=
𝐿2

2�̄�
, (22)

де накопичений у провiднику заряд 𝑞𝑁 – поло-
вина площi прямокутника (рис. 3), побудованого
для 2D-провiдника з довжиною 𝐿 й шириною 𝑊 , а
струм 𝐼 = 𝐽𝑊 i, згiдно з (21), 𝑑𝑛𝑆/𝑑𝑥 = Δ𝑛𝑆(0)/𝐿.
Таким чином, час прольоту в дифузiйному режимi
дорiвнює

𝜏𝐷 =
𝐿2

2�̄�
. (23)
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З урахуванням цього виразу маємо:

𝛾(𝐸)𝜋
𝐷(𝐸)

2
=

~
𝜏𝐷
𝜋
𝐷(𝐸)

2
=

~
𝜏B
𝜋
𝐷(𝐸)

2

𝜏B
𝜏𝐷

≡

≡𝑀(𝐸)𝑇 (𝐸), (24)

де введено коефiцiєнт проходження, який є спiв-
вiдношенням двох часiв прольоту – в балiстичному
режимi й у дифузiйному:

𝑇 (𝐸) =
𝜏B
𝜏𝐷
. (25)

Iншими словами, за наявностi розсiяння число мод
𝑀(𝐸) у виразах (2), (3) слiд замiнити на добуток
𝑀(𝐸)𝑇 (𝐸). Пiдставивши в (24) вирази (6) i (23),
одержимо:

𝑇 (𝐸) =
2�̄�

𝐿
⟨︀
𝑣+𝑥
⟩︀ . (26)

Спираючись на теорiю випадкових блукань (див.,
наприклад, [24]), можна показати, що коефiцiєнт
дифузiї записується через середню швидкiсть i
довжину вiльного пробiгу 𝜆 як

�̄� =
⟨𝑣+𝑥 ⟩𝜆

2
, (27)

що разом з (23) дає простий вираз для коефiцiєнта
проходження:

𝑇 (𝐸) =
𝜆

𝐿
≪ 1. (28)

Як i слiд було очiкувати, коефiцiєнт проходження
в дифузiйному режимi малий.

Вираз (28) справедливий для дифузiйного режи-
му. Можна показати [13], що в загальному випадку
коефiцiєнт проходження

𝑇 (𝐸) =
𝜆(𝐸)

𝜆(𝐸) + 𝐿
. (29)

Цей вираз справедливий як для дифузiйного ре-
жиму (𝐿≫ 𝜆), так i для балiстичного (𝐿≪ 𝜆, тодi
вiн прямує до одиницi), а також для промiжних
випадкiв.

Тож у загальному випадку має мiсце спiввiдно-
шення:

𝛾(𝐸)𝜋
𝐷(𝐸)

2
=𝑀(𝐸)𝑇 (𝐸), (30)

в якому число мод визначається загальними вира-
зами (11), а коефiцiєнт проходження може вiдпо-
вiдати трьом рiзним експериментальним режимам:

Дифузiйний: 𝐿≫ 𝜆; 𝑇 = 𝜆/𝐿≪ 1.

Балiстичний: 𝐿≪ 𝜆; 𝑇 → 1.

Квазiбалiстичний: 𝐿 ≈ 𝜆; 𝑇 < 1.

(31)

Важливо, що порiвняно просту транспортну
модель ЛДЛ можна застосувати до всiх трьох
режимiв.

2.2. Режим лiнiйного вiдгуку

З урахуванням (3), (30), для струму в моделi ЛДЛ
отримано два тотожнi вирази:

𝐼 =
2𝑞

ℎ

∫︁
𝛾(𝐸)𝜋

𝐷(𝐸)

2
(𝑓1 − 𝑓2) 𝑑𝐸,

𝐼 =
2𝑞

ℎ

∫︁
𝑇 (𝐸)𝑀(𝐸) (𝑓1 − 𝑓2) 𝑑𝐸.

(32)

Слiд пам’ятати: при виведеннi (32) ми фактично
використовували наближення не надто високих
напруг. Адже, якщо подати на провiдник напругу,
вищу вiд певного критичного значення, то внаслi-
док появи великої кiлькостi непружних зiткнень у
режимi гарячих електронiв застосована нами мо-
дель незалежних мод провiдностi перестає працю-
вати. Надалi ми запишемо вирази моделi ЛДЛ для
режиму лiнiйного вiдгуку, що дозволить суттєво
спростити їх порiвняно з (32).

У режимi лiнiйного вiдгуку, або ж лiнiйного
транспорту чи майже рiвноважного транспорту
(near-equilibrium transport) обидвi функцiї 𝑓1(𝐸),
𝑓2(𝐸) мало вiдрiзняються вiд рiвноважної функцiї
𝑓0(𝐸) з енергiєю Фермi 𝐸F0. При цьому вважаємо,
що напруга, яка подається на контакти,

𝑉 = Δ𝐸F/𝑞 = (𝐸F1 − 𝐸F2)/𝑞, (33)

настiльки невелика, що фермiвську функцiю кон-
такту 2 можна розкласти в ряд Тейлора за ве-
личиною Δ𝐸F, обмежившись лiнiйним членом
розкладу:

𝑓2 = 𝑓1 +
𝜕𝑓1
𝜕𝐸F

Δ𝐸F = 𝑓1 +
𝜕𝑓1
𝜕𝐸F

𝑞𝑉. (34)

Враховуючи очевидну властивiсть фермiвської
функцiї(︂
𝜕𝑓

𝜕𝐸F

)︂
𝐸F=𝐸F0

=

(︂
− 𝜕𝑓

𝜕𝐸

)︂
𝐸F=𝐸F0

, (35)
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остаточно для рiзницi фермiвських функцiй кон-
тактiв у режимi лiнiйного вiдгуку маємо:

𝑓1 − 𝑓2 =

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑞𝑉. (36)

Звiдси для струму (32) i провiдностi в режимi лi-
нiйного вiдгуку одержуємо:

𝐼 =

[︂
2𝑞2

ℎ

∫︁
𝑇 (𝐸)𝑀(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸

]︂
𝑉 = 𝐺𝑉, (37)

𝐺 =
2𝑞2

ℎ

∫︁
𝑇 (𝐸)𝑀(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸, (38)

де другий вираз вiдомий як формула Ландауера
для провiдностi.

Отже, ми отримали вираз для провiдностi, де
її зв’язано з властивостями матерiалу провiдника.
Вирази (37) i (38) справедливi для 1D-, 2D- i 3D-
провiдникiв як у балiстичному режимi, так i в ди-
фузiйному, якщо використати вiдповiднi формули
для числа мод (11).

2.3. Вiд балiстичної провiдностi
до дифузiйної в моделi ЛДЛ

Розгляньмо електричну провiднiсть у моделi ЛДЛ
для 1D-, 2D- i 3D-провiдникiв, починаючи з дуже
коротких балiстичних резисторiв, потiм перейдемо
до звичайних резисторiв, якi працюють у дифузiй-
ному режимi, а надалi зупинимося на промiжних
режимах. В 1D-провiднику (“нанодрiт”) завдовж-
ки 𝐿 електрони можуть квазiкласично перемiщу-
ватися тiльки вздовж однiєї осi, в 2D-провiднику
(“нанояма”) завширшки 𝑊 – вздовж двох осей, у
3D-провiднику з площею перерiзу 𝐴 – електрони
квазiкласично рухаються вздовж усiх трьох декар-
тових осей.

Згiдно iз загальноприйнятою домовленiстю [1,
13], опiр 𝑅 i його питоме значення 𝜌 для провiд-
никiв усiх трьох вимiрностей запишемо так:

𝑅1D = 𝜌1D𝐿; 𝜌1D =
1

𝑛𝐿𝑞𝜇
, (39)

𝑅2D = 𝜌2D
𝐿

𝑊
; 𝜌2D =

1

𝑛𝑆𝑞𝜇
, (40)

𝑅3D = 𝜌3D
𝐿

𝐴
; 𝜌3D =

1

𝑛𝑞𝜇
, (41)

де 𝜇 – рухливiсть електронiв, а 𝑛𝐿, 𝑛𝑆 i 𝑛 – кон-
центрацiя електронiв для провiдникiв вимiрностi
1D, 2D i 3D, спiввiднесена до їх довжини, площi
й об’єму вiдповiдно. Тому питомий опiр має рiзну
вимiрнiсть залежно вiд вимiрностi провiдника. Та-
кий запис фiзично цiлком коректний: у всiх випад-
ках опiр пропорцiйний довжинi провiдника, а для
2D-i 3D-провiдникiв – ще й обернено пропорцiй-
ний, вiдповiдно, ширинi 𝑊 i площi 𝐴 поперечно-
го перерiзу провiдника, оскiльки збiльшення 𝑊 та
𝐴 фiзично еквiвалентне паралельному з’єднанню
провiдникiв. I, разом iз цим, ми побачимо, що ви-
рази (39)–(41) не завжди коректнi: несподiванки
зустрiчаються навiть у таких простих на позiр при-
строях, якими є резистори рiзної вимiрностi.

Формула Ландауера для провiдностi (38) буде
для нас вихiдною точкою; вона справедлива для
провiдникiв будь-якої вимiрностi, якщо тiльки ви-
користано коректнi вирази для числа мод провiд-
ностi 𝑀(𝐸).

Розгляньмо 2D-провiдник, провiднiсть якого за-
пишемо через питому провiднiсть 𝜎𝑆 у виглядi

𝐺 =
1

𝜌2D

𝑊

𝐿
= 𝜎𝑆

𝑊

𝐿
. (42)

Можна пересвiдчитися [1], що в масивних i довгих
2D-провiдниках, якi працюють у дифузiйному ре-
жимi, питома поверхнева провiднiсть не залежить
вiд ширини 𝑊 i довжини 𝐿 провiдника, натомiсть
для коротких провiдникiв 𝜎𝑆 починає залежати вiд
довжини провiдника, а для вузьких провiдникiв
провiднiсть зростає зi збiльшенням їхньої ширини
схiдчасто.

Основну увагу ми придiлимо 2D-провiдникам,
хоч схожi мiркування й викладки можна прове-
сти й для 1D- та 3D-провiдникiв. У балiстичних
2D резисторах коефiцiєнт проходження 𝑇 (𝐸) = 1,
а число мод провiдностi в (38), згiдно з (11),
𝑀(𝐸) = 𝑊𝑀2D(𝐸). Розгляньмо докладнiше мно-
жник (−𝜕𝑓0/𝜕𝐸) у формулi Ландауера, який отри-
мав назву “фермiвського вiкна провiдностi”.

На рис. 4 якiсно зображено графiк функцiї Фер-
мi 𝑓0(𝐸) i функцiї (−𝜕𝑓0/𝜕𝐸) в залежностi вiд
енергiї 𝐸.

Ми бачимо, що функцiя (−𝜕𝑓0/𝜕𝐸) суттєво вiд-
мiнна вiд нуля тiльки в околi ∼±2𝑘𝑇 поблизу енер-
гiї Фермi 𝐸F. Площа пiд цiєю кривою дорiвнює
одиницi, тож для низьких температур фермiвське
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Рис. 4. Фермiвське вiкно провiдностi

Рис. 5. Квантування провiдностi електронного газу в iн-
терфейсi AlAs/Al𝑥Ga1−𝑥As [25]

вiкно провiдностi можна записати через дельта-
функцiю:

−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

≈ 𝛿(𝐸 − 𝐸F). (43)

Використовуючи (43) i 𝑇 (𝐸) = 1, з формули Лан-
дауера (38) отримуємо вираз для балiстичної про-
вiдностi

𝐺ball =
2𝑞2

ℎ
𝑀(𝐸F), (44)

який є загальним i справедливим для резисторiв
будь-якої вимiрностi. Якщо число мод невелике, то
його можна встановити з експериментальних вимi-
рювань, i тодi провiднiсть i, вiдповiдно, опiр не мо-
жуть набувати довiльних значень, а квантуються
згiдно з

𝑅ball =
ℎ

2𝑞2
1

𝑀(𝐸F)
=

12,9

𝑀(𝐸F)
[кОм]. (45)

Величину 𝑅 = ℎ
𝑞2 = 25,812807572 кОм назива-

ють сталою Клiтцинга на честь ученого, який, вiд-
кривши 1980 р. цiлочисельний квантовий ефект
Холла, вперше виявив можливiсть квантування

опору. У 1998 роцi саме це значення було оголоше-
но Мiжнародним консультативним комiтетом ета-
лонним для визначення електричного опору. На-
голосимо на важливiй обставинi: опiр у балiсти-
чному режимi не залежить вiд довжини провiдни-
ка. Це є фiзично очiкуваним результатом: лiнiй-
на залежнiсть опору вiд 𝐿 у виразах (39)–(41) є
наслiдком припущення про дифузiйний характер
руху електронiв, яке було використано “за умов-
чуванням”, i за якого довший провiдник означає
бiльшу мiру розсiяння. Натомiсть балiстичний ре-
зистор електрон проходить без розсiяння взагалi.

Той факт, що опiр квантується, надiйно вста-
новлено експериментально [25]. В класичних екс-
периментах де Вiза i колег ширина резисто-
ра 𝑊 (1D-каналу провiдностi у квантовiй ямi
AlAs/Al𝑥Ga1−𝑥As) контролювалася електростати-
чною напругою на затворi 𝑉𝐺 (достатньо велика
негативна напруга на затворi взагалi “замикає” ка-
нал для електронiв, i провiднiсть стає рiвною ну-
левi). Балiстичний режим транспорту забезпечу-
вався низькою температурою. Зi зменшенням нега-
тивної напруги на затворi й вiдповiдним збiльше-
нням ширини резистора провiднiсть зростає схо-
динками (рис. 5) вiдповiдно до формули (44).

Вiдзначимо, що схiдчастий характер провiдностi
в сучасних експериментах спостерiгається навiть
при кiмнатних температурах завдяки проведенню
вимiрювань на нанорезисторах, де балiстичний ре-
жим транспорту зумовлений вже не низькою тем-
пературою, а малими лiнiйними розмiрами рези-
стора мiж контактами 1 i 2.

Перейдiмо вiд розгляду балiстичного 2D транс-
порту з коефiцiєнтом проходження 𝑇 (𝐸) = 1 до
дифузiйного транспорту з 𝑇 (𝐸) = 𝜆(𝐸)/𝐿.

Формулу Ландауера (38) перепишемо з урахува-
нням (11) для 2D резистора в дифузiйному режи-
мi, а саме:

𝐺diff
2D =

2𝑞2

ℎ

𝑊

𝐿

∫︁
𝜆(𝐸)𝑀2D(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸. (46)

Поява множника 𝑊/𝐿 узгоджується з традицiй-
ним визначенням (40) опору 2D провiдника. В мо-
делi ЛДЛ пропорцiйнiсть провiдностi ширинi ре-
зистора 𝑊 пояснюється тим, що число мод про-
вiдностi 2D-провiдника має бути пропорцiйне його
ширинi, а обернена пропорцiйнiсть довжинi про-
вiдника 𝐿 спричинена дифузiйним режимом.
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Для низьких температур вираз (46) суттєво
спрощується за рахунок звуження фермiвського
вiкна провiдностi (43), тож можна вiдразу запи-
сати
𝐺diff

2D =
2𝑞2

ℎ

𝑊

𝐿
𝑀2D(𝐸F)𝜆(𝐸F) =

𝜆(𝐸F)

𝐿
𝐺ball

2D , (47)

де балiстична провiднiсть визначається виразом
(44). Якщо вiдома довжина вiльного пробiгу 𝜆, то
провiднiсть у дифузiйному режимi можна вираху-
вати через її значення в балiстичному режимi.

Вище ми обговорили провiднiсть в областi низь-
ких температур окремо для балiстичного, й окре-
мо для дифузiйного режиму. Однак можна роз-
глянути весь спектр режимiв при переходi вiд ба-
лiстичного до дифузiйного. Використавши загаль-
ний вираз для коефiцiєнта проходження (29), одер-
жимо

𝐺2D =
2𝑞2

ℎ
𝑊 𝑀2D(𝐸F)

𝜆(𝐸F)

𝜆(𝐸F) + 𝐿
=

=
𝜆(𝐸F)

𝜆(𝐸F) + 𝐿
𝐺ball

2D , (48)

а для опору маємо

𝑅2D =

(︂
1 +

𝐿

𝜆(𝐸F)

)︂
𝑅ball

2D . (49)

Отриманий результат свiдчить про те, що при
низьких температурах опiр 2D резистора в дифу-
зiйному режимi пропорцiйний довжинi провiдни-
ка, а в балiстичному режимi – вiд довжини про-
вiдника не залежить.

2.4. Поняття рухливостi носiїв струму

Традицiйно обговорення опору провiдникiв почи-
нають з визначень (39)–(41), якi, однак, не можна
застосувати до резисторiв, якi працюють у балi-
стичному, чи квазiбалiстичному режимi. У цих ре-
жимах не зовсiм зрозумiло, що означає рухливiсть
носiїв струму. Транспортна модель ЛДЛ має за
вiдправний пункт формулу Ландауера (38), й тому
вона застосовна для всiх транспортних режимiв,
вiд балiстичного до дифузiйного, включаючи всi
промiжнi випадки. В рамках моделi ЛДЛ взагалi
немає потреби звертатися до поняття рухливостi.
Проте це поняття й донинi широко застосовують,
попри те, що в окремих випадках воно призводить
до непорозумiнь. Так, вирази (39)–(41) стверджу-
ють, що провiднiсть пропорцiйна добутковi кон-
центрацiї електронiв i рухливостi, тодi як, згiдно

з формулою Ландауера (38), провiднiсть визнача-
ють тiльки тi електрони, енергiя яких потрапляє
в фермiвське вiкно провiдностi (−𝜕𝑓0/𝜕𝐸). Для
напiвпровiдникiв 𝑛-типу це можуть бути всi еле-
ктрони в зонi провiдностi (випадок невироджених
напiвпровiдникiв), а може бути й тiльки мала їх
частина (виродженi напiвпровiдники). Тому слiд
обговорити межi застосовностi поняття рухливо-
стi в рамках концепцiї ЛДЛ.

Прирiвняємо провiднiсть за формулою Ландау-
ера (38) i провiднiсть 2D провiдника за виразом
(40):

𝐺2D =
2𝑞2

ℎ

∫︁
𝑇 (𝐸)𝑀(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸 ≡ 𝑛𝑆𝑞𝜇

𝑊

𝐿
. (50)

Звiдси формальну рухливiсть для 2D резистора
можна записати як:

𝜇app
2D ≡ 2𝑞

ℎ

1

𝑛𝑆

∫︁
𝑇 (𝐸)𝐿𝑀2D(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸. (51)

Цей вираз ми вiзьмемо як визначення рухливостi,
яке, таким чином, сильно вiдрiзняється вiд того
визначення, яке виникає в моделi Друде:

𝜇 =
𝑞𝜏

𝑚* , (52)

де 𝜏 – середнiй час розсiяння, або iнакше, час ре-
лаксацiї iмпульсу (𝑚* – ефективна маса носiїв за-
ряду). Ми називаємо рухливiсть (51) формальною,
бо це визначення (51) застосовне як для балiсти-
чної рухливостi, так i для дифузiйної. Наприклад,
поклавши коефiцiєнт проходження 𝑇 (𝐸) = 1, для
балiстичної рухливостi одержуємо

𝜇ball
2D ≡ 2𝑞

ℎ

1

𝑛𝑆

∫︁
𝐿𝑀2D(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸; (53)

аналогiчно, поклавши 𝑇 (𝐸) = 𝜆(𝐸)/𝐿, отримаємо
вираз для дифузiйної рухливостi:

𝜇diff
2D ≡ 2𝑞

ℎ

1

𝑛𝑆

∫︁
𝜆(𝐸)𝑀2D(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸. (54)

Концепцiю балiстичної рухливостi ввiв у обiг Шур
[26]; вона виявилася корисною для аналiзу рiзних
електронних пристроїв. Порiвнюючи вирази (53) i
(54), ми бачимо, що дифузiйна рухливiсть вiдрi-
зняється вiд балiстичної тiльки замiною середньої
довжини вiльного пробiгу на просто довжину ба-
лiстичного резистора. Така замiна фiзично вигля-
дає цiлком умотивовано. Адже рiвновага в конта-
ктах досягається швидко за рахунок iнтенсивних
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процесiв розсiяння. Електрон, iнжектований у ба-
лiстичний канал витоком, брав участь у розсiяннi
у витоку, а наступного разу розсiявся, вже потра-
пивши у стiк. Вiдстань мiж цими подiями – якраз
i є довжиною резистора 𝐿, що й вiдiграє роль дов-
жини вiльного пробiгу електрона. А в дифузiйно-
му випадку такою довжиною очевидно є 𝜆(𝐸).

Проблеми в наноелектронiцi виникають в обла-
стi, промiжнiй мiж балiстичним i дифузiйним гра-
ничними режимами. В цiй областi коефiцiєнт про-
ходження визначається виразом (20) i можна пока-
зати [27], що для формальної рухливостi має мiсце
таке спiввiдношення:

1

𝜇app
=

1

𝜇diff
+

1

𝜇ball
. (55)

Воно схоже на традицiйне правило Матiессена [28],
що вiдбиває фундаментальну фiзичну обставину:
сумарна обернена довжина вiльного пробiгу еле-
ктрона дорiвнює сумi обернених довжин вiльного
пробiгу щодо всiх можливих механiзмiв розсiян-
ня. Тому по-iнакшому можемо запровадити в (54)
формальну довжину вiльного пробiгу як:

1

𝜆app
=

1

𝜆
+

1

𝐿
. (56)

Отже, в граничних випадках формальна довжи-
на вiльного пробiгу переходить або в реальну се-
редню довжину вiльного пробiгу (дифузiйний ре-
жим), або ж у довжину резистора (балiстичний
режим).

При 𝑇 = 0 похiднi вiд формули Ландауера
(38) iнтеграли легко беруться завдяки виразу (43).
Однак при ненульових температурах iнтеграл (56)
потрiбно вираховувати дещо складнiше. Дiятиме-
мо далi так: помноживши й роздiливши його на

⟨𝑀2D⟩ ≡
∫︁
𝑀2D(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸, (57)

перепишемо (56) як:

𝐺diff
2D =

2𝑞2

ℎ
⟨𝑊𝑀2D⟩

⟨⟨𝜆⟩⟩
𝐿

=
⟨⟨𝜆⟩⟩
𝐿

𝐺ball
2D , (58)

де усереднене значення довжини вiльного пробiгу
визначається як

⟨⟨𝜆⟩⟩ =

∫︀
𝜆(𝐸)𝑀2D(𝐸)

(︁
−𝜕𝑓0

𝜕𝐸

)︁
𝑑𝐸∫︀

𝑀2D(𝐸)
(︁
−𝜕𝑓0

𝜕𝐸

)︁
𝑑𝐸

=
⟨𝑀𝜆⟩
⟨𝑀⟩

. (59)

Вираз (58) за формою такий самий, як i (47). Про-
сто при низьких температурах ми усереднене зна-
чення ⟨𝑀⟩ замiняємо на 𝑀(𝐸F), а усереднене зна-
чення ⟨⟨𝜆⟩⟩ – на 𝜆(𝐸F). Одиничнi й подвiйнi кутовi
дужки вказують тiльки на те, як здiйснюється усе-
реднення.

Щоб реально оцiнити усереднене значення дов-
жини вiльного пробiгу, потрiбно знати дисперсiй-
не спiввiдношення й вираз для залежностi 𝜆(𝐸).
У випадку найбiльш поширених механiзмiв розсi-
яння 𝜆(𝐸) може бути апроксимоване степеневим
виразом [14]:

𝜆(𝐸) = 𝜆0

(︂
𝐸 − 𝐸𝐶

𝑘𝑇

)︂𝑟
, (60)

де значення показника степенi 𝑟 визначається кон-
кретним механiзмом розсiяння, а константа 𝜆0 в
типових випадках ще й залежить вiд температу-
ри. Наприклад, при розсiяннi електронiв на аку-
стичних фононах у 3D-провiднику 𝑟 = 0, а на за-
ряджених домiшках 𝑟 = 2, що зумовлено рiзним
виглядом iнтеграла взаємодiї електрона в одному
випадку – з фононом, у другому – з кулонiвським
потенцiалом iонiзованої домiшки.

2.5. Дисипацiя потужностi й падiння
напруги в балiстичних резисторах

Будь-який провiдник, на який подано напругу 𝑉 ,
розсiює потужнiсть 𝑃 = 𝑉 𝐼 = 𝑉 2/𝑅. Дисипа-
цiя потужностi зазвичай вiдбувається внаслiдок
електрон-фононної взаємодiї, енергiя якої переда-
ється ґратцi провiдника, й провiдник через це грi-
ється. В балiстичних резисторах транспорт еле-
ктронiв вiдбувається без розсiяння, однак розсiю-
вана потужнiсть далi дорiвнює 𝑉 2/𝑅. Де ж ця по-
тужнiсть розсiюється? Оскiльки дисипацiя поту-
жностi не може вiдбуватися в каналi провiдностi,
то вiдповiдь єдина – на контактах, де вiдбуваються
iнтенсивнi процеси розсiяння, скерованi на швид-
ке вiдновлення рiвноважних значень електрохiмi-
чних потенцiалiв.

Дисипацiя потужностi в балiстичному резисторi
проiлюстрована на рис. 6.

Струм виникає в фермiвському вiкнi, створено-
му рiзницею фермiвських функцiй 𝑓1 − 𝑓2, вiдмiн-
ною вiд нуля, i, вiдповiдно, рiзницею електрохiмi-
чних потенцiалiв 𝐸F1 − 𝐸F2 = 𝑞𝑉 . Як схематично
зображено на рис. 6, коли електрон залишає кон-
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такт 1, у спектрi енергетичних станiв цього конта-
кту утворюється незаповнений стан (“дiрка”). До-
сягнувши без розсiяння (балiстично) контакту 2
з надлишком енергiї порiвняно з хiмпотенцiалом
𝐸F2, електрон втрачає цей надлишок шляхом не-
пружного розсiяння на контактi 2. Якщо електрон
має енергiю посерединi вiкна 𝐸F1 − 𝐸F2 = 𝑞𝑉 ,
то втрата енергiї на контактi 2 становитиме 𝑞𝑉/2
(половина потужностi розсiюється на контактi 2).
Зарядова нейтральнiсть контакту 2 вiдновлюється
тодi, коли електрон залишить контакт 2 i через
зовнiшнє коло досягне контакту 1. Електрон вхо-
дить у контакт 1 з енергiєю 𝐸F1, втрачає енергiю
непружно, заповнюючи собою “дiрку”, i розсiюючи
потужнiсть 𝑞𝑉/2 на контактi 1.

Легко узагальнюючи цi мiркування на будь-яку
енергiю електрона у вiкнi 𝑉 = (𝐸F1 − 𝐸F2)/𝑞,
доходимо висновку, що при транспортi електрона
в балiстичному каналi в режимi лiнiйного вiдгу-
ку на двох контактах розсiюється сумарна потуж-
нiсть 𝑉 𝐼.

В дифузiйному режимi роботи однорiдного рези-
стора напруга падає лiнiйно вздовж його довжини.
А як падає напруга в балiстичному резисторi? Вiд-
повiдь очiкувана – на контактах (див. рис. 7).

В контактi 1 iснує один визначений рiвень Фер-
мi 𝐸F1, аналогiчно i в контактi 2 iснує теж один
рiвень 𝐸F2. Всерединi ж усього пристрою рiвнiв
Фермi два. Частина електронних станiв резисто-
ра заповнюється витоком. Оскiльки вони перебу-
вають у рiвновазi з ним, то заповненi вони вiдпо-
вiдно до фермiвської функцiї контакту 1. Аналогi-
чна ситуацiя має мiсце з боку стоку. Вiдповiднi ста-
ни заповнюються згiдно з фермiвською функцiєю
контакту 2. Коли контакти рiвноправнi, половина
падiння електрохiмiчного потенцiалу вiдбувається
на витоку, половина – на стоцi. Тому балiстичний
опiр у 12,9 кОм називають ще квантом контактно-
го опору.

2.6. Базовi транспортнi
рiвняння в моделi ЛДЛ

Досi розгляд здiйснювався нами для випадку, коли
температура контактiв резистора однакова. Проте
розклад (34) легко узагальнити на випадок, коли
рiзною є не тiльки енергiя Фермi, а й температу-
ра контактiв. На основi цього в [2, 18, 21] ми роз-
глянули термоелектричнi ефекти Зеєбека i Пель-

Рис. 6. Дисипацiя потужностi в балiстичному каналi вiд-
бувається на контактах

Рис. 7. В балiстичному резисторi з рiвноправними конта-
ктами падiння напруги 𝑉 = (𝐸F1 − 𝐸F2)/𝑞 розподiляється
на контактах порiвну

т’є в моделi ЛДЛ, а також якiсно обговорили за-
кон Вiдемана–Франца й основнi рiвняння термо-
електрики з вiдповiдними транспортними коефiцi-
єнтами.

Можна показати, що узагальнена модель транс-
порту електронiв i тепла в режимi лiнiйного вiд-
гуку, викладена в [20–22], базується на парi транс-
портних рiвнянь:

𝐽𝑥 = 𝜎
𝑑(𝐸F/𝑞)

𝑑𝑥
− 𝑆𝜎

𝑑𝑇

𝑑𝑥
[А/м2

], (61)

𝐽𝑄𝑥 = 𝜋𝜎
𝑑(𝐸F/𝑞)

𝑑𝑥
− 𝜅0

𝑑𝑇

𝑑𝑥
[Вт/м2

], (62)

де (61) описує густину струму, (62) – густину пото-
ку тепла; до них входять чотири транспортнi кое-
фiцiєнти: питома провiднiсть 𝜎, коефiцiєнт Зеєбе-
ка 𝑆, питома теплопровiднiсть у режимi коротко-
го замикання 𝜅0, коефiцiєнт Пельт’є 𝜋. Насправдi
незалежними є тiльки три коефiцiєнти, бо коефi-
цiєнти Зеєбека i Пельт’є пов’язанi через спiввiдно-
шення Кельвiна 𝜋 = 𝑇𝑆. В узагальненiй формi цi
рiвняння записуються як:

𝑑(𝐸F/𝑞)

𝑑𝑥
= 𝜌𝐽𝑥 + 𝑆

𝑑𝑇

𝑑𝑥
, (63)
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𝐽𝑄𝑥 = 𝜋𝐽𝑥 − 𝜅
𝑑𝑇

𝑑𝑥
, (64)

де введено електронну теплопровiднiсть у режи-
мi незамкнутого кола 𝜅 = 𝜅0 − 𝑆2𝜎𝑇 . Транспортнi
коефiцiєнти, якi входять до (61)–(64), для двови-
мiрних 2D-провiдникiв мають вигляд [20–22]:

𝜎 = 1/𝜌 =

∫︁
𝜎′(𝐸)𝑑𝐸, (65)

куди входить диференцiальна питома провiд-
нiсть 𝜎′:

𝜎′(𝐸) =
2𝑞2

ℎ

𝑀(𝐸)

𝑊
𝜆(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
, (66)

𝑆 = −𝑘
𝑞

1

𝜎

∫︁ (︂
𝐸 − 𝐸F

𝑘𝑇

)︂
𝜎′(𝐸)𝑑𝐸 =

𝑠𝑇
𝜎

=
𝜋

𝑇
, (67)

𝜅0 = 𝑇

(︂
𝑘

𝑞

)︂2 ∫︁ (︂
𝐸 − 𝐸F

𝑘𝑇

)︂2
𝜎′(𝐸)𝑑𝐸 = 𝜅+ 𝜋𝑆𝜎, (68)

де в (67), (68) 𝑘 – стала Больцмана, в (67) 𝑠𝑇 –
коефiцiєнт Соре. Функцiю 𝑀(𝐸) залежностi числа
мод провiдностi вiд енергiї для рiзних вимiрностей
провiдника отримано вище (11).

Формули (61)–(68) можна застосовувати до ди-
фузiйних резисторiв будь-якої вимiрностi й будь-
якого масштабу, за будь-якого типу провiдностi,
включаючи бiполярну. Вираз (66) записано для
2D-провiдника; це видно з множника 𝑀(𝐸)/𝑊 ,
де 𝑊 – ширина 2D провiдника. При розглядi
3D-провiдникiв цей множник слiд замiнити на
𝑀(𝐸)/𝐴, де 𝐴 – площа перерiзу 3D-провiдника,
а для 1D провiдника замiнити просто на число
мод провiдностi 𝑀(𝐸). Пiд час розгляду транс-
порту у всiх режимах вiд дифузiйного до балi-
стичного середню довжину вiльного пробiгу 𝜆(𝐸)
потрiбно замiнити на формальну довжину вiльно-
го пробiгу згiдно з виразом (56). Фактично вира-
зи (65)–(68) мiстять тiльки два параметри, 𝑀(𝐸) i
𝜆(𝐸). Число мод провiдностi для провiдникiв будь-
якої вимiрностi з параболiчним законом диспер-
сiї визначене в (18)–(20), але самi вирази (61)–
(68) справедливi для будь-якої зонної структури,
потрiбно тiльки коректно визначити число мод
провiдностi. Вигляд залежностi 𝜆(𝐸) визначає-
ться характером розсiяння в провiднику; зазви-
чай цю залежнiсть апроксимують степеневим за-
коном (60).

3. Транспортнi явища
в графенi в узагальненiй моделi
Ландауера–Датта–Лундстрома

3.1. Початок “фiзики графену”

З графеном – моноатомним шаром вуглецю, запа-
кованим у гексагональну ґратку – людство зустрi-
чалося давно, зокрема й на графiчних роботах ху-
дожникiв (звичайний графiтовий олiвець подеку-
ди лишав на паперi слiд завтовшки в один атомний
шар). Проте графен на дiелектричнiй пiдкладцi з
пiдведеними електричними контактами було впер-
ше отримано й дослiджено тiльки в 2004 роцi в
Центрi мезоскопiки й нанотехнологiй Манчестер-
ського унiверситету (Велика Британiя) [29] групою
на чолi з Андре Геймом. Вiдтодi вивчення графе-
ну, а пiзнiше – й iнших моношарових структур –
тривало настiльки iнтенсивно, що стали говорити
про появу “фiзики графену” – нової iнтердисциплi-
нарної областi дослiджень на стиковi фiзики кон-
денсованого середовища, фiзики високих енергiй i
матерiалознавства (див., наприклад, огляди [30 –
37]). У 2010 роцi вiдкривачi графену Андре Гейм i
Костя Новосьолов стали лауреатами Нобелiвської
премiї з фiзики.

Справдi, напiвметал (або безщiлинний напiвпро-
вiдник) графен багатий на унiкальнi фiзичнi хара-
ктеристики. Йдеться не лише про значно вищу вiд
сталi механiчну жорсткiсть (модуль Юнга стано-
вить ∼1 ТПа) чи про дуже високу теплопровiд-
нiсть ∼5 · 103 Вт ·м−1·К−1. Найбiльш приголом-
шливою властивiстю нового матерiалу виявилося
те, що, на вiдмiну вiд майже усiх iнших вiдомих на-
уцi твердих тiл, електрони i дiрки (фермiони!) ма-
ють у графенi лiнiйний за iмпульсом (а не квадра-
тичний, як це начебто має випливати з рiвняння
Шредiнгера) енергетичний спектр. Такий спектр
досi вважали притаманним лише для квазiреляти-
вiстських бозонiв – фотонiв i нейтрино (щоправ-
да, нещодавнє вiдкриття нейтринних осциляцiй, за
яке Нобелiвську премiю з фiзики 2015 року при-
суджено Таакi Каїта й Артуру Макдональду, свiд-
чить про наявнiсть у нейтрино невеликої маси спо-
кою, що не перевищує 2 еВ). Таким чином, графен
дозволив вивчати ряд суто релятивiстських ефе-
ктiв (наприклад, парадокс Клейна) в експеримен-
тах “на поверхнi письмового столу”.

Важливо вiдзначити, що в твореннi пiдвалин
фiзики графену помiтну роль вiдiграли україн-
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ськi теоретики В. Гусинiн та С. Шарапов (Iн-
ститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова
НАН України). Вони теоретично передбачили та-
кi неординарнi властивостi графену, як незвичай-
ний цiлочисельний квантовий ефект Холла (КЕХ)
[38, 39], зсув фази квантових магнiтних осциляцiй
[40] (зокрема, осциляцiй Шубнiкова–де Гааза [41])
i концентрацiйну залежнiсть циклотронної маси
[41]. Зокрема, КЕХ для дiракiвських фермiонiв у
графенi є аномальним (напiвцiлим) з фактором за-
повнення 𝜈 = ±4(𝑛+ 1/2), 𝑛 = 0, 1, ... .

Аномальнiсть КЕХ викликана виродженням
найнижчого рiвня Ландау, яке дорiвнює полови-
нi виродження вищих рiвнiв. Саме на основi екс-
периментального спостереження цих передбачень
загальноприйнятим фактом стало те, що квазiча-
стинки у графенi поблизу𝐾-точки дотикання зони
провiдностi й валентної зони описуються за допо-
могою рiвняння дiракiвського типу, а не рiвнян-
ня Шредiнгера, як у iнших матерiалах з трансля-
цiйною симетрiєю. Передбачена у роботi [42] унi-
версальна оптична провiднiсть та її порогова за-
лежнiсть вiд густини носiїв також спостерiгала-
ся експериментально, що свiдчить: керованi опти-
чнi властивостi графену мають великий потенцi-
ал застосувань в iнфрачервонiй оптицi та опто-
електронiцi.

До того ж, як виявилося вже в роботi [29],
електрони i дiрки в графенi мають дуже висо-
ку рухливiсть (теоретична верхня межа становить
2 · 106 см2 ·В−1· c−1, що на чотири порядки пе-
ревищує рухливiсть носiїв у кремнiї – основному
матерiалi сучасної електронiки [37]). Як вiдомо,
основним елементом електронiки сьогоднi зали-
шається польовий транзистор метал–дiелектрик–
напiвпровiдник (МДН) iз iзольованим затвором.
Гранична частота роботи такого транзистора 𝑓𝑡
пов’язана з рухливiстю носiїв 𝜇 i довжиною ка-
налу 𝑑 простим спiввiдношенням 𝑓𝑡 ∼ 𝜇/𝑑. Про-
тягом останнiх 40 рокiв швидкодiю транзисторiв
пiдвищували зменшенням розмiрiв каналу (дося-
гнуто робочих величин, що трохи перевищують де-
сять нанометрiв). Проте тут, схоже, майже досягли
принципової межi, пов’язаної з наявнiстю коротко-
канальних ефектiв [43], i тому дальший поступ по-
в’язують iз застосуванням нових матерiалiв зi зна-
чно бiльшою, анiж у кремнiю, рухливiстю. Гра-
фен, на думку окремих експертiв, мiг виявитися
iдеальним кандидатом на таку роль.

Коли в 2010 роцi застосування технологiй хiмi-
чного осаджування з парової фази (CVD) дозво-
лило отримувати порiвняно дешевi графеновi плiв-
ки великих розмiрiв, поява масової вуглецевої еле-
ктронiки здавалася багатьом питанням найближ-
чого часу. Проте на сьогоднi цi надiї поки не справ-
дилися. На базi графену вже створенi газовi та бiо-
сенсори, свiтлодiоди, швидкодiйнi пристрої енерго-
незалежної пам’ятi, прозорi провiднi покриття для
фотовольтаїки тощо. Проте польових транзисторiв
на основi графену, якi масово замiнили б у комп’ю-
терах кремнiєвi, досi немає. Основною причиною
цього стала безщiлинна зонна структура графену,
яка робить його вольт-амперну характеристику си-
метричною i вiдтак ускладнює отримання двох чi-
тко розрiзнених станiв, якi вiдповiдали б логiчно-
му “0” i “1”. А численнi фiзичнi методи створен-
ня в графенi забороненої зони (шляхом створення
нанострiчок, гiдрогенiзацiї його поверхнi, внесен-
ня механiчних напружень тощо) залишаються на
сьогоднi нетехнологiчними.

Тому, хоча можливiсть широких “нiшових” за-
стосувань графену (в електронiцi, фотовольтаїцi,
сенсорицi, медицинi тощо) нiхто сьогоднi не ста-
вить пiд сумнiв, тривають iнтенсивнi пошуки iн-
ших графеноподiбних матерiалiв, якi б могли за-
мiнити традицiйний кремнiй у комп’ютерах. До
них належать матерiали, об’ємнi зразки яких утво-
рено моношарами, з’єднаними слабкими ван-дер-
Ваальсовими силами, подiбно до того, як шари
графену утворюють графiт (ℎ-BN, MoS2, 𝛼-MoO3,
V2O5), а також, потенцiйно, низка iнших, ще не
синтезованих сполук (див., наприклад, огляди [44,
45]). Водночас графен досi лишається як цiкавим
самостiйним об’єктом для вивчення, так i модель-
ною системою для розгляду iнших iдеальних 2D
матерiалiв.

Хоч як це дивно, теоретичний опис графену було
здiйснено задовго до експериментального отрима-
ння моношарових зразкiв, у зв’язку з увагою до
графiту, зумовленою його використанням в атом-
них реакторах. Ще в 1947 роцi канадiйський тео-
ретик П. Воллес показав, що в наближеннi силь-
ного зв’язку енергетичний спектр електронiв у мо-
ношарi графiту (який пiзнiше стали називати гра-
феном) лiнiйний [46]. Пiзнiше цi результати було
уточнено з урахуванням слабких мiжшарових ван-
дер-Ваальсових зв’язкiв [47, 48], а також узагаль-
нено на випадок вуглецевих нанотрубок [49].
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Рис. 8. Елементарна комiрка графену й вектор трансляцiї
ґраток Браве А та В

Транспорт електронiв у такiй екзотичнiй систе-
мi так само почали моделювати ще до отримання
графену в експериментi [50]. Вже в першiй роботi
з отримання графену методом мiкровiдшаруван-
ня пiролiтичного графiту [29] було показано, що
провiднiсть у ньому може мати квазiбалiстичний
характер (що вказувало на високу структурну до-
сконалiсть зразкiв). Невдовзi цi результати було
пiдтверджено i вдосконалено в [51]. Експеримен-
тальне спостереження [52, 53] особливостей цiло-
чисельного КЕХ з урахуванням наявної вже на
той час теорiї [38, 39] стало пiдтвердженням “ней-
тринного” безмасового характеру носiїв струму в
графенi.

Упродовж 2000-x рокiв було закладено осно-
ви фiзики транспортних явищ у графенi (див.,
наприклад, [53–55], а також фундаментальний
огляд [37]). При цьому українськi теоретики (гру-
па Ф. Васька, Iнститут фiзики напiвпровiдникiв
iм. В.Є. Лашкарьова НАН України) зробили зна-
чний внесок у фiзику нерiвноважних носiїв у гра-
фенi (див. огляд [36]). Водночас фiзика графену
стала частиною навчальних курсiв усiх провiдних
унiверситетiв свiту: наприклад, Стенфордського
[56], Перд’ю [57–59], Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка [60].

3.2. Елементарна теорiя
зонної структури графену

Нижче ми дамо виклад простої 𝜋-моделi графену
в рамках теорiї сильного зв’язку [46, 61] й наведе-
мо данi про його зонну структуру. Це дасть нам
основу для розрахунку транспортних властиво-
стей графену в рамках узагальненої моделi ЛДЛ.

Бiльш докладний розгляд теорiї зонної структури
графену можна знайти, наприклад, у [60], a дещо
альтернативний пiдхiд до задачi з використанням
методу НРФГ викладено в [5].

Атом вуглецю має шiсть електронiв, розподiле-
них мiж орбiталями як 1𝑠22𝑠22𝑝2. Внутрiшнi 1𝑠
електрони iнертнi й не беруть участi у формуваннi
хiмiчних зв’язкiв. Натомiсть 2𝑠, 2𝑝𝑥, 2𝑝𝑦 орбiта-
лi гiбридизуються i утворюють у площинi 𝑥𝑦 три
новi 𝑠𝑝2 орбiталi, кожна з яких мiстить один еле-
ктрон. Цi орбiталi зорiєнтованi вздовж лiнiй, що
виходять з ядра i розташованi пiд кутом 120 граду-
сiв одна вiд одної. Саме цi орбiталi сусiднiх атомiв
формують мiцнi 𝜎-зв’язки, що зумовлюють гекса-
гональний вигляд ґратки графену. Цi зв’язки ви-
значають, зокрема, механiчнi властивостi графену
з його унiкальною жорсткiстю.

Проте лишається ще 2𝑝𝑧 орбiталь, ортогональна
до площини атомiв вуглецю. Такi орбiталi рiзних
атомiв формують 𝜋-зв’язки, якi в графiтi вiдповiд-
ають за слабкi ван-дер-Ваальсовi сили мiж пло-
щинами. На кожну 2𝑝𝑧 орбiталь припадає один
електрон i, отже, в iзольованому шарi графену
на кожен вузол ґратки припадає цей самий один
електрон. Такi системи називають напiвзаповнени-
ми (бо взагалi в одному енергетичному станi мо-
жуть перебувати два електрони, якi рiзняться спi-
нами). Саме 2𝑝𝑧 орбiталi зумовлюють дивовижнi
електроннi властивостi графену.

Кристалiчна ґратка графену є сукупнiстю двох
взаємопроникних ґраток Браве атомiв А та В з
елементарною комiркою у виглядi ромба (рис. 8).
Попри те, що хiмiчно атоми сортiв А i В цiлком то-
тожнi, фiзично мiж ними iснує вiдмiннiсть: атоми
сорту А мають одного сусiда лiворуч i двох – пра-
воруч, атоми сорту В – навпаки. Ця на позiр ма-
лозначуща деталь є насправдi причиною унiкаль-
ностi зонної структури графену [5, 46, 60].

Перiод цiєї ґратки становить 𝑎 = 𝑎0
√
3 ≈ 2,46 Å,

де довжина зв’язку мiж двома сусiднiми атомами
вуглецю 𝑎0 = 1,42 Å. Зона Брiллюена для графену
є правильним шестикутником зi стороною 4𝜋/3𝑎
(рис. 9).

Примiтивнi вектори трансляцiї (рис. 9) вибрано
як: a = 𝑎(1, 0) i b = 𝑎(−1/2,

√
3/2). Вектори, що

з’єднують сусiднi атоми, є 𝜏1 = 𝑎(0, 1/
√
3), 𝜏2 =

= 𝑎(−1/2,−1/2
√
3), 𝜏3 = 𝑎(1/2,−1/2

√
3). Вектори

оберненої ґратки дорiвнюють a* = (2𝜋/𝑎)(1, 1/
√
3)

i b* = (2𝜋/𝑎)(0, 2/
√
3). Перша зона Брiллюена
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має двi вузловi точки 𝐾 та 𝐾 ′. Хвильовi векто-
ри, якi їм вiдповiдають, визначаються виразами
K = (2𝜋/𝑎)(−2/3, 0) i K′ = (2𝜋/𝑎)(2/3, 0). Нада-
лi ми використаємо спiввiдношення:

exp(𝑖K·𝜏1) = 𝜔, exp(𝑖K·𝜏2) = 𝜔−1, exp(𝑖K·𝜏3) = 1,

exp(𝑖K′·𝜏1) = 1, exp(𝑖K′·𝜏2) = 𝜔−1, exp(𝑖K′·𝜏3) = 𝜔,

(69)

де 𝜔 = exp(2𝜋 𝑖/3) i задовольняє умову 1 + 𝜔+
+𝜔−1 = 0.

Нехай 𝜙(𝑟) позначає 2𝑝𝑧 атомну орбiталь атома
вуглецю С. Перiодичний потенцiал ґратки форму-
ють двi змiщенi одна щодо одної пiдґратки 𝐴 та 𝐵.
Хвильова функцiя електрона в такому потенцiалi є
лiнiйною комбiнацiєю двох блохiвських хвиль, по-
будованих на цих пiдґратках:

𝜓 (r) =
∑︁
R𝐴

𝜓𝐴 (R𝐴)𝜑 (r−R𝐴)+

+
∑︁
R𝐵

𝜓𝐵 (R𝐵)𝜑 (r−R𝐵), (70)

де амплiтуди 𝜓𝐴 (R𝐴) та 𝜓B (R𝐵) беруться в то-
чках R𝐴 = 𝑛𝑎a + 𝑛𝑏b + 𝜏1 i R𝐵 = 𝑛𝑎a + 𝑛𝑏b
при цiлочисельних значеннях 𝑛𝑎 i 𝑛𝑏. Знехтуємо
iнтегралом перекриття двох сусiднiх 2𝑝𝑧 орбiталей
(𝑆 [2𝑝𝑧 (𝐴) , 2𝑝𝑧 (𝐵)] = 0) i врахуємо резонансний
iнтеграл тiльки мiж сусiднiми атомами, що описує
силу 𝜎-зв’язку (𝛾0 ≈ 3 еВ), що дозволить отримати
всi розв’язки в аналiтичному виглядi. Тодi:

𝐸𝜓𝐴 (R𝐴) = −𝛾0
3∑︀

𝑙=1

𝜓𝐵 (R𝐴 − 𝜏𝑙),

𝐸𝜓𝐵 (R𝐵) = −𝛾0
3∑︀

𝑙=1

𝜓𝐴 (R𝐵 + 𝜏𝑙),

(71)

де за нуль вiдлiку енергiї взято енергiю 2𝑝𝑧 орбi-
талi атома С.

Поклавши 𝜓𝐴 (R𝐴) = 𝑓𝐴 (k) exp (𝑖k ·R𝐴) i
𝜓𝐵 (R𝐵) = 𝑓𝐵 (k) exp (𝑖k ·R𝐵), одержимо(︂

0 ℎ𝐴𝐵 (k)
ℎ𝐴𝐵 (k)

*
0

)︂(︂
𝑓𝐴 (k)

𝑓𝐵 (k)

)︂
= 𝐸

(︂
𝑓𝐴 (k)

𝑓𝐵 (k)

)︂
,

ℎ𝐴𝐵 (k) = −𝛾0
3∑︀

𝑙=1

exp (−𝑖k · 𝜏𝑙).
(72)

Тодi для енергiї зонних станiв маємо

𝐸± (k) = ±𝛾0

⃒⃒⃒⃒
⃒

3∑︁
𝑙=1

exp (−𝑖k · 𝜏𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒. (73)

Рис. 9. Ґратка графену (а) i його перша зона Брiллюе-
на (б )

Рис. 10. Симетричний зонний спектр графену в наближен-
нi Гюккеля (iнтеграли перекриття 𝑆 = 0; 𝛾0 ̸= 0)

Рис. 11. Зонний спектр i густина станiв 𝐷 (𝐸) в околi точок
Дiрака 𝐾 i 𝐾′

Вiдповiдно до (70) маємо 𝐸± (K) = 𝐸± (K′) = 0.
Це означає, що в так званих дiракiвських точках𝐾
i 𝐾 ′ вiдсутня енергетична щiлина мiж валентною
зоною 𝜋 i зоною провiдностi 𝜋* (рис. 10 i 11).

Розгляньмо поведiнку енергiї в околi точки 𝐾.
Перепишемо k як K + k i розкладемо енергiю
𝐸± (k) за степенями |k| 𝑎. В найнижчому, першому
порядку одержимо

−𝛾0
3∑︁

𝑙=1

exp [−𝑖 (K+ k) ·𝜏𝑙] = −𝜔−1𝛾 (𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝑦), (74)
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Рис. 12. Реальний польовий транзистор з графеновим ка-
налом (згори) на пiдкладцi SiO2, помiщенiй на електричний
затвор – сильно легований кремнiй. Контакти витоку i сто-
ку розташовано в кiнцях графенового каналу, ще чотири
контакти, по два з кожного боку каналу, використовують
для холлiвських вимiрювань тощо

𝛾 =

√
3

2
𝑎𝛾0. (75)

Перевизначивши 𝑓𝐴(K+ k) = 𝑓𝐴(k) i 𝑓𝐵(K+ k) =
= −𝜔 𝑓𝐵(k), одержимо

𝛾
(︁

0 𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝑦
𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑦 0

)︁(︂
𝑓𝐴 (k)
𝑓𝐵 (k)

)︂
= 𝐸

(︂
𝑓𝐴 (k)
𝑓𝐵 (k)

)︂
. (76)

Використавши матрицi Паулi:

𝜎𝑥 =
(︁
0 1
1 0

)︁
, 𝜎𝑦 =

(︁
0 −𝑖
𝑖 0

)︁
, 𝜎𝑧 =

(︁
1 0
0 −1

)︁
, (77)

перепишемо (76) як:

𝛾 (𝜎 · k) f̃(k) = 𝐸 f̃(k), f̃(k) =

(︂
𝑓𝐴(k)
𝑓𝐵(k)

)︂
, (78)

де 𝜎 = (𝜎𝑥, 𝜎𝑦). Аналогiчно можна одержати вираз
для точки 𝐾 ′. Фактично, для цього досить замiни-
ти 𝜎 у (78) на 𝜎*.

Таким чином, в околi точок 𝐾 i 𝐾 ′ зонний
спектр графену визначається простим лiнiйним
виразом,

𝐸𝑠 (k) = 𝑠𝛾 |k| , 𝑠 = ±1, (79)

що й зображено на рис. 11. Валентна зона й зона
провiдностi виродженi в точцi 𝐸 = 0. Тому графен
розглядають як двовимiрний безщiлинний напiв-
провiдник, або ж як напiвметал.

У використаному наближеннi ефективної маси
(або ж у так званому k · p наближеннi), рух еле-
ктрона поблизу точок 𝐾 i 𝐾 ′ фактично описується
рiвнянням Шредiнгера, в якому вектор k замiнено
оператором

k̂ = −𝑖∇. (80)

Така замiна приводить до рiвнянь:

𝛾
(︁
𝜎 · k̂

)︁
F𝐾(r) = 𝐸 F𝐾(r),

𝛾
(︁
𝜎* · k̂

)︁
F𝐾′

(r) = 𝐸 F𝐾′
(r),

(81)

де F𝐾(r) i F𝐾′
(r) – двокомпонентнi хвильовi

функцiї:

F𝐾(r) =

(︂
𝐹𝐾
𝐴 (r)

𝐹𝐾
𝐵 (r)

)︂
, F𝐾′

(r) =

(︃
𝐹𝐾′

𝐴 (r)

𝐹𝐾′

𝐵 (r)

)︃
. (82)

Рiвняння (81) цiлком тотожнi до рiвнянь Дiрака–
Вейля для безмасового нейтрино, за винятком то-
го, що швидкiсть свiтла в них замiнено на iзотро-
пну швидкiсть

𝑣F =
1

~
𝜕𝐸

𝜕𝑘
=
𝛾

~
, (83)

яка визначається силою енергетичного зв’язку мiж
двома сусiднiми атомами вуглецю й менша вiд
швидкостi свiтла приблизно в 300 разiв. Цю швид-
кiсть зазвичай називають “швидкiстю Фермi”, хоча
правильнiше було б називати її “швидкiстю Вол-
леса” на честь теоретика, який вперше її отримав
[46]. Така велика швидкiсть i стала пiдставою для
високих очiкувань щодо надзвичайної швидкодiї
потенцiйних польових транзисторiв iз балiстичним
графеновим каналом.

Ще раз перепишемо вираз (81) для спектра по-
близу точки Дiрака у зручному для користування
виглядi:

𝐸(𝑘) = ±~𝑣F𝑘 = ±~𝑣F
√︁
𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦. (84)

Виходячи з цього вигляду енергетичного спектра,
важливою особливiстю графену є те, що вiн легко
може змiнювати свiй тип провiдностi. На рис. 12
зображено реальну структуру графенового польо-
вого транзистора на дiелектричнiй пiдкладцi, пiд
якою розташовано затвор. Як матерiал для пiд-
кладки найчастiше використовують SiO2, хоч про-
тягом останнiх рокiв тривають пошуки iнших ма-
терiалiв – вiд дiелектрикiв з високим значенням
проникностi й до сегнетоелектрикiв; гiстерезиснi
явища, якi при цьому виникають у провiдностi гра-
фенового каналу, використовують для створення
пристроїв швидкодiйної енергонезалежної пам’я-
тi [68].
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Прикладаючи до затвору (на рис. 12 для ньо-
го використано сильно легований 𝑛-кремнiй) по-
зитивну або негативну напругу, можемо iнжекту-
вати з контактiв у графеновий канал вiдповiдно
електрони, або дiрки, якi заповнюють конус енер-
гiй, зображений на рис. 11, до певної енергiї Фермi,
величина якої залежить вiд напруги на затворi, дi-
електричної проникностi i товщини пiдкладки [37].
Якщо 𝐸F > 0, графен є 𝑛-провiдником, а 𝐸F < 0 –
𝑝-провiдником. Таким чином, графен є не тiльки
єдиним справжнiм 2D матерiалом (iншi квантовi
ями мають скiнченну довжину вздовж осi 𝑧, що
є одного порядку з довжиною хвилi де Бройля, i
тiльки графен має товщину атомного моношару –
найменшу можливу з усiх товщин для пристроїв
електронiки), а, на вiдмiну вiд квантових ям (де
тип провiдностi визначається умовами виготовле-
ння), змiнює тип провiдностi простою змiною по-
лярностi напруги на затворi.

Електрони в графенi описуються двокомпонен-
тною хвильовою функцiєю (82), яку можна пере-
писати як:(︁
𝜓𝐴
𝜓𝐵

)︁
=

1√
2

1√︀
𝐿𝑥𝐿𝑦

(︁
1
𝑠𝑒𝑖𝜃

)︁
𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦), (85)

де 𝐿𝑥𝐿𝑦 = 𝐴 – площа графену, 𝜃 = arctg(𝑘𝑦/𝑘𝑥).
Такий вигляд хвильової функцiї тягне за собою ва-
жливi фiзичнi наслiдки: наприклад, оскiльки еле-
ктрони з квазiхвильовими векторами +𝑘𝑥 i −𝑘𝑥
мають ортогональнi хвильовi функцiї, то ймовiр-
нiсть розсiяння на 180∘ (строго назад) у графе-
нi дорiвнює нулю. I навпаки, має мiсце парадокс
Клейна: електрон з iмовiрнiстю 1 проходить бар’єр
𝑝–𝑛-переходу в графенi [37].

3.3. Густина станiв
i концентрацiя носiїв у графенi

Функцiя щiльностi станiв визначає число еле-
ктронних станiв в енергетичному промiжку вiд 𝑘
до 𝑘 + 𝑑𝑘. Для її знаходження треба площу цього
промiжку в 2D просторi квазiхвильових векторiв
[𝑘𝑥, 𝑘𝑦], яка дорiвнює 2𝜋𝑘𝑑𝑘, помножити на спiнове
виродження 𝑔𝑠 = 2, долинне виродження 𝑔𝑣 = 2, i
подiлити результат на об’єм елементарної комiрки
зони Брiллюена, що вiдповiдає фазовому просто-
ру, який припадає на один стан, (2𝜋)2/𝐿𝑥𝐿𝑦 [63,
64]. В результатi для числа станiв у такому енер-

гетичному промiжку одержуємо

𝑁(𝑘)𝑑𝑘 = 𝑔𝑠𝑔𝑣
2𝜋𝑘𝑑𝑘

(2𝜋/𝐿𝑥)(2𝜋/𝐿𝑦)
, (86)

Для лiнiйного закону дисперсiї (84) цей вираз пе-
репишеться як:

𝑁(𝑘)𝑑𝑘 = 𝑔𝑣𝐴
𝐸𝑑𝐸

𝜋(~𝑣F)2
. (87)

Визначаючи 𝐷(𝐸)𝑑𝐸 як густину станiв на одини-
цю поверхнi графену в iнтервалi енергiй мiж 𝐸 i
𝐸+𝑑𝐸, i враховуючи, що енергiя може бути як до-
датною, так i вiд’ємною, з урахуванням (84) оста-
точно одержуємо

𝐷(𝐸) =
2|𝐸|
𝜋~2𝑣2F

. (88)

Концентрацiя електронiв у зонi провiдностi (їх чи-
сло, вiднесене до площi поверхнi графену 𝐴), до-
рiвнює:

𝑛𝑠(𝐸F) =

∞∫︁
0

𝐷(𝐸)𝑓0(𝐸)𝑑𝐸. (89)

Тут iндексом 𝑠 (вiд англiйського surface – поверх-
ня) ми, як i ранiше в (40), нагадуємо про те, що
йдеться про 2D електрони, концентрацiя яких має
вимiрнiсть [1/м2]. Оскiльки газ безмасових носiїв
струму в графенi сильно вироджений вже за дуже
малих напруг на затворi [37], то cхiдчастий вигляд
функцiї розподiлу (𝑓0(𝐸) = 1, 𝐸 6 𝐸F; 𝑓0(𝐸) = 0,
𝐸 > 𝐸F) може вважатися задовiльним наближен-
ням навiть для кiмнатної температури. Тому пере-
пишемо (89) як:

𝑛𝑆(𝐸F) =

𝐸F∫︁
0

𝐷(𝐸)𝑑𝐸 =
2

𝜋~2𝑣2F

𝐸F∫︁
0

𝑑𝐸, (90)

тож остаточно для концентрацiї носiїв струму
маємо

𝑛𝑆(𝐸F) =
𝐸2

F

𝜋~2𝑣2F
. (91)

3.4. Провiднiсть графену

Провiднiсть графену визначається загальними ви-
разами (65), (66), якi одержано з формули Ланда-
уера [38]. Вона залежить вiд енергiї Фермi 𝐸F, а
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та, згiдно з (91), визначається концентрацiєю носi-
їв. Як було показано вище, число мод провiдностi
в 2D-провiднику (11) дорiвнює:

𝑀(𝐸) =𝑊𝑀2D(𝐸) =𝑊
ℎ

4

⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
𝐷2D(𝐸), (92)

де 𝑊– ширина провiдника (для нашого випад-
ку вважаємо 𝑊 = 𝐿𝑦), ⟨𝑣+𝑥 (𝐸)⟩ – усереднена
швидкiсть руху електронiв у графеновому кана-
лi вздовж додатного напрямку осi 𝑥. Для балiсти-
чного графенового каналу пiсля необхiдних усере-
днень (6), (7) легко показати, що:⟨︀
𝑣+𝑥 (𝐸)

⟩︀
=

2

𝜋
𝑣F. (93)

Оскiльки густина станiв, що входить до (92), ви-
значається вже не виразом (5), як для випадку
параболiчного закону дисперсiї, а виразом (88),
бо зонний спектр (84) у графенi лiнiйний, то для
числа мод провiдностi в графенi остаточно одер-
жуємо

𝑀(𝐸) =𝑊
2|𝐸|
𝜋~𝑣F

. (94)

Отже, на вiдмiну вiд випадку параболiчного зако-
ну дисперсiї, для якого функцiї густини станiв i
числа мод провiдностi мають рiзну залежнiсть вiд
енергiї (див. рис. 2), у графенi обидвi цi функцiї
залежать вiд енергiї лiнiйно:

𝐷(𝐸),𝑀(𝐸) ∝ 𝐸. (95)

Тепер можемо обчислити провiднiсть. Використо-
вуючи в (66) схiдчасту апроксимацiю для функцiї
розподiлу при 𝑇 = 0 K, за якої справедливий вираз
(43), одержуємо

𝜎′(𝐸) =
2𝑞2

ℎ

𝑀(𝐸)

𝑊
𝜆(𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
=

=
2𝑞2

ℎ

𝑀(𝐸)

𝑊
𝜆(𝐸) 𝛿(𝐸 − 𝐸F), (96)

тож остаточно 2D провiднiсть (65) для графену
становить:

𝜎𝑆 =

∫︁
𝜎′(𝐸)𝑑𝐸 =

2𝑞2

ℎ

(︂
2𝐸F

𝜋~𝑣F

)︂
𝜆(𝐸F). (97)

Якщо середня довжина вiльного пробiгу в графе-
нi не залежить вiд енергiї, то провiднiсть графену
лiнiйно залежить вiд енергiї Фермi, а, отже, згiдно
з (91) пропорцiйна

√
𝑛𝑆 .

3.5. Розсiяння носiїв у графенi

Характер залежностi провiдностi вiд енергiї Фермi
чи вiд 2D концентрацiї носiїв струму визначається
залежнiстю середнього шляху вiльного пробiгу вiд
енергiї 𝜆(𝐸), що, в свою чергу, визначається ча-
сом релаксацiї iмпульсу. Тому з урахуванням (93)
одержуємо

𝜆(𝐸) =
𝜋

2
𝑣F𝜏𝑝. (98)

Як вiдомо (див. [37]), у графенi можуть конку-
рувати декiлька найважливiших механiзмiв роз-
сiяння: на короткодiйних потенцiалах (важливий
для структурно недосконалого графену з великою
кiлькiстю порушень правильної ґратки, зображе-
ної на рис. 8; слово “короткодiйний” означає те,
що цей потенцiал локалiзований на вiдстанях по-
рядку сталої ґратки); на акустичних фононах (ре-
алiзується для дуже досконалого “простягнутого”
графену, що “висить” над затвором); на кулонiв-
ському потенцiалi iонiзованих домiшок пiдкладки
(реалiзується в бiльшостi експериментiв на доста-
тньо досконалому графенi при кiмнатних темпера-
турах). Показано (див. [37, 65]), що для розсiяння
на короткодiйних потенцiалах структурних недо-
сконалостей i на акустичних фононах швидкiсть
розсiяння пропорцiйна щiльностi станiв:

1

𝜏𝑝
∝ 𝐷(𝐸) ∝ 𝐸, (99)

що означає: час релаксацiї iмпульсу i довжина
вiльного пробiгу обернено пропорцiйнi енергiї:

𝜏𝑝 ∝ 𝜆(𝐸) ∝ 𝐸−1. (100)

Вiдтак, вiдповiдно до (97), за домiнування розсiя-
ння на структурних недосконалостях i на акусти-
чних фононах провiднiсть графену 𝜎𝑆 повинна бу-
ти константою, не залежною нi вiд 𝐸F, анi вiд 𝑛𝑆
(рис. 13). Але оскiльки

𝜎𝑆 = 𝑞𝑛𝑆𝜇, (101)

то це означає, що рухливiсть 𝜇 повинна бути обер-
нено пропорцiйною до концентрацiї 𝑛𝑆 . Це – фi-
зично вельми неординарна ситуацiя. Адже на iн-
туїтивному рiвнi ми звикли вважати: чим бiльша
кiлькiсть носiїв струму, тим бiльша й провiднiсть.

У випадку розсiювання на екранованих та не-
екранованих iонiзованих домiшках, якi неминуче
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наявнi в дiелектричнiй пiдкладцi, має мiсце лiнiй-
на залежнiсть 𝜆(𝐸) вiд енергiї [37]:

𝜆(𝐸) = 𝜆𝑖𝑖𝐸, (102)

що пiсля пiдстановки в (97) дає квадратичну зале-
жнiсть провiдностi вiд 𝐸F. А, з урахуванням (91),
це означає, що провiднiсть у цьому випадку лiнiй-
но залежить вiд концентрацiї носiїв 𝑛𝑆 . Згiдно з
(101), рухливiсть у цьому випадку не є функцiєю
концентрацiї.

На рис. 13 якiсно проiлюстровано два розглянутi
вище випадки: (а) розсiювання на короткодiйних
потенцiалах i на акустичних фононах; (б ) розсiю-
вання на iонiзованих заряджених домiшках. Якщо
цi механiзми дiють одночасно, то ймовiрностi про-
цесiв додаються, й для середньої довжини вiльного
пробiгу маємо

1

𝜆tot
=

1

𝜆𝑖𝑖
+

1

𝜆𝑠𝑟
(103)

i для рухливостi застосовний вiдомий закон Матi-
ессена:

1

𝜎tot
=

1

𝜎𝑖𝑖
+

1

𝜎𝑠𝑟
. (104)

Отже, для вибраного значення 𝑛𝑆 дiє принцип
“вузької горловини”: менший з двох внескiв обме-
жує сумарне значення 𝜎𝑆 , а сумарна залежнiсть
𝜎𝑆(𝑛𝑆) робиться нелiнiйною.

Проте в графенi можуть виявлятися ще й iн-
шi канали розсiювання носiїв струму. У багатьох
випадках важливим виявляється розсiяння на по-
лярних оптичних фононах у SiO2, або в iншому
матерiалi пiдкладки [37].

Звернiмо увагу на те, що в експериментi вимi-
рюють не залежнiсть провiдностi вiд концентрацiї
𝜎𝑠(𝑛𝑠), а зазвичай – залежнiсть провiдностi вiд на-
пруги на затворi 𝜎𝑠(𝑉𝑔). При цьому концентрацiя i
напруга на затворi пов’язанi помiж собою лiнiйно
простим спiввiдношенням для плоского конденса-
тора, зображеного на рис. 12, обкладинками для
якого є графеновий канал i затвор: 𝑞𝑛𝑠 = 𝐶𝑉𝑔,
де 𝐶 – ємнiсть конденсатора. Таким чином, з ура-
хуванням явного вигляду 𝐶, концентрацiя у “ле-
гованому затвором” графенi лiнiйно залежить вiд
напруги на затворi 𝑉𝑔, дiелектричної проникностi
затвору 𝜅, i обернено пропорцiйна до товщини за-

Рис. 13. Якiсна картина залежностi провiдностi графену
вiд концентрацiї носiїв струму: для короткодiйних потенцi-
алiв розсiювання й для розсiювання на акустичних фоно-
нах провiднiсть стала (а), розсiювання на iонiзованих заря-
джених домiшках дає лiнiйну залежнiсть (б ), сумарна зале-
жнiсть за умови одночасної дiї зазначених вище механiзмiв
(в). Окремо показано також залежнiсть для балiстичного
режиму провiдностi

твору 𝑑 [37]:

𝑛𝑠(см−2) = 7,2 · 1010
(︂

300

𝑑(нм)

)︂(︂
𝜅

3,9

)︂
𝑉𝑔(В). (105)

Цифри в цьому виразi нормовано до характери-
стик кварцової SiO2 пiдкладки завтовшки 300 нм,
яку використовували в перших роботах на гра-
фенову тематику [29]. Тому гранично можливi
значення концентрацiї (й провiдностi) графеново-
го каналу визначаються полем пробою дiелектри-
чної пiдкладки, яке для SiO2 становить близько
0,5 В/нм. У бiльшостi випадкiв цi значення не пе-
ревищують 1013 см−2.

3.6. Рухливiсть у графенi
й формула Друде

Рухливiсть у графенi знаходимо, прирiвнюючи
(97) i (101):

𝜇 =
2𝑞

ℎ

1

𝑛𝑆

(︂
2𝐸F

𝜋~𝑣F

)︂
𝜆(𝐸F). (106)

Пiсля пiдстановки сюди виразу для 𝑛𝑆 (91) одер-
жуємо

𝜇 =
2𝑞𝑣F
𝜋𝐸F

𝜆(𝐸F). (107)
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Рис. 14. До розрахунку циклотронної частоти. Хрестика-
ми на траєкторiї позначено акти розсiяння

Прийнято говорити, що електрони й дiрки в гра-
фенi “безмасовi”. Очевидну пiдставу для такого
твердження дає те, що лiнiйний закон дисперсiї
електронiв у графенi (84) нагадує так само лiнiй-
ну частотну дисперсiю фотонiв 𝜔(𝑘). Тому для ру-
хливостi не варто використовувати формулу Дру-
де (52) з певною визначеною сталою ефективною
масою𝑚*, натомiсть слiд вiдразу використовувати
вираз (107). Але, разом з тим, можна встановити
зв’язок мiж двома пiдходами. Для цього виразимо
довжину вiльного пробiгу в (107) через час рела-
ксацiї згiдно з (98). Тодi

𝜇 =
𝑞

𝐸F/𝑣2F
𝜏𝑝(𝐸F), (108)

що нагадує формулу Друде для рухливостi (52),
якщо пiд ефективною масою в графенi розумiти

𝑚* =
𝐸F

𝑣2F
, (109)

що вочевидь нагадує релятивiстський вираз для
енергiї 𝐸 = 𝑚𝑐2, в якому швидкiсть свiтла замiне-
но на 𝑣F. Проте введена так ефективна маса вже
не є сталою, а залежить вiд енергiї Фермi.

Звернiмо увагу на те, що всi вирази цього пара-
графа нами записано для графену з провiднiстю 𝑛-
типу. Але всi вони можуть бути застосованi й для
“дiркового” графену пiсля простої замiни в них 𝐸F

на |𝐸F|.

3.7. Циклотронна частота в графенi

При вмiщеннi графену в магнiтне поле, направле-
не перпендикулярно до його площини, електрони
починають обертатися з циклотронною частотою:

𝜔𝑐 = 2𝜋/𝑇, (110)

де 𝑇 – перiод обертання по коловiй орбiтi (рис. 14),
навколо вектора магнiтного поля:

B = 𝐵𝑧𝑧. (111)

Класично слабкi магнiтнi поля визначаються спiв-
вiдношенням:

𝜔𝑐 𝜏𝑝 ≪ 1, (112)

де 𝜏𝑝 – середнiй час вiльного пробiгу електрона.
Для параболiчного закону дисперсiї носiїв з ефе-

ктивною масою 𝑚*, як вiдомо (див., наприклад,
[65]),

𝜔𝑐 =
𝑞𝐵𝑧

𝑚* . (113)

Тодi умову для слабких полiв (112) з урахуванням
(108) можна переписати як:

𝜇𝐵𝑧 ≪ 1. (114)

З (110) та (112) випливає, що для слабких полiв

𝑇 ≫ 𝜏𝑝, (115)

тобто перiод обертання набагато перевищує час
мiж зiткненнями. Iншими словами, бiльшiсть ор-
бiт виявляються незамкненими, й можна спосте-
рiгати класичний ефект Холла. В протилежному
випадку

𝜔𝑐𝜏𝑝 ≫ 1, (116)

що вiдповiдає класично сильним магнiтним полям,
вiдбувається ефективне поглинання зовнiшнього
електромагнiтного випромiнювання на циклотрон-
нiй частотi – циклотронний резонанс. А при пере-
ходi до квантово сильних магнiтних полiв вини-
кають передумови для спостереження квантового
ефекту Холла [38, 39].

Отримаємо загальний вираз для циклотронної
частоти, придатний для довiльного закону диспер-
сiї. Для сили Лоренца, яка дiє на електрон у ма-
гнiтному полi, запишемо:

𝑑p

𝑑𝑡
= −𝑞v ×B. (117)
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Врахуємо також те, що квазiiмпульс зв’язаний з
квазiхвильовим вектором як p = ~k, i запишемо
(117) покомпонентно:

~
𝑑𝑘𝑥
𝑑𝑡

= −𝑞𝑣𝑦𝐵𝑧, (118a)

~
𝑑𝑘𝑦
𝑑𝑡

= + 𝑞𝑣𝑥𝐵𝑧, (118b)

що дає (рис. 14):

~𝑘
𝑑(cos 𝜃)

𝑑𝑡
= −𝑞(𝑣 sin 𝜃)𝐵𝑧, (119a)

~𝑘
𝑑(sin 𝜃)

𝑑𝑡
= +𝑞(𝑣 cos 𝜃)𝐵𝑧. (119b)

Диференцiюючи (119a) за часом i використовуючи
(119b), одержуємо

𝑑2(cos 𝜃)

𝑑𝑡2
= −𝜔2

𝑐 cos 𝜃, (120)

де циклотронна частота для довiльного iзотропно-
го зонного спектра дорiвнює:

𝜔𝑐 =
𝑞𝑣

~𝑘
𝐵𝑧. (121)

Для параболiчного закону дисперсiї має мiсце оче-
видне спiввiдношення

𝑣 =
~𝑘
𝑚* , (122)

що й приводить до вiдомого виразу (113).
Але для графену 𝑣 = 𝑣F i 𝐸 = ~𝑣F𝑘; тому для

циклотронної частоти в графенi з (121) одержуємо

𝜔𝑐 =
𝑞𝐵𝑧

𝐸F/𝑣2F
. (123)

Таким чином, i тут справедливий отриманий на-
ми ранiше вираз (109) для ефективної маси. Цей
результат було отримано киянами В. Гусинiним i
С. Шараповим [41] ще на свiтанку “фiзики гра-
фену”. Важливо вiдзначити, що в силу залежно-
стi (123) вiд 𝐸F рiвнi Ландау в квантово сильному
магнiтному полi перестають бути еквiдистантни-
ми (як це має мiсце для звичайного параболiчного
спектра електронiв).

3.8. Ефективна маса – загальний пiдхiд

Тотожнiсть виразiв для ефективної маси в графе-
нi, отриманих з формул для рухливостi (109) й для
циклотронної частоти (123), вказує на те, що пови-
нен iснувати пiдхiд до визначення ефективної ма-
си, загальнiший вiд традицiйного, коли її вводять
через другу похiдну вiд зонного спектра поблизу
його екстремуму:

𝑚* = ~2/
(︂
𝑑2𝐸

𝑑𝑘2

)︂
𝑘=0

. (124)

Як ми побачили вище, модель ЛДЛ припускає двi
еквiвалентнi форми запису струму (32), а вiдтак i
двi еквiвалентнi форми запису провiдностi [1, 18,
20]. У першому випадку провiднiсть записується
через добуток густини станiв 𝐷(𝐸) й коефiцiєнта
дифузiї �̄�:

𝜎 (𝐸) = 𝑞2�̄�
𝐷(𝐸)

𝐿

{︂
1,

1

𝑊
,
1

𝐴

}︂
, (125)

а в другому – через добуток числа мод 𝑀(𝐸) в
каналi провiдностi й середньої довжини вiльного
пробiгу 𝜆(𝐸):

𝜎 (𝐸) =
𝑞2

ℎ
𝑀(𝐸)𝜆(𝐸)

{︂
1,

1

𝑊
,
1

𝐴

}︂
. (126)

У фiгурних дужках у (125), (126) – множники для
провiдникiв 1D, 2D, 3D вимiрностi вiдповiдно, по-
ходження яких зрозумiле з формул (39)–(41).

Застосовнiсть моделi Друде обмежена, на той
час, як вирази для провiдностi (125) i (126) мають
загальне значення. Фундаментальна рiзниця мiж
цими виразами й теорiєю Друде полягає в тому,
що усереднення (65), (66):

𝜎 =

+∞∫︁
−∞

𝜎 (𝐸)

(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝐸 (127)

робить провiднiсть властивiстю поверхнi Фермi:
провiднiсть визначається рiвнями енергiї, близьки-
ми до 𝐸 = 𝐸F0. Натомiсть у моделi Друде провiд-
нiсть фактично залежить вiд загальної електрон-
ної густини, пiдсумованої за всiм спектром енер-
гiй, що й накладає обмеження на застосовнiсть цiєї
моделi. Адже вiд дiелектрикiв до металiв провiд-
нiсть змiнюється на десятки порядкiв, хоча загаль-
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Рис. 15. До обчислення густини фононних станiв на рiзних
частотах

не число електронiв i там i там приблизно однако-
ве. Прийнято вважати, що в металi значно бiль-
ше число “вiльних” електронiв – проте саме понят-
тя “вiльних” електронiв значною мiрою iнтуїтивне.
Правильна вiдповiдь полягає в тому, що для дiеле-
ктрикiв притаманнi вельми низька густина станiв
i число мод провiдностi саме в околi 𝐸 = 𝐸F0.

Можна показати (див., наприклад, [1, 2, 20]),
що для довiльних провiдникiв – не лише кристалi-
чних, а й аморфних, чи навiть молекулярних – не-
залежно вiд конкретного вигляду закону дисперсiї
𝐸(𝑝), густина станiв 𝐷(𝐸), швидкiсть 𝑣(𝐸) та iм-
пульс 𝑝(𝐸) зв’язанi з повним числом електронних
станiв 𝑁(𝐸) з енергiєю, меншою вiд значення 𝐸,
фундаментальним спiввiдношенням

𝐷(𝐸)𝜈(𝐸)𝑝(𝐸) = 𝑁(𝐸)𝑑, (128)

де 𝑑 – вимiрнiсть провiдника, а повне число станiв
𝑁(𝐸) записується як:

𝑁(𝐸) =

𝐸∫︁
−∞

𝐷(𝐸) 𝑑𝐸. (129)

Використовуючи (128) для обчислення провiдностi
(125) з урахуванням значення коефiцiєнта дифузiї

�̄� =
⟨︀
𝜈2𝑥𝜏𝑝

⟩︀
, (130)

для 3D-провiдника одержуємо

𝜎 (𝐸) = 𝑞2
𝑁 (𝐸)

𝐴 · 𝐿
𝜏𝑝 (𝐸)

𝑚 (𝐸)
, (131)

де масу визначено як:

𝑚 (𝐸) =
𝑝 (𝐸)

𝜈 (𝐸)
. (132)

Фундаментальне спiввiдношення (128) справедли-
ве як для параболiчної дисперсiї, так i для лiнiйної.
При цьому, виходячи з (132), лише для квадрати-
чного спектра маса носiїв струму не залежить вiд
енергiї; для iнших законiв дисперсiї, зокрема й для
лiнiйного, як у графенi, це вже не так.

Вираз для провiдностi (131) виглядає точнiсiнь-
ко як у моделi Друде, якщо 𝑁/(𝐴 ·𝐿) вважати кон-
центрацiєю електронiв 𝑛. При низьких температу-
рах це справдi так, оскiльки усереднення (127) при
𝐸 = 𝐸F0 дає

𝜎 =

(︂
𝑞2
𝑁(𝐸)

𝐴 · 𝐿
𝜏𝑝
𝑚

)︂
𝐸=𝐸F0

= 𝑞2𝑛 𝜏𝑝/𝑚, (133)

де 𝑁(𝐸) при 𝐸 = 𝐸F0 є повним числом електронiв.
Однак при ненульовiй температурi ситуацiя скла-
днiша й потребує ретельнiшого розгляду.

3.9. Густина фононних станiв у графенi

Густина фононних станiв i фононнi моди в моделi
ЛДЛ розглянуто нами в [2, 19]. У графенi, вихо-
дячи з його фiзичної природи, на додачу до опти-
чних коливань, якi мають вельми високу частоту
в силу мiцностi 𝜎-зв’язкiв, можуть реалiзуватися
поздовжнi LA та поперечнi TA акустичнi колива-
ння в площинi 𝑥, 𝑦, а також так званi “вигиннi”
(flexural/ZА) акустичнi моди, за яких атоми змi-
щуються з цiєї площини по осi 𝑧 [66]. Якiсно хiд
цих мод зображено на рис. 15.

Обчислимо густина фононних станiв на певних
конкретних частотах 𝜔1, 𝜔2 i 𝜔3. Якщо поздовжнi
LA i поперечнi TA акустичнi моди можна апрокси-
мувати звичайною лiнiйною залежнiстю 𝜔(𝑘):

𝜔 = 𝑣LA𝑔 𝑘,

𝜔 = 𝑣TA𝑔 𝑘,
(134a)

то вигиннi моди ZA найкраще апроксимуються
квадратичною залежнiстю вигляду:

𝜔 ∝ ConstZA · 𝑘2, (134b)

де для графену 𝑣LA𝑔 ≈ 2 · 104, 𝑣TA𝑔 ≈ 1,5 · 104 м/с,
ConstZA ≈ 5 · 10−7 м2/с [66, 67].

Використовуючи (134) i застосовуючи стандар-
тний формалiзм [2], для густини фононних LA i
ТА мод отримуємо вiдомi вирази:

𝐷LA
2D (𝜔) =

𝜔

2𝜋(𝑣LA𝑔 )2
, 𝐷TA

2D (𝜔) =
𝜔

2𝜋(𝑣TA𝑔 )2
.
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Для ZA моди натомiсть маємо

𝐷ZA
2D (𝜔) =

1

𝐿2

𝑑𝑁2D(𝑘)

𝑑𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝜔
=

1

4𝜋 · ConstZA
. (135)

Цiкаво вiдзначити, що середньоквадратична ам-
плiтуда вигинних коливань розходиться при скiн-
ченiй температурi (оскiльки їх густина станiв (135)
не залежить вiд частоти), а, отже вiльний графен
(без пiдкладки) повинен спонтанно скручуватися
в нанотрубку.

На частотi 𝜔1 (рис. 15) внесок у густину фонон-
них станiв роблять усi три моди:

𝐷tot
2D(𝜔1) = 𝐷LA

2D (𝜔1) +𝐷TA
2D (𝜔1) +𝐷ZA

2D (𝜔1) =

=
𝜔1

2𝜋(𝑣LA𝑔 )2
+

𝜔1

2𝜋(𝑣TA𝑔 )2
+

1

4𝜋 · ConstZA
, (136a)

на частотi 𝜔2 – тiльки моди LA i TA:

𝐷tot
2D(𝜔2) = 𝐷LA

2D (𝜔2) +𝐷TA
2D (𝜔2) =

=
𝜔2

2𝜋(𝑣LA𝑔 )2
+

𝜔2

2𝜋(𝑣TA𝑔 )2
, (136b)

а на частотi 𝜔3 – тiльки мода LA:

𝐷tot
2D(𝜔3) = 𝐷LA

2D (𝜔3) =
𝜔3

2𝜋(𝑣LA𝑔 )2
. (136c)

3.10. Внесок електронiв
i фононiв у теплопровiднiсть графену

Вивчення термiчних властивостей графену розпо-
чалося дещо пiзнiше вiд вивчення його унiкальних
електрофiзичних чи оптичних властивостей. Про-
те на цей час їм теж присвячено велику кiлькiсть
робiт (див., наприклад, огляд [66]). Оцiнимо вне-
сок електронiв i фононiв у теплопровiднiсть графе-
ну. Як вiдомо, теплопровiднiсть дiелектрикiв ви-
значається фононами, теплопровiднiсть металiв –
електронами. Для напiвметалу графену вiдповiдь
на питання про те, який внесок у теплопровiднiсть
домiнує, не очевидна.

Модель ЛДЛ дозволяє вiдповiсти на поставлене
питання, оскiльки в рамках цiєї моделi i перене-
сення струму й тепла електронами, i перенесення
тепла фононами можна розглянути в рамках єди-
ного пiдходу. Для цього ще раз наведемо другий з
еквiвалентних виразiв для електричного струму в
моделi ЛДЛ у виглядi:

𝐼 =
𝑞

ℎ

+∞∫︁
−∞

𝑑𝐸

(︂
𝑀𝜆

𝐿+ 𝜆

)︂
el

(𝑓1 (𝐸)− 𝑓2 (𝐸)), (137)

де iндекс el нагадує, що йдеться про число еле-
ктронних мод провiдностi (11) i про довжину вiль-
ного пробiгу електронiв. Але вираз для перенесе-
ного фононами теплового потоку можна отрима-
ти, просто замiнивши в (137) електричний заряд
𝑞 на енергiю фонона ~𝜔 (бо переноситься вже не
заряд, а тепло), число електронних мод провiдно-
стi та довжину вiльного пробiгу для електронiв –
на вiдповiднi величини для фононiв [2, 19], i фер-
мiвськi функцiї розподiлу (1) – на функцiї Бозе–
Ейнштейна:
𝑛1 (𝜔) =

1

exp (~𝜔/𝑘𝑇1)− 1
i
𝑛2 (𝜔) =

1

exp (~𝜔/𝑘𝑇2)− 1
.

Провiвши цi простi замiни, отримаємо фiзично
зрозумiлий вираз для теплового потоку, зумовле-
ного фононами:

𝐼𝑄 =
1

ℎ

+∞∫︁
0

𝑑(~𝜔)
(︂
𝑀𝜆

𝐿+ 𝜆

)︂
ph

~𝜔(𝑛1(𝜔)− 𝑛2(𝜔)). (138)

Таким чином, електронна теплопровiднiсть графе-
ну через (66) i (68) пропорцiйна числу електронних
мод, натомiсть фононна згiдно з (138) – числу фо-
нонних мод. Згiдно з (94), число мод електронної
провiдностi в графенi становить:

𝑀2D(𝐸) =
2|𝐸|
𝜋~𝑣F

.

Натомiсть для числа мод фононiв можна запи-
сати [2, 19]:

𝑀2D(𝜔) = 2𝑣𝑔(𝜔)𝐷2D(𝜔) =
𝑘(𝜔)

𝜋
. (139)

Для LA i TA акустичних фононiв знову використа-
ємо лiнiйне дебаївське наближення (134a), а для
ZA фононiв – квадратичну апроксимацiю (134b).
Тодi для числа фононних мод маємо

𝑀LA
2D (𝜔) =

𝜔

𝜋𝑣LA𝑔

,

𝑀TA
2D (𝜔) =

𝜔

𝜋𝑣TA𝑔

,

𝑀ZA
2D (𝜔) =

1

𝜋

√︂
𝜔

ConstZA
,

(140)

де чисельнi значення параметрiв 𝑣LA𝑔 , 𝑣TA𝑔 i
ConstZA наведено в попередньому параграфi.
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Рис. 16. Залежнiсть числа електронних i фононних мод у
графенi в iнтервалi 50 меВ [67]

Порiвнюючи число електронних мод провiдно-
стi в графенi (94) з числом фононних LA i TA мод
(140), ми з урахуванням рiвностi 𝐸 = ~𝜔 фактично
маємо той самий за структурою вираз, за виня-
тком того, що (94) мiстить ще й двiйку, яка описує
спiнове виродження. Але чисельнi значення швид-
костей, що входять до (94) i до (140), суттєво рiзнi:
швидкiсть електронiв 𝑣F на два порядки вища вiд
групової швидкостi фононiв 𝑣𝑔. Як наслiдок, число
електронних мод провiдностi набагато менше вiд
числа фононних мод. Це наочно видно з рис. 16,
де залежнiсть числа всiх акустичних фононних
мод вiдкладена разом з густиною електронних мод
провiдностi в iнтервалi 0 < 𝐸 6 50 меВ (цей енер-
гетичний iнтервал вiдповiдає на верхнiй межi зна-
ченню ≈2𝑘𝑇 при кiмнатнiй температурi).

Вiдтак фонони роблять суттєво бiльший внесок
у процес переносу тепла в графенi, анiж електро-
ни. А серед усiх фононних акустичних мод най-
бiльший внесок у процес теплоперенесення, при-
наймнi до кiмнатних температур, роблять “вигин-
нi” ZA моди, як це видно з результатiв розрахунку
[67], наведених на рис. 16.

3.11. Максимальна провiднiсть графену

Для реальних графенових каналiв у польових
транзисторах (рис. 12) максимальна провiднiсть,
як правило, лiмiтується ступенем досконалостi
пiдкладки (чим менше iонiзованих домiшок у пiд-
кладцi, тим бiльше значення 𝜆𝑖𝑖 у (102)) i її дiеле-
ктричною мiцнiстю (чим вона вища, тим бiльшої
концентрацiї носiїв струму в графеновому каналi
можна досягнути (105)). Реальнi значення питомо-
го опору, яких при цьому досягають, становлять
порядку 100 Ом/� (значок � означає, що йдеться

про питомий опiр 2D матерiалу, який, згiдно з (40),
має ту саму вимiрнiсть Ом, що й повний опiр). Цi-
каво, що мiнiмальну величину цього опору факти-
чно лiмiтує не сам графен, а якiсть пiдкладки, на
якiй його розмiщено!

А яка максимально можлива провiднiсть само-
го графену? Розгляньмо iдеально чистий графен
без дефектiв i заряджених домiшок пiдкладки, якi
розсiюють електрони. Експериментально таку си-
туацiю реалiзують для так званого “простягнуто-
го” (stretched) графену – дуже досконалого графе-
ну, отриманого методом мiкромеханiчного вiдша-
рування, пiд яким витравлено певну дiлянку пiд-
кладки, i, отже, дiлянку самого графену “простя-
гнуто” над пiдкладкою i затвором [32, 37]. Якої
провiдностi при цьому можна очiкувати? Оскiль-
ки розсiяння на короткодiйних розсiювальних по-
тенцiалах недосконалостей ґратки i кулонiвських
потенцiалах заряджених домiшок у такiй системi
немає за означенням, то залишається розсiяння на
акустичних фононах. Швидкiсть такого розсiяння
пропорцiйна густинi станiв, а для часу розсiяння
справедливий вираз [37]:

𝜏𝑝(𝐸) =
4~3𝜌𝑚𝑣2F𝑣2𝑆
𝐷2

𝐴𝑘𝑇

(︂
1

𝐸

)︂
, (141)

де 𝜌𝑚 – масова густина графену на одиницю по-
верхнi, 𝑣𝑆 – швидкiсть звуку, 𝐷𝐴 – акустичний де-
формацiйний потенцiал, який є мiрою електрон-
фононного зв’язку. Тодi для довжини вiльного
пробiгу, згiдно з (98), одержуємо

𝜆(𝐸) =
2𝜋~3𝜌𝑚𝑣3F𝑣2𝑆

𝐷2
𝐴𝑘𝑇

(︂
1

𝐸

)︂
. (142)

Далi з виразу (97) для поверхневої провiдностi
маємо

𝜎𝑆 =
4𝑞2~𝜌𝑚𝑣2F𝑣2𝑆
𝜋𝐷2

𝐴𝑘𝑇
. (143)

Пiдставляючи значення параметрiв графену [37]
𝑣𝑆 ≈ 2,1·104 м/с, 𝜌𝑚 ≈ 7,6·10−7 кг/м2,𝐷𝐴 ≈ 18 еВ,
одержуємо значення:

𝜌𝑆 =
1

𝜎𝑆
≈ 30 Ом/�. (144)

Оцiнка (144) дає очiкувану нижню межу для пи-
томого поверхневого опору (або верхню межу для
питомої поверхневої провiдностi) самого графену.
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Однак слiд пам’ятати: в реальному графенi, роз-
мiщеному на пiдкладцi, завжди є й iншi механiзми
розсiяння, якими ми в нашiй простiй оцiнцi зне-
хтували; й вони неминуче збiльшать поверхневий
опiр. Реальнi найкращi досягнутi значення для ве-
ликих графенових плiвок, якi використовуються
як прозорi покриття в фотовольтаїцi (при цьому
використовувалося “легування” графену диполями
сегнетоелектрика PVDF-TrFE, що дозволяло одер-
жати рекордно високi значення концентрацiй еле-
ктронiв [68]), становлять порядку 100 Ом/�.

Як це спiввiдноситься з поверхневим опором iн-
ших матерiалiв? У сучасних MOSFET польових
транзисторах на Si з 𝑛𝑆 ≈ 1013 см−3 рухливiсть
в iнверсiйному шарi становить 𝜇eff ≈ 250 см2/В · с.
Отже, для цього 2D провiдника 𝜌𝑆 ≈ 2500 Ом/�.
Для високопровiдного InGaAs з 𝑛𝑆 ≈ 2 · 1012 см−3

i рухливiстю 𝜇eff ≈ 1 · 105 см2/В · с опiр становить
𝜌𝑆 ≈ 300 Ом/�. Нарештi, опiр найбiльш доскона-
лих ITO (iндiй – оксид олова) плiвок, якi викори-
стовуються сьогоднi як прозорi покриття в фото-
вольтаїцi, є порядку 100 Ом/�. Отже, прогнозо-
вана максимальна провiднiсть графену є справдi
вельми високою.

3.12. Частотнi межi
для графенового польового транзистора

Актуальним технологiчним завданням є не тiльки
зменшення опору графенового каналу, а й пiдви-
щення частоти роботи графенових польових тран-
зисторiв. Зменшення довжини каналу до 10 нм до-
зволило на цей час експериментально досягти те-
рагерцового дiапазону частот (див. [69] i посилан-
ня в нiй). Отже, й тут графен виявляє унiкальнi
властивостi – адже проблема створення ефектив-
них пристроїв для важливого терагерцового дiапа-
зону, який лежить помiж давно освоєними опти-
чним i радiодiапазонами, досi не вирiшена до кiн-
ця. Тому важливо оцiнити теоретичнi межi для ча-
стоти роботи графенового польового транзистора.

Розглянемо електричне коло, що включає гра-
феновий резистор, до якого прикладено змiнну на-
пругу. Звернiмо увагу, що в бiльшостi задач гра-
фенової фiзики пiд вольт-амперною характеристи-
кою розумiють залежнiсть струму в графеновому
каналi вiд напруги на затворi, змiною якої забез-
печується “легування” графену електронами, або
ж дiрками. Однак у цьому випадку ми вважаємо,
що затвор заземлено.

Як було показано в [70] в наближеннi слабкого
сигналу, кiнетичне рiвняння Больцмана для гра-
феного каналу може бути переписано як:

𝐿
𝜕𝐼

𝜕𝑡
=

Δ𝐸F

𝑞
, (145)

де струм у режимi квазiрiвноважного балiстично-
го транспорту пропорцiйний рiзницi хiмпотенцiа-
лiв на контактах Δ𝐸F i середньому значенню чи-
сла мод провiдностi ⟨𝑀⟩ в околi рiвноважного зна-
чення потенцiалу в енергетичнiй смузi порядку 𝑘𝑇 :

𝐼 =
2𝑞

ℎ
⟨𝑀⟩Δ𝐸F. (146)

У (145) внаслiдок формальних здiйснених над рiв-
нянням Больцмана у [70] перетворень введено кi-
нетичну iндуктивнiсть 𝐿:

1

𝐿
≈ 2𝑞2 ⟨𝑀⟩

ℎ𝑣F𝑙

⟨︀
𝑣2𝑥
⟩︀
, (147)

де 𝑙 – довжина графенового каналу. Цей вираз до-
зволяє трактувати величину 𝐿, що в системi СI
має вимiрнiсть [Генрi], як iндуктивнiсть, що має,
однак, не електромагнiтну, а кiнетичну природу,
бо випливає з альтернативного представлення кi-
нетичного рiвняння Больцмана для мезоскопiчної
системи [71].

З iншого боку, сумарний заряд графенового ка-
налу 𝑄 можна записати [70] пiсля пiдсумовування
за всiма електронними станами через спiввiдноше-
ння
𝐶 =

𝑄𝑞

Δ𝐸F
, (148)

де так само формально введено квантову єм-
нiсть 𝐶:

𝐶 ≈ 2𝑞2 ⟨𝑀⟩ 𝑙
ℎ𝑣F

. (149)

Вирази (145), (148) дають пiдставу зобразити еквi-
валенту схему графенового каналу так, як це пока-
зано на рис. 17, а вирази (147), (149) дають значе-
ння кiнетичної iндуктивностi й квантової ємностi.

Iмпеданс електричного кола, зображеного на
рис. 17, описується вiдомим виразом:

𝑍 = 2𝑅𝑐 +
𝑅 (1− 𝜔2𝐿𝐶) + 𝜔2𝑅𝐿𝐶

(1− 𝜔2𝐿𝐶)2 + (𝜔𝑅𝐶)2
+

+ 𝑖
𝜔 𝐿(1− 𝜔2𝐿𝐶)− 𝜔𝑅2𝐶

(1− 𝜔2𝐿𝐶)2 + (𝜔𝑅𝐶)2
. (150)
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Рис. 17. Еквiвалентна схема для графенового провiдного
каналу [70]: 𝑅 – омiчний опiр каналу, 𝑅𝐶 – контактнi опори,
𝐶 – квантова ємнiсть, 𝐿 – кiнетична iндуктивнiсть

Рис. 18. Залежнiсть коефiцiєнта Зеєбека у графенi 𝑆 вiд
напруги на затворi 𝑉𝑔 . Вiд’ємним напругам вiдповiдає дiр-
кова провiднiсть графену, додатним – електронна

Для 𝜔 = 0 вираз (150) приводить до тривiального
результату:

𝑍 = 2𝑅𝑐 +𝑅. (151)

Зi зростанням частоти прикладеної змiнної напру-
ги на частотi 𝜔𝑟, де уявна частина (150) робиться
рiвною нулевi й опiр кола максимальний, спостерi-
гатиметься резонанс. Ця частота визначається як:

𝜔𝑟 = 𝜔0

√︂
1− 𝑅2𝐶

𝐿
; 𝜔0 =

1√
𝐿𝐶

. (152)

Оцiнимо частоти, якi передбачаються виразом
(152). Для високоякiсного графенового резистора
Ландауера, де має мiсце балiстичний режим i еле-
ктрон проходить мiж контактами без розсiяння,⟨︀
𝑣2𝑥
⟩︀

≈ 𝑣2F. Звiдси з (152) з урахуванням (147),
(149) маємо

𝜔𝑜 ∼
√︀
⟨𝑣2𝑥⟩/𝑙 = 𝑣F/𝑙. (153)

Цей iнтуїтивно очiкуваний вираз призводить до
терагерцової частоти для графенового каналу мi-
кронної довжини, що узгоджується за порядком
величин з результатами [69]. Однак для довго-
го вирощеного методом CVD графенового кана-
лу, де рух електрона має дифузiйний характер,
а
√︀

⟨𝑣2𝑥⟩ ∼ 𝜇 �̄�SD, де 𝜇 – рухливiсть електрона, а
�̄�SD – усереднене в часi електричне поле мiж кон-
тактами, для поля �̄�SD ∼ 103 В/м i для рухливо-
стi 𝜇 ∼ 10000 см2/В · с (що є типовим значенням

для не надто досконалого CVD графену, де но-
сiї, зокрема, розсiюються й на межах двовимiрних
кристалiтiв) частота матиме порядок мегагерцiв.
Для ще менших полiв i менших значень рухливо-
стi легко отримати й кiлогерцовi частоти. Таким
чином, варiюючи довжину каналу (вiд сотень мi-
кронiв до мiлiметрiв) i рухливiсть (у характерному
для CVD графену iнтервалi 1000–10000 см2/В · с),
можна сподiватися отримати ефективнi фiльтри
для вiдповiдного частотного дiапазону.

3.13. Термоелектричнi
властивостi графену

В силу своїх унiкальних властивостей графен мо-
же бути не тiльки дуже добрим провiдником, а
й ефективним матерiалом для термоелектричних
пристроїв. Одним iз важливих завдань для термо-
електрики є отримання високого значення коефi-
цiєнта Зеєбека 𝑆. З виразу (67) випливає, що кое-
фiцiєнт Зеєбека визначає в основному рiзниця мiж
енергiєю Фермi й енергiєю дна зони провiдностi.
Мiрою того, як рiвень Фермi наближається до дна
зони провiдностi знизу, а потiм рухається вгору в
зонi провiдностi, коефiцiєнт Зеєбека зменшується
[2, 21].

Яких значень коефiцiєнта Зеєбека слiд очiкува-
ти в графенi? Коли рiвень Фермi в графенi прохо-
дить через точку Дiрака, в якiй дотикаються ва-
лентна зона i зона провiдностi, “легування” графе-
ну затвором вiдсутнє, зумовлена ним концентрацiя
носiїв нульова. Проте за 𝑇 > 0 iснують “тепловi”
електрони i дiрки, народженi термiчним перекида-
нням з валентної зони в зону провiдностi. В силу
абсолютної симетричностi станiв цих “теплових”
електронiв i дiрок, що описуються виразом (84),
коефiцiєнт Зеєбека, виходячи з виразу (67), нульо-
вий (внесок станiв, розташованих над рiвнем Фер-
мi, рiвний за величиною i протилежний за знаком
внесковi станiв, розташованих пiд рiвнем Фермi).

Однак коли напруга на затворi ненульова, у “ле-
гованому” таким чином графенi, коли рiвень Фер-
мi вiддалений вiд точки Дiрака на кiлька kT (цьо-
го легко досягнути експериментально), можна очi-
кувати значення коефiцiєнта Зеєбека, близького до
𝑆 ≈ 2𝑘

𝑞 , оскiльки має мiсце рiзка асиметрiя внескiв
станiв “над” i “пiд” рiвнем Фермi у формулi (67).
Справдi, експериментально вимiрюванi значення 𝑆
у графенi для кiмнатних температур можуть дося-
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гати порядку 100 мкВ/К (див. [72]), тобто близько
60% граничної величини 𝑆 ≈ 2𝑘

𝑞 . При ще дальшо-
му зростаннi рiвня Фермi коефiцiєнт Зеєбека змен-
шується в силу того, що графен набуває все бiльш
металiчних характеристик i асиметрiя станiв “над”
i “пiд” хiмпотенцiалом у виразi (67) зменшується.

Як видно з рис. 18, змiнюючи напругу на затво-
рi, можна отримати змiну типу провiдностi графе-
ну i, як наслiдок, змiну знака його коефiцiєнта Зе-
єбека. При цьому загальна залежнiсть коефiцiєнта
Зеєбека вiд напруги на затворi 𝑉𝑔 матиме вигляд
антисиметричної функцiї (𝑆(𝑉𝑔) = −𝑆(−𝑉𝑔)). Зро-
зумiло, що для отримання найкращих термоеле-
ктричних характеристик графену слiд працювати
в областi помiрних напруг на затворi (яким вiдпо-
вiдає вiддаленiсть рiвня Фермi вiд точки Дiрака
на кiлька значень kT ).

У роботi [73] теоретично показано, що коефiцi-
єнт Зеєбека в графенi можна додатково суттєво
збiльшити, внiсши у спектр щiлину заборонених
станiв i зробивши напiвметал вузькощiлинним на-
пiвпровiдником (експериментально це досягається
шляхом внесення дефектiв i деформацiй, форму-
вання графенових нанострiчок, гiдрогенiзацiї по-
верхнi тощо). При цьому вiдповiдно до мiркувань,
викладених у [2, 20], має спостерiгатися максимум
коефiцiєнта Зеєбека при наближеннi рiвня Фермi
до краю щiлини.

Зведення аналiтичних виразiв для термоеле-
ктричних коефiцiєнтiв графену в балiстичному й
дифузiйному режимi наведено в [74].

4. Висновки

Пiдiб’ємо пiдсумки. У методичному оглядi, роз-
рахованому на науковцiв, викладачiв та студентiв
вищої школи, ми виклали базовi положення уза-
гальненої моделi транспорту електронiв у режимi
лiнiйного вiдгуку, яку було розвинуто Р. Ландауе-
ром, С. Датта та М. Лундстромом (модель ЛДЛ)
[11–17]. Ця модель набуває протягом останнього
часу дедалi бiльшої популярностi як в унiверси-
тетських курсах, так i серед дослiдникiв, оскiльки
дозволяє побудувати загальну схему опису транс-
портних явищ у рамках концепцiї “знизу – вго-
ру”, не вдаючись до тих уявлень традицiйної фiзи-
ки об’ємних матерiалiв, якi вочевидь погано пра-
цюють (або й не працюють зовсiм) у нанофiзицi.
Водночас модель ЛДЛ може бути застосовано до

провiдника будь-якої вимiрностi, будь-якого мас-
штабу i з довiльним законом дисперсiї, а також
для опису транспорту в балiстичному, квазiбалi-
стичному або дифузiйному режимi. У рамках мо-
делi ЛДЛ зрозумiлими стають особливостi рухли-
востi електронiв, дисипацiї тепла i падiння напру-
ги в балiстичних резисторах, до яких вочевидь не-
застосовнi традицiйнi уявлення “об’ємної” фiзики.

У рамках моделi ЛДЛ ми спробували дати по-
слiдовний виклад фiзики основних транспортних
характеристик такого iнтенсивно дослiджуваного
починаючи з 2004 року матерiалу, як графен. На-
ми послiдовно описано густину електронних станiв
i залежнiсть концентрацiї носiїв струму вiд напру-
ги на затворi; залежнiсть числа мод провiдностi
вiд енергiї й величину максимальної провiдностi;
рiзнi механiзми розсiяння носiїв в графенi, зумов-
лену цим рухливiсть, визначену згiдно з форму-
лою Друде; циклотронну частоту i ефективну ма-
су носiїв у графенi; частотнi межi роботи графе-
нового польового транзистора; функцiю щiльностi
фононних станiв; порiвняльний внесок електронiв
i фононiв у теплопровiднiсть графену; залежнiсть
коефiцiєнта Зеєбека в графенi вiд напруги на за-
творi. Показано, що в рамках моделi ЛДЛ може
бути отримано простi й наочнi пояснення багатьох
складних транспортних явищ, якi неможливо зро-
зумiти, застосовуючи до графену традицiйнi пiд-
ходи, базованi на моделi Друде.

При цьому поза межами статтi залишилися ве-
лика кiлькiсть важливих явищ, також пов’яза-
них з провiднiстю графену (наявнiсть мiнiмальної
квантової провiдностi, парадокс Клейна, питання
екранування, квантовий ефект Холла в графенi
тощо). Автори, однак, сподiваються, що отрима-
нi в цiй статтi базовi вiдомостi стануть корисними
i при дальшому ознайомленнi читачiв з “фiзикою
графену”.

На завершення наголосiмо: стаття є наслiд-
ком прослуховування одним з нас (ЮОК) курсiв
лекцiй “Near-Equilibrium Transport: Fundamentals
and Applications”, прочитаних он-лайн в 2011 ро-
цi професором Марком Лундстромом (Mark Lund-
strom), а також “Fundamentals of Nanoelectronics,
Part I: Basic Concepts”, прочитаних он-лайн в 2012
i 2015 роках професором Супрiйо Датта (Supriyo
Datta) в рамках iнiцiативи Purdue University/na-
noHUB-U [www.nanohub.org/u]. В нiй також вико-
ристано напрацювання авторського курсу “Фiзи-
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ка конденсованого середовища”, який iнший автор
(МВС) упродовж останнiх рокiв читає для магi-
стрiв факультету радiофiзики, електронiки i ком-
п’ютерних систем Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка.

Автори щиро вдячнi С.М.Рябченку i С.Г.Шара-
пову, чиї цiннi зауваження покращили рiвень цiєї
статтi (за всi недолiки, якi в нiй лишилися, вiд-
повiдальнiсть несуть виключно автори). Автори
також вдячнi Н.Ю.Кругляк за допомогу в роботi
над статтею i в пiдготовцi її до друку.
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ОБОБЩЕННАЯ МОДЕЛЬ
ЛАНДАУЭРА–ДАТТА–ЛУНДСТРОМА
В ПРИМЕНЕНИИ К ТРАНСПОРТНЫМ
ЯВЛЕНИЯМ В ГРАФЕНЕ

Р е з ю м е

В методическом обзоре, рассчитанном на исследователей,
преподавателей и студентов высшей школы, излагается
обобщенная модель транспорта электронов в режиме ли-
нейного отклика, развитая Р. Ландауэром, С. Датта и М.
Лундстромом (ЛДЛ) применительно к проводникам лю-

бой размерности, любого масштаба и произвольной диспер-
сии, работающих в баллистическом, квазибаллистическом
или диффузионном режиме. Обсуждены особенности по-
движности электронов, а также диссипация тепла и паде-
ние напряжения в баллистических резисторах.

С позиций транспортной модели ЛДЛ обсуждаются та-
кие характеристики графена, как плотность электронных
состояний и зависимость концентрации носителей тока от
напряжения на затворе, зависимость числа мод проводимо-
сти от энергии и величина максимальной проводимости, ра-
зличные механизмы рассеяния в графене и обусловленная
ими подвижность, определенная по формуле Друде, цикло-
тронная частота и эффективная масса носителей в графене,
частотные пределы работы графенового полевого транзи-
стора, функция плотности фононных состояний, и сравни-
тельный вклад электронов и фононов в теплопроводность
графена.

Yu.A.Kruglyak, M.V. Strikha

GENERALIZED
LANDAUER–DATTA–LUNDSTROM
MODEL IN APPLICATION TO TRANSPORT
PHENOMENA IN GRAPHENE

S u m m a r y

The generalized model of electron transport in the linear

response regime developed by R. Landauer, S.Datta, and

M.Lundstrom (LDL model) with application to the resistors

of any dimension, any size, and arbitrary dispersion working in

the ballistic, quasiballistic, or diffusion regimes is summarized

in a tutorial review article for the reseachers and universities’

teachers and students. The peculiarities of the electron mobil-

ity, as well as the dissipation of heat and the voltage drop in

ballistic resistors, are also under consideration.

On the basis of the LDL transport model, the character-

istics of graphene such as the density of electronic states, de-

pendence of the concentration of carriers on the gate voltage,

dependence of the number of modes on the energy, maximum

conductivity value, various mechanisms of scattering of car-

riers and the corresponding mobility determined through the

Drude formula, cyclotron frequency, effective mass of carriers,

frequency limits for a graphene FET, function of the density

of phonon states, and relative contribution of electrons and

phonons to the thermal conductivity are discussed.
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