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ФОТОНАРОДЖЕННЯ
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У роботi дослiджено процес фотонародження 𝑒−𝑒+ пари з врахуванням поляризацiйно-
го каскаду (народження та послiдовної анiгiляцiї пари в один фотон) в сильному ма-
гнiтному полi. Проаналiзовано кiнематику та отримано вираз для загальної амплiту-
ди процесу. Знайдено радiацiйну поправку при народженнi пари фотоном на найнижчi
рiвнi Ландау для випадку, коли енергiя початкового фотона має значення, близьке до
порогового. Проведено порiвняння з процесом народження 𝑒−𝑒+ пари одним фотоном.
Ключ о в i с л о в а: фотонародження 𝑒−𝑒+ пари, поляризацiя вакууму, квантова електро-
динамiка, сильне магнiтне поле.

1. Вступ

Актуальнiсть теоретичного дослiдження процесiв
квантової електродинамiки (КЕД) (зокрема, фото-
народження електрон-позитронної пари), що про-
тiкають за присутностi сильного зовнiшнього ма-
гнiтного поля, зумовлена наявнiстю таких фiзи-
чних об’єктiв, як нейтроннi зiрки, де магнiтне по-
ле досягає критичного значення 𝐻𝑐 = 𝑚2𝑐3/𝑒~ ≈
≈ 4,41 · 1013 Гс (пульсари) або й перевищує його
(магнiтари).

При дослiдженнi подiбних процесiв головна ува-
га, в бiльшостi роботах, зосереджена на процесах
першого порядку. Зокрема вважається, що про-
цес фотонародження є основним механiзмом гене-
рацiї 𝑒−𝑒+ плазми в магнiтосферi пульсарiв i вi-
дiграє ключову роль в механiзмах генерацiї ви-
промiнювання цих об’єктiв [1, 6]. При цьому не
враховуються процеси вищих порядкiв, якi в пев-
них умовах можуть мати резонансний характер,
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який виникає внаслiдок виходу промiжної частин-
ки на масову поверхню. Зокрема, малодослiдже-
ним аспектом процесу фотонародження електрон-
позитронної пари є врахування поляризацiї фiзи-
чного вакууму, зумовленого народженням та по-
слiдовною анiгiляцiєю вiртуальної 𝑒−𝑒+ пари в
один фотон (поляризацiйна петля).

Ефект поляризацiї вакууму за присутностi зов-
нiшнього електромагнiтного поля був передбаче-
ний досить давно у роботах [7,8], в яких було отри-
мано лагранжiан Гейзенберга–Ейлера та передба-
чено ефект подвiйного променезаломлення у силь-
них електромагнiтних полях. Далi даний ефект
був теоретично дослiджений за допомогою поля-
ризацiйного тензора з використанням методу вла-
сного часу Швiнгера [9–17]. В роботах [18, 19] ви-
вчався резонансний випадок, коли промiжнi ча-
стинки виходять на масову поверхню. В [20] бу-
ло проведено дослiдження поляризацiйного тензо-
ра з використанням функцiй Грiна в магнiтному
полi, яка визначається через суму по рiвнях Лан-
дау у базисi точних розв’язкiв рiвняння Дiрака.
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Також загальний вигляд поляризацiйного опера-
тора в наближеннi найнижчих рiвнiв Ландау був
отриманий в роботi [21] i використаний у проблемi
магнiтного каталiзу в [22]. В [23] теоретично бу-
ло розглянуто можливiсть спостереження ефекту
вакуумного подвiйного променезаломлення в аль-
тернативних конфiгурацiях зовнiшнього поля – в
полi кiльцевого генератора з лазерною ЕРС та полi
радiочастотного хвилеводу.

Слiд зазначити, що протягом останнього ча-
су великий iнтерес придiляється експерименталь-
нiй перевiрцi нелiнiйних КЕД ефектiв, зокрема
ефекту вакуумного подвiйного променезаломлен-
ня. Цей ефект полягає у змiнi поляризацiї еле-
ктромагнiтної хвилi в сильному зовнiшньому еле-
ктромагнiтному полi, що зумовлено флюктуацi-
єю електрон-позитронного поля у вакуумi. У та-
ких полях нелiнiйнi ефекти значно зростають i
фiзичний вакуум перетворюється на анiзотропне
середовище з рiзними властивостями вздовж та
перпендикулярно по вiдношенню до поля. Незва-
жаючи на велику кiлькiсть теоретичних дослi-
джень, на сьогоднi прямого експериментального
пiдтвердження ефекту подвiйного променезалом-
лення ще немає. Проводяться спроби виявити да-
ний ефект в лабораторних умовах, зокрема на
установцi PVLAS (Polarization of the vacuum with
laser) [24–26]. В даному експериментi пропускають
лiнiйно поляризоване лазерне випромiнювання че-
рез дiлянку з магнiтним полем i намагаються ви-
мiряти елiптичнiсть та кут повороту площини по-
ляризацiї, якi виникають за рахунок поляризацiї
фiзичного вакууму. Але на сьогоднi ще не вистачає
чутливостi приладiв для пiдтвердження ефекту
подвiйного променезаломлення. Також останнiм
часом плануються експерименти з використанням
потужних лазерiв. Такi експерименти будуть про-
веденi в HIBEF (the Helmholtz international beamli-
ne for extreme fields) на установцi XFEL (European
X-ray Free Electron Laser, Germany) [27], а також на
установцi ELI (Extreme Light Infrastructure, Czech
Republic, Romania, Hungary) [28]. Слiд вiдзначи-
ти i появу перших результатiв дослiдження поля-
ризацiї оптичного випромiнювання вiд нейтронних
зiрок, де значення магнiтного поля близьке до кри-
тичного. Зокрема, було вперше визначено ступiнь
поляризацiї оптичних фотонiв для iзольованої ней-
тронної зiрки RX J1856.5-3754, що може бути на-
слiдком поляризацiї вакууму [29].

Що стосується теоретичних дослiджень проце-
су фотонародження електрон-позитронної пари в
магнiтному полi, то вперше вiн був розглянутий
в роботi [30] у наближеннi ультрарелятивiстсько-
го руху частинок. В такому наближеннi зарядже-
нi частинки знаходяться в сильнозбуджених ста-
нах i рух частинок є квазiкласичним. За допомо-
гою операторного методу ця задача була розгля-
нута Байєром та Катковим також у квазiкласи-
чному випадку [31, 32]. В роботi [33] цим мето-
дом було вивчено процес фотонародження пари,
яка знаходиться на низьких рiвнях Ландау. В ро-
ботi [34] розглянуто процес фотонародження по-
ляризованих частинок для довiльних рiвнiв Лан-
дау та значень магнiтного поля. У роботах [35, 36]
знайдено вирази для ймовiрностi процесу у загаль-
ному квантово-релятивiстському виглядi без дода-
ткових обмежень на параметри (iмпульси, енергiї,
величину поля). Були знайденi простi аналiтичнi
вирази для ймовiрностi з явною залежнiстю вiд
параметрiв Стокса фотона. В роботах [12, 18, 37]
за допомогою оптичної теореми були отриманi за-
гальнi вирази для ймовiрностей процесу народже-
ння електрон-позитронної пари фотоном. Вiдзна-
чимо також, що в роботах [38, 39] був розглянутий
процес народження пари двома фотонами в магнi-
тному полi для резонансного випадку i в роботi
[40] проведено порiвняння 1𝛾 та резонансного 2𝛾
процесiв народження пари для характерних пара-
метрiв магнiтосфери нейтронних зiрок та знайде-
но граничне значення концентрацiї циклотронних
фотонiв, при якiй процес другого порядку домiнує
над процесом першого порядку.

Вiдзначимо також роботи, в яких розглядали-
ся процеси третього порядку, оскiльки саме такий
процес дослiджується у данiй роботi. Так, в роботi
[11] був вивчений процес розщеплення фотона (три
зовнiшнi фотоннi лiнiї) в магнiтному полi. Подiбнi
дiаграми також використовуються для пояснення
вiдмiнностi мiж втратами енергiї протонiв та анти-
протонiв [43], для опису ефекту Баркаса, а також
в хромодинамiцi (ефективна 𝛾𝛾𝐺 вершина) [44].

В данiй роботi розглянуто процес третього по-
рядку фотонародження 𝑒−𝑒+ пари через поляри-
зацiйну петлю в сильному магнiтному полi. У роз-
дiлi 2 знайдена загальна амплiтуда процесу фо-
тонародження пари з врахуванням послiдовного
народження та анiгiляцiї вiртуальної електрон-
позитронної пари в один фотон. У роздiлi 3 приве-
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дена кiнематика дослiджуваного процесу i знайде-
нi пороговi умови та значення iмпульсiв кiнцевих
частинок. У роздiлi 4 знайдена амплiтуда процесу
для випадка найнижчих рiвнiв Ландау народженої
пари та знайдена ймовiрнiсть процесу, коли енер-
гiя початкового фотона має значення, близьке до
порогового.

2. Загальна амплiтуда
фотонародження 𝑒−𝑒+ пари
з врахуванням поляризацiйної петлi

В данiй роботi проводяться розрахунки в реляти-
вiстськiй системi одиниць (~ = 𝑐 = 1). Також вико-
ристовується калiбровка Ландау, коли 4-потенцiал
зовнiшнього поля 𝐴ext = (0, 0, 𝑥𝐻, 0).

Згiдно з правилами квантової теорiї поля, амплi-
туда процеса народження електрон-позитронної
пари одним фотоном з врахуванням поляризацiй-
ної петлi визначається як

𝑆𝑓𝑖 = 𝑒3
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑑4𝑥′′Ψ̄′′

𝑒𝛾
𝜇Ψ′′

𝑝𝐷(𝑥′′ − 𝑥′)×

×Sp [𝛾𝜇𝐺(𝑥
′, 𝑥)𝛾𝜈𝐺(𝑥, 𝑥

′)]𝐴𝜈 . (1)

Дiаграма Фейнмана даного процесу зображена на
рис. 1, де зовнiшня та внутрiшня хвилястi лiнiї –
хвильова функцiя та пропагатор фотона, а зовнi-
шнi та внутрiшнi подвiйнi суцiльнi лiнiї – хвильовi
функцiї та пропагатори електрона та позитрона в
зовнiшньому магнiтному полi.

Слiд зазначити, що є й iншi дiаграми Фейнма-
на з трьома вершинами в процесi фотонародже-
ння пари, наприклад, трикутник (внутрiшнi лi-
нiї – двi суцiльнi й одна хвиляста) (рис. 2) та дi-
аграми з масовим оператором (рис. 3). Але в да-
нiй роботi аналiзується процес поблизу порога на
основнi рiвнi Ландау, що вiдповiдає виходу про-
мiжних частинок на масовi поверхнi, тобто резо-
нансним умовам. В такому випадку процеси, якi
зображенi на рис. 2, 3 можна представити як ка-
скади процесiв першого порядку (фотонароджен-
ня пари, синхротронне випромiнювання електрона
або позитрона та поглинання фотона). Оскiльки
в данiй роботi розглядаються лише нульовi рiвнi
Ландау, то процес синхротронного випромiнюван-
ня з нульового рiвня неможливий i тому внеском
цих дiаграм можна знехтувати. Але слiд вiдзначи-
ти, що при дослiдженнi процесу фотонародження

Рис. 1. Дiаграма Фейнмана процесу народження 𝑒−𝑒+ па-
ри фотоном з врахуванням поляризацiйної петлi

Рис. 2. Дiаграма Фейнмана процесу фотонародження
𝑒−𝑒+ пари через трикутник

Рис. 3. Дiаграма Фейнмана процесу фотонародження
𝑒−𝑒+ пари через масовий оператор

електрон-позитронної пари на довiльнi рiвнi Лан-
дау потрiбно також враховувати i процеси з масо-
вим оператором та внутрiшнiм трикутником.

У виразi для амплiтуди (1) 𝐴𝜈 – хвильова фун-
кцiя початкового фотона [45]:

𝐴𝜈 =

√︂
2𝜋

𝜔𝑉
𝑒𝜈𝑒−𝑖𝑘𝑥, (2)

де 𝑉 – об’єм нормування, 𝑒𝜈 = (0, e) – 4-вектор
поляризацiї фотона,

e =

(︃
cos𝜑 cos 𝜃 cos𝛼− 𝑒𝑖𝛽 sin𝜑 sin𝛼
sin𝜑 cos 𝜃 cos𝛼+ 𝑒𝑖𝛽 cos𝜑 sin𝛼

− sin 𝜃 cos𝛼

)︃
, (3)

𝜑, 𝜃 – азимутальний та полярний кути, 𝛼, 𝛽 – па-
раметри поляризацiї.

До виразу (1) також входить функцiя Грiна фо-
тона [45]:

𝐷(𝑥′′ − 𝑥′) =
1

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑞𝑒−𝑖𝑞(𝑥′′−𝑥′) 4𝜋

𝑞2 + 𝑖Γ
, (4)
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та хвильовi функцiї електрона та позитрона:

Ψ𝑒 =
1√
𝑆
𝑒−𝑖(𝐸𝑒𝑡−𝑝𝑒𝑦𝑦−𝑝𝑒𝑧𝑧)𝜓𝑒(𝜁𝑒),

Ψ𝑝 =
1√
𝑆
𝑒𝑖(𝐸𝑝𝑡−𝑝𝑝𝑦𝑦−𝑝𝑝𝑧𝑧)𝜓𝑝(𝜁𝑝),

(5)

де 𝜁𝑒,𝑝 = 𝑚
√
ℎ(𝑥± 𝑝(𝑒,𝑝)𝑦/𝑚

2ℎ),

𝜁𝑒,𝑝 = 𝑚
√
ℎ
(︁
𝑥±

𝑝(𝑒,𝑝)𝑦

𝑚2ℎ

)︁
,

𝜓𝑒(𝜁𝑒) = 𝐶𝑒[𝑖
√
𝑚𝑒 − 𝜇𝑒𝑚𝑈𝑙𝑒(𝜁𝑒)+

+𝜇𝑒

√
𝑚𝑒 + 𝜇𝑒𝑚𝑈𝑙𝑒−1(𝜁𝑒)𝛾

1]𝑢𝑒, (6)

𝜓𝑝(𝜁𝑝) = 𝐶𝑝[𝑖
√︀
𝑚𝑝 + 𝜇𝑝𝑚𝑈𝑙𝑝(𝜁𝑝)−

−𝜇𝑝

√︀
𝑚𝑝 − 𝜇𝑝𝑚𝑈𝑙𝑝−1(𝜁𝑝)𝛾

1]𝑢𝑝, (7)

𝑆 – площа нормування, 𝜇𝑒,𝑝 – подвоєна проекцiя
спiна електрона (позитрона), 𝐶𝑒,𝑝 – константи нор-
мування, 𝑢𝑒,𝑝 – постiйнi бiспiнори:

𝐶𝑒,𝑝 =
1

2

√︃ √
𝑒𝐻

𝐸𝑒,𝑝𝑚𝑒,𝑝
, (8)

𝑚𝑒,𝑝 = 𝑚
√︀

1 + 2𝑙𝑒,𝑝ℎ, (9)

𝑢𝑒,𝑝 =
1

𝑅𝑒,𝑝

(︀
0,∓𝑅2

𝑒,𝑝, 0, 𝑝(𝑒,𝑝)𝑧
)︀
, (10)

𝑅𝑒,𝑝 =
√︀
𝐸𝑒,𝑝 − 𝜇𝑒,𝑝𝑚𝑒,𝑝. (11)

У виразi для амплiтуди процесу (1), 𝐺(𝑥, 𝑥′) –
функцiя Грiна електрона в магнiтному полi, яка
вперше отримана в [46] та iншим методом в [47], а
також була знайдена на основi точних розв’язкiв
рiвняння Дiрака у роботi [48] i має такий вигляд:

𝐺(𝑥′, 𝑥) = −𝑚
√
ℎ

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑔𝑒−𝑖Φ𝐺𝐻(𝑥′, 𝑥), (12)

де 𝑑3𝑔 = 𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑦𝑑𝑔𝑧, Φ = 𝑔0(𝑡
′−𝑡)−𝑔𝑦(𝑦′−𝑦)−𝑔𝑧(𝑧′−

−𝑧) – фаза, ℎ = 𝐻/𝐻𝑐, 𝐻𝑐 = 𝑚2/𝑒 = 4,41 · 1013 Гс –
критичне магнiтне поле Швiнгера,

𝐺𝐻(𝑥′, 𝑥) =
∑︁
𝑛

1

𝑔20 − 𝐸2
𝑔

((𝛾𝑃 +𝑚)[𝜏𝑈𝑛𝑈
′
𝑛 +

+ 𝜏*𝑈𝑛−1𝑈
′
𝑛−1] + 𝑖𝑚

√
2𝑛ℎ𝛾1[𝜏𝑈𝑛−1𝑈

′
𝑛 −

− 𝜏*𝑈𝑛𝑈
′
𝑛−1]), (13)

𝐸𝑔 =
√︀
𝑚2(1 + 2𝑛ℎ) + 𝑔2𝑧 , (14)

𝜏 =
1

2
(1 + 𝑖𝛾2𝛾1), (15)

𝑃 = (𝑔0, 0, 0, 𝑔𝑧), (16)

𝛾 – матрицi Дiрака, 𝑈𝑛 – функцiя Ермiта, 𝜌(𝑥) =
= 𝑚

√
ℎ𝑥 + 𝑔𝑦/𝑚

√
ℎ – аргумент 𝑈𝑛 i штрихованi

функцiї в (13) залежать вiд 𝑥′. Зазначимо, що да-
ний пропогатор широко використовується для об-
числення амплiтуд процесiв другого порядку, де
промiжна частинка – електрон, зокрема в роботах
[38–40], [49].

Пiсля iнтегрування по 𝑑3𝑥, 𝑑3𝑥′, 𝑑3𝑥′′, 𝑑3𝑓, 𝑑3𝑞
можна отримати:

𝑆𝑓𝑖 = 𝐶𝛿3(𝑝𝑒 + 𝑝𝑝 − 𝑘)

∫︁
𝑑3𝑔𝑑𝑞𝑥𝑑𝑥𝑑𝑥

′𝑑𝑥′′ ×

× 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥−𝑖𝑞𝑥𝑥
′+𝑖𝑞𝑥𝑥

′′

𝜔2 − 𝑘2𝑦 − 𝑘2𝑧 − 𝑞2𝑥 + 𝑖Γ

∑︁
𝑛,𝑛′

𝐵

(𝑔20 − 𝐸2
𝑔)(𝑓

2
0 − 𝐸2

𝑓 )
,

(17)де

𝐶 =
2𝑒3

𝑆

√︂
2𝜋

𝑉 𝜔
,

𝐵 = 𝜓𝑒(𝜁𝑒)𝛾
𝜇𝜓𝑝(𝜁𝑝)Sp[𝛾𝜇𝐺𝐻(𝑔; 𝜌′, 𝜌)𝛾𝜈 ×

×𝐺𝐻(−𝑓 ; 𝜂, 𝜂′)]𝑒𝜈 . (18)

Зазначимо, що отримана формула (18) є загаль-
ним виразом для амплiтуди процесу третього по-
рядку за постiйною тонкої структури i має досить
складний для аналiзу вигляд, оскiльки мiстить не-
скiнченнi суми по рiвнях Ландау промiжних ча-
стинок, i в свою чергу 𝐵 у виразi (18) складається
з суми вiд 64 доданкiв. Тому в подальшому бу-
демо розглядати випадок, коли магнiтне поле до-
сить сильне i можна використовувати наближен-
ня найнижчих рiвнiв Ландау, що суттєво спрощує
розрахунки.

3. Кiнематика процесу

Перед розрахунком амплiтуди i ймовiрностi проце-
су розглянемо його кiнематику. Кiнематика дослi-
джуваного процесу повнiстю збiгається з кiнема-
тикою фотонародження пари, яка детально дослi-
джувалася в багатьох роботах, зокрема в [35, 36].

Закони збереження для даного процесу в магнi-
тному полi мають такий вигляд:{︃
𝜔 = 𝐸𝑒 + 𝐸𝑝,

𝑘𝑧 = 𝑝𝑒𝑧 + 𝑝𝑝𝑧.
(19)
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Як видно з (19), в магнiтному полi виконуються
закони збереження енергiї та поздовжньої компо-
ненти iмпульсiв електрона та позитрона вiдносно
напрямку магнiтного поля. Для знаходження по-
рогових умов вводиться функцiя:

𝑓(𝑝) = 𝜔 − 𝐸𝑒 − 𝐸𝑝, (20)

де 𝑝 – 𝑧-компонента iмпульсу електрона. При цьо-
му закон збереження енергiї виконується, коли 𝑓 =
= 0. Функцiю 𝑓 також можна записати у виглядi:

𝑓 = �̃� −
√︀
1 + 2𝑙𝑒ℎ+ 𝑝2 −

√︁
1 + 2𝑙𝑝ℎ+ (�̃�𝑢− 𝑝)2,

(21)

де ∼ позначає дiлення на масу електрона, 𝑢 =
= cos 𝜃, 𝜃 – кут мiж напрямком поширення фото-
на та магнiтним полем. Залежнiсть функцiї 𝑓 вiд
iмпульса електрона та частоти фотона для випад-
кiв поздовжнього та поперечного поширення фо-
тона вiдносно магнiтного поля для рiвнiв Ландау
𝑙𝑒 = 3, 𝑙𝑝 = 1 наведено на рис. 4, 5. Як видно з
рис. 4, функцiя 𝑓 нiколи не дорiвнює нулю, тому
процес народження пари, коли 𝜃 = 0 є неможли-
вим.

Порiг же процесу визначається з умови, що фун-
кцiя 𝑓 у точцi максимуму, дорiвнює нулю. Дослi-
джуючи на максимум дану функцiю, маємо

𝑝𝑚 =
𝑚𝑒

𝑚𝑒 +𝑚𝑝
𝜔𝑢. (22)

Як видно з виразу (22) та рис. 5, коли фотон по-
ширюється перпендикулярно вiдносно магнiтного
поля в точцi максимуму iмпульс електрона зав-
жди дорiвнює нулю. Тому при виконаннi поро-
гових умов, електрон-позитронна пара народжу-
ється на рiвнях Ландау i при цьому 𝑧-компоненти
iмпульсiв електрона та позитрона вiдсутнi.

Тодi виходячи з (21) та (22) порогове значення
енергiї фотона можна знайти у виглядi:

𝜔𝑡𝑟 =
𝑚𝑒 +𝑚𝑝√
1− 𝑢2

. (23)

Для випадку, коли фотон поширюється перпенди-
кулярно магнiтному полю (𝑘𝑧 = 0), маємо просту
умову для порога процесу:

𝜔𝑡𝑟 = 𝑚𝑒 +𝑚𝑝. (24)

Рис. 4. Залежнiсть функцiї 𝑓 вiд iмпульса електрона та ча-
стоти фотона в одиницях маси електрона для поздовжньо-
го поширення фотона вiдносно магнiтного поля (𝜃 = 0) та
рiвнiв Ландау 𝑙𝑒 = 3, 𝑙𝑝 = 1

Рис. 5. Залежнiсть функцiї 𝑓 вiд 𝑝 та �̃� для поперечного
поширення фотона вiдносно магнiтного поля (𝜃 = 𝜋/2) та
𝑙𝑒 = 3, 𝑙𝑝 = 1

Виходячи з законiв збереження, можемо також
знайти iмпульс електрона. В загальному випадку,
коли енергiя фотона бiльша за порогову:

𝑝1,2 =
𝑚2

𝑒 −𝑚2
𝑝 + 𝜔2𝑣2

2𝜔𝑣2
𝑢±

±
√︂
𝜔2

4
−
𝑚2

𝑒 +𝑚2
𝑝

2𝑣2
+

(𝑚2
𝑒 −𝑚2

𝑝)
2

4𝜔2𝑣4
, (25)

де 𝑣 = sin 𝜃.
Для випадку, коли 𝜃 = 𝜋/2, iмпульс електрона

має вигляд:

𝑝1,2 = ±𝑚
√︂
�̃�2

4
− 1− ℎ(𝑙𝑒 + 𝑙𝑝) +

ℎ2

�̃�2
(𝑙𝑒 − 𝑙𝑝)2. (26)

Для найнижчих рiвнiв Ландау (𝑙𝑒,𝑝 = 0) маємо

𝑝1,2 = ±𝑚
√︂
�̃�2

4
− 1. (27)
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4. Амплiтуда та ймовiрнiсть процесу
для випадку найнижчих рiвнiв Ландау

Надалi будемо розглядати випадок, коли фотон
поширюється перпендикулярно магнiтному полю
(𝜃 = 𝜋/2), а його енергiя має значення, близьке до
порогового (в подальшому пiд �̃� будемо розумiти
дiлення на 2𝑚):

�̃�2 = �̃�2
th + 𝛿, 𝛿 ≪ 1. (28)

При цьому будемо розглядати випадок, коли
електрон-позитронна пара народжуються на най-
нижчi рiвнi Ландау, а промiжнi частинки теж бу-
дуть знаходитися на основних рiвнях Ландау:

𝑛𝑔,𝑓 = 0, 𝑙𝑒,𝑝 = 0. (29)

Слiд вiдзначити, що такi умови будуть виконува-
тися для сильних магнiтних полiв, близьких або
бiльших вiд критичного значення.

З врахуванням (29) порогова умова (23) для цьо-
го випадку набуває простого вигляду:

�̃�th = 1, �̃�th =
𝜔th

2𝑚
. (30)

Тодi 𝑧-компонента iмпульсу електрона:

𝑝 = ±𝑚
√
𝛿. (31)

Взявши iнтеграли за 𝑥, 𝑥′, 𝑥′′, 𝑔𝑦, 𝑞𝑥 у виразi (17)
можна знайти амплiтуду процеса у виглядi:

𝑆𝑓𝑖 = −𝐶 ′Φ′√︀1− 𝜇𝑒

√︀
1 + 𝜇𝑝 𝛿

3(𝑝𝑒 + 𝑝𝑝 − 𝑘)×

×
∫︁
𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑧𝐴

′, (32)

де

𝐶 ′ =

√︃
2𝜋

𝑉 𝜔𝐸𝑒𝐸𝑝

𝜋𝑒3

𝑆𝑘2
𝑚2ℎ𝑒−

3𝜂
2 ,

𝐴′ =
�̄�𝑒𝛾

𝜇𝑢𝑝Sp[𝛾𝜇(𝛾𝑔 +𝑚)𝛼𝛾𝜈(−𝛾𝑓 +𝑚)𝛼]𝑒𝜈

(𝑔20 − 𝐸2
𝑔)(𝑓

2
0 − 𝐸2

𝑓 )
,

Φ′ = exp

{︂
𝑖
𝑘𝑥𝑘𝑦 − 2𝑝𝑒𝑦𝑘𝑥

2𝑚2ℎ

}︂
,

𝜂 =
𝜔2

2𝑚2ℎ
≈ 2

ℎ
.

Для проведення iнтегрування за 𝑔0 i 𝑔𝑧 запи-
шемо знаменник у виразi (32) за допомогою 𝛼-
представлення, яке аналогiчне методу вiльного ча-
су Швiнгера:

1

𝑔20 − 𝐸2
𝑔 + 𝑖𝜖

= −𝑖
∞∫︁
0

𝑑𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑔
2
0−𝐸2

𝑔+𝑖𝜖). (33)

Вiдомо, що наявнiсть поляризацiйної петлi приво-
дить до появи розбiжностi. Тому необхiдно прово-
дити процедуру регуляризацiї, а саме у данiй ро-
ботi використовуємо такий метод [50]:

1

𝑔20−𝐸2
𝑔+𝑖𝜖

=−𝑖
∞∫︁
0

𝑑𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑔
2
0−𝑔2

𝑧+𝑖𝜖)[𝑒−𝑖𝛼𝑚2

−𝑒−𝑖𝛼𝑀2

].

(34)

Також при iнтегруваннi вводимо замiну змiнних:

𝛼 = 𝜆
1− 𝜉

2
, 𝛽 = 𝜆

1 + 𝜉

2
. (35)

Тодi з врахуванням (33)–(35) iнтеграл у виразi (32)
можемо записати так:∫︁
𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑧𝐴

′ = −𝑒𝑧𝑢0𝜋𝑚2

1∫︁
−1

𝑑𝜉

∞∫︁
0

𝑑𝜆𝐸 (𝜆, 𝜉)×

× (1− �̃�2 + �̃�2𝜉2), (36)

де

𝑢0 = 𝑅𝑒𝑝𝑅𝑝𝑚 −𝑅𝑝𝑝𝑅𝑒𝑚,

𝐸 (𝜆, 𝜉) = 𝑒−𝑖𝜖𝜆[𝑒−𝑖𝜆𝐴 + 𝑒−𝑖𝜆𝐵 − 𝑒−𝑖𝜆𝐶 − 𝑒−𝑖𝜆𝐷],

𝐴 = 𝑚2 (1 + 𝐹 ),

𝐵 = 𝑚2

(︂
𝐹 +

𝑀2

𝑚2

)︂
,

𝐶 = 𝑚2

{︂
𝐹 +

1

2
(1 + 𝜉) +

𝑀2

2𝑚2
(1− 𝜉)

}︂
,

𝐷 = 𝑚2

{︂
𝐹 +

1

2
(1− 𝜉) +

𝑀2

2𝑚2
(1 + 𝜉)

}︂
,

𝐹 = �̃�2(𝜉2 − 1).

Пiсля проведення процедури регуляризацiї можна
отримати (36) у виглядi:∫︁
𝑑𝑔0𝑑𝑔𝑧𝐴

′ = −2𝑖𝜋𝑒𝑧𝑢0(𝐼 − 2), (37)

де

𝐼 =

1∫︁
−1

𝑑𝜉

1 + 𝐹 − 𝑖𝜖
=

=
1

�̃�
√
�̃�2 − 1

[︃
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ �̃� −

√
�̃�2 − 1

�̃� +
√
�̃�2 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝑖𝜋

]︃
, �̃� > 1. (38)
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Для випадку (29):

𝐼 − 2 ≈ 𝑖𝜋√
𝛿
. (39)

З врахуванням виразiв (37), (39) амплiтуду про-
цеса (32) можна знайти у такому виглядi:

𝑆𝑓𝑖 = 𝑒𝑧𝑢0
2𝜋3𝑒3

𝑆Γ
√
𝛿

√︃
2𝜋

𝑉 𝜔𝐸𝑒𝐸𝑝
𝑚2ℎ×

×
√︀

1− 𝜇𝑒

√︀
1 + 𝜇𝑝 Φ

′𝛿3(𝑝𝑒 + 𝑝𝑝 − 𝑘), (40)

Як видно з виразу (40), амплiтуда фотонароджен-
ня електрон-позитронної пари у сильному магнi-
тному полi з врахуванням поляризацiї вакууму
вiдмiнна вiд нуля для випадку, коли проекцiї спiнiв
електрона та позитрона 𝜇𝑒 = −1, 𝜇𝑝 = 1, що узго-
джується з результатами, отриманими в роботах з
фотонародження пари в магнiтному полi [35, 36].

Знайдемо ймовiрнiсть дослiджуваного процесу
бiля порога за допомогою амплiтуди (40). Для цьо-
го скористаємося вiдомим правилом з квантової
теорiї поля [45]:

𝑑𝑊 = |𝑆𝑓𝑖|2𝑑𝑁𝑒𝑑𝑁𝑝,

𝑑𝑁𝑒,𝑝 =
𝑑2𝑝𝑒,𝑝𝑆

(2𝜋)2
.

(41)

Тодi з врахуванням (40), (41) ймовiрнiсть процесу
в одиницю часу має вигляд:

𝑤𝛾→𝛾→𝑒−𝑒+ = 𝛼3 𝑚3ℎ3

4Γ2𝛿
√
𝛿
(1 + 𝜉3), (42)

де 𝛼 – постiйна тонкої структури.

5. Висновки

В роботi дослiджено процес фотонародження
електрон-позитронної пари з врахуванням поля-
ризацiйного каскаду в сильному магнiтному полi.
Отримано вираз для загальної амплiтуди проце-
су та знайдено ймовiрнiсть у випадку народжен-
ня 𝑒−𝑒+ пари фотоном на найнижчi рiвнi Ландау.
Як видно з виразу (42), ймовiрнiсть процесу зале-
жить вiд поляризацiї початкового фотона анало-
гiчно процесу фотонародження пари, а саме зале-
жить тiльки вiд 𝜉3 i дорiвнює нулю при нормальнiй
поляризацiї фотона (𝜉3 = −1).

Одержанi в роботi вирази дозволяють провести
оцiнку можливої ролi поляризацiї фiзичного ва-
кууму у присутностi сильного магнiтного поля на
процес фотонародження. Для випадку, коли енер-
гiя фотона близька до порогової енергiї фотонаро-
дження пари, ймовiрнiсть народження електрон-
позитронної пари одним фотоном можна знайти у
такому виглядi:

𝑤𝛾→𝑒−𝑒+ = 𝛼
𝑚ℎ

4
√
𝛿
(1 + 𝜉3). (43)

Порiвнюючи вирази (42) та (43) можна знайти:

𝑤𝛾→𝛾→𝑒−𝑒+ = 𝛼2 ℎ
2

𝛿Γ̃2
𝑤𝛾→𝑒−𝑒+ . (44)

Як видно з виразу (44), спiввiдношення мiж про-
цесами третього та першого порядкiв за постiйною
тонкої структури, для вибраного випадку, зале-
жить вiд ширини стану промiжного фотона та вiд-
стройки вiд порога процесу. Зробимо також оцiнку
коефiцiєнта пропорцiйностi у виразi (44). Для цьо-
го вiзьмемо значення магнiтного поля ℎ = 10, таке
поле спостерiгається поблизу магнiтарiв, вiдстрой-
ку 𝛿 = 0,1, а ширину промiжного стану Γ̃ ∼ 𝛼ℎ2

[40], тодi даний коефiцiєнт буде становити 0,1.

Дана робота була виконана в рамках наукових
програм № 0116U005848 та № 0118U003535 НАН
України. Автори вдячнi професору В.В. Скалозубу
за iдею дослiдження, цiннi зауваження та обго-
ворення результатiв роботи.
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ELECTRON-POSITRON PAIR
PHOTOPRODUCTION IN A STRONG MAGNETIC
FIELD THROUGH THE POLARIZATION CASCADE

S u m m a r y

The process of the 𝑒−𝑒+ pair photoproduction in a strong mag-

netic field through the polarization cascade (the creation of an

𝑒−𝑒+ pair from a single photon and its subsequent annihila-

tion to a single photon) has been considered. The kinematics

of the process is analyzed, and the expression for the general

amplitude is obtained. A radiation correction to the process of

pair creation at the lowest Landau levels by a single photon is

found in the case where the energy of this photon is close to

the threshold value. A comparison with the process of 𝑒−𝑒+

pair production by one photon is made.
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