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ВПЛИВ ТАНГЕНЦIАЛЬНОГО ЗСУВУ НА СИЛУ
АДГЕЗIЇ МIЖ ГРАДIЄНТНИМИ МАТЕРIАЛАМИУДК 539.612

Дослiджується вплив тангенцiального змiщення на мiцнiсть адгезiйного контакту
для градiєнтних матерiалiв iз рiзним ступенем градiєнтностi. Розглядаються умови
контрольованої сили i контрольованого змiщення. Для всього дiапазону параметра гра-
дiєнтностi, для якого справедливий критерiй вiдриву, розраховане спiввiдношення мiж
критичними нормальною i тангенцiальною компонентами сили, за яких вiдбувається
руйнування контакту. Знайдено оптимальнi параметри, при яких мiцнiсть адгезiй-
ного контакту набуває максимальних значень. Окремо розглянуто випадок, у якому
контакт руйнується лише за рахунок тангенцiального змiщення, коли нормальна сила
набуває нульового значення.
К люч о в i с л о в а: адгезiя, трибологiя, чисельне моделювання, метод редукцiї розмiр-
ностi.

1. Вступ
Функцiонально-градiєнтними матерiалами назива-
ють такi, якi безперервно змiнюють властивостi у
своєму об’ємi [1, 2]. Такий ефект може бути дося-
гнутий штучно при виробництвi сплавiв, у яких
концентрацiя складових речовин розподiлена не-
однорiдно. Градiєнтнi матерiали також iснують у
природi – це кiстки, голки рослин i тварин, пiр’я
птахiв, стеблi рослин, морськi губки, хрящi сугло-
бiв i багато iнших об’єктiв. Переважна бiльшiсть
натуральних градiєнтних матерiалiв має бiологi-
чну природу. Пов’язано це в першу чергу iз тим,
що органи iз таких матерiалiв набагато краще ви-
конують свої функцiї. У живих iстот це закрiпи-
лося у ходi еволюцiї. Наприклад, багато рослин i
тварин використовують голки для захисту, якi по-
виннi бути одночасно i жорсткими (щоб надава-
ти саме функцiю захисту), i еластичними (щоб не
зламатися при зовнiшнiй дiї), а жорсткiсть i ела-
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стичнiсть, як вiдомо, поєднуються погано. Вихiд
iз цiєї проблеми – голки iз градiєнтними властиво-
стями, якi на гострому кiнцi є бiльш м’якими i лег-
ко деформуються, а далi по довжинi стають бiльш
жорсткими. При перемiщеннi стороннього органi-
зму по довжинi такої голки вiн спочатку не буде
вiдчувати болю, оскiльки на початку голка легко
деформується, але при цьому також витримує ве-
ликi деформацiї не пошкоджуючись. При подаль-
шому просуваннi по голцi вона стає бiльш жорс-
ткою, i це не дозволяє сторонньому об’єкту без не-
гативних наслiдкiв нанести пошкодження органi-
зму, який за допомогою таких голок захищається.

Градiєнтнi матерiали вiдкривають низку нових
можливостей при використаннi у промисловостi.
Наприклад, при розробцi приладiв для забезпече-
ння плавної дисипацiї механiчної енергiї, зокрема,
як захисне покриття там, де можливе падiння лю-
дини з великої висоти. При контактi тiла люди-
ни iз таким покриттям спочатку воно чинитиме
мiнiмальний опiр, оскiльки модуль пружностi ду-
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же малий, але далi людина все бiльше буде “зану-
рюватися” у таку “пiдлогу” i протидiюча сила бу-
де збiльшуватися. Знаючи кiнетичну енергiю тiла
при першому контактi можна розрахувати товщи-
ну матерiалу i показник градiєнтностi, необхiднi
для того, щоб всерединi тiла при падiннi не вини-
кали надкритичнi напруження, за яких вiдбуває-
ться руйнування внутрiшнiх органiв або кiсток.

Такi захиснi покриття можна також використо-
вувати у захисних шоломах, пiдкладках бронежи-
летiв, при виробництвi пiдошв спортивних кросi-
вок тощо. У всiх перелiчених випадках важливим
є одне – уповiльнення процесу передачi механiчної
енергiї тiлу, яке захищається за допомогою таких
матерiалiв. У зв’язку з високою актуальнiстю гра-
дiєнтних матерiалiв для промисловостi, iснує бага-
то теоретичних [3–5] i експериментальних [6, 7] ро-
бiт, присвячених дослiдженню таких середовищ, а
також комп’ютерне моделювання [8–10].

Властивостi описаних вище градiєнтних матерi-
алiв є функцiєю просторової координати, тобто во-
ни володiють градiєнтнiстю у просторi, саме до-
слiдженню таких матерiалiв i присвячена запропо-
нована робота. Але якщо розглядати особливостi
градiєнтних середовищ на прикладi органiв жи-
вих iстот, вiдомо, що градiєнтнi властивостi цих
органiв також змiнюються у часi. З такої точки
зору можна вважати градiєнтнi властивостi ще й
функцiєю часу, i говорити у певному сенсi не тiль-
ки про просторову, а також i про часову градiєн-
тнiсть, тобто про просторово-часовi характеристи-
ки. Змiна властивостей градiєнтних матерiалiв у
часi вiдiграє дуже важливу роль для живих iстот.
Наприклад, новонароджений їжачок має дуже м’я-
кi голки по всiй довжинi. Тiльки з такими гол-
ками вiн може сформуватися в утробi без нане-
сення шкоди материнському органiзму. Пiсля на-
родження у процесi його подальшого формуван-
ня вже у навколишньому середовищi голки стають
бiльш грубими i нарештi набувають захисних фун-
кцiй. Однак для опису таких систем, де градiєнтнi
властивостi змiнюються у часi, для кожного мо-
менту часу можна вибрати вiдповiдну координа-
тну функцiю для опису градiєнтностi i провести
окреме дослiдження, якщо це необхiдно. Можна
однак уявити iншу ситуацiю, коли градiєнтнi вла-
стивостi матерiалу змiнюються у часi дуже швид-
ко. При достатньо швидких змiнах ця часова зале-
жнiсть буде впливати на характер дисипацiї енер-

гiї у контактних явищах. Градiєнтнi властивостi у
часi можна змiнювати наприклад при дiї змiнного
магнiтного поля, якщо матерiал мiстить магнiтнi
частинки. Але створення таких штучних матерiа-
лiв iз просторово-часовою залежнiстю градiєнтних
властивостей є далекою перспективою. В запропо-
нованiй роботi ми вивчаємо випадок, коли власти-
востi матерiалу (модуль пружностi) залежать ли-
ше вiд просторової координати.

2. Формулювання метода редукцiї
розмiрностi для адгезiйних контактiв
мiж градiєнтними матерiалами

2.1. Нормальний контакт

Опишемо особливостi застосування методу реду-
кцiї розмiрностi (method of dimensionality reducti-
on – MDR) для опису контакту мiж градiєнтними
матерiалами при iндентуваннi лише у нормально-
му напрямку, без тангенцiального зсуву. Ми роз-
глядаємо випадок, у якому модуль пружностi ма-
терiалу задається степеневою функцiєю:

𝐸 (𝑧) = 𝐸0

(︂
𝑧

𝑐0

)︂𝑘
, −1 < 𝑘 < 1. (1)

Для описання просторово-часової градiєнтностi
замiсть 𝐸0 потрiбно використовувати часову фун-
кцiю, наприклад, таку, що описує найпростiший
випадок дебаївської релаксацiї 𝐸0

(︀
1− e−𝑡/𝜏

)︀
, яка,

згiдно з (1), даватиме значення модуля пружностi
𝐸 (𝑧) = 0 у початковий момент часу (дуже м’якi
голки у процесi внутрiшньоутробного формуван-
ня органiзму) i постiйний коефiцiєнт 𝐸0 у формулi
(1) на достатньо великих промiжках часу (доро-
слий сформований органiзм). Слiд зазначити, що
нульовий модуль пружностi не має фiзичного змi-
сту, однак можна пiдiбрати таку часову функцiю,
для якої у початковий момент часу модуль пру-
жностi набуває ненульового значення. Iз залежнi-
стю (1), яка дає нульовий модуль пружностi на по-
верхнi матерiалу, ситуацiя дещо складнiше, оскiль-
ки подальшi формули отримуються саме для си-
туацiї (1), i змiна цiєї залежностi потребуватиме
створення нової теорiї. Тобто у цiй роботi ми роз-
глядаємо ситуацiю, у якiй на поверхнi матерiалу
модуль пружностi дуже малий. Якщо модуль пру-
жностi на поверхнi матерiалу приймає значення,
якi суттєво вiдрiзняються вiд нульових, для вивче-
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ння таких систем потрiбно використовувати iншi
методики, наприклад, чисельне моделювання [11].

У випадку пружного контакту мiж аксiаль-
но симетричними тiлами метод MDR складається
iз двох етапiв [12–14]. Якщо нам вiдома фун-
кцiя оригiнального тривимiрного профiлю iнден-
тора 𝑓 (𝑟) (рис. 1), потрiбно зробити замiну цього
профiлю на еквiвалентний йому у одновимiрному
просторi 𝑔 (𝑥), для чого використовується вiдома
трансформацiя у виглядi процедури [15]

𝑔 (𝑥) = |𝑥|1−𝑘

|𝑥|∫︁
0

𝑓 ′ (𝑟)√︁
(𝑥2 − 𝑟2)

1−𝑘
d𝑟. (2)

Далi для спрощення описуватимемо лише ситуа-
цiю контакту мiж жорстким параболiчним iнден-
тором 𝑓 (𝑟) = 𝑟2/(2𝑅) i пружним напiвпростором
з градiєнтними властивостями, якi задаються рiв-
нянням (1). Вибрана функцiя 𝑓 (𝑟) призводить до
одновимiрного подання у виглядi

𝑓 (𝑟) =
𝑟2

2𝑅
⇒ 𝑔 (𝑥) =

𝑥2

(1 + 𝑘)𝑅
. (3)

На наступному кроцi [12–14] пружний напiвпро-
стiр повинен бути замiнений на пружну осно-
ву [16], як це показано на рис. 1. Ця основа склада-
ється iз невзаємодiючих пружин з нормальною 𝑘𝑧 i
тангенцiальною 𝑘𝑥 жорсткостями, якi є функцiями
просторової координати у одновимiрному просто-
рi 𝑥:

𝑘𝑧 (𝑥) = 𝑐𝑁 (𝑥)Δ𝑥 = ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*
(︂
|𝑥|
𝑐0

)︂𝑘
Δ𝑥, (4)

𝑘𝑥 (𝑥) = 𝑐𝑇 (𝑥)Δ𝑥 = ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*
(︂
|𝑥|
𝑐0

)︂𝑘
Δ𝑥. (5)

У останнiх двох формулах постiйнi (якi є ефектив-
ними модулями пружностi 𝐸* i зсуву 𝐺* при 𝑘 = 0)
визначаються рiвностями

𝐸* =
𝐸0

1− 𝜈2
=

2𝐺0

1− 𝜈
, 𝐺* =

4𝐺0

2− 𝜈
, (6)

тому маємо

𝐺* = 𝐸* 2− 2𝜈

2− 𝜈
. (7)

Функцiї ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈) i ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈) у рiвняннях (4) i (5)
визначаються за формулами [13, 14] 1:

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈) =
2(1 + 𝑘) cos

(︀
𝑘𝜋
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝑘

2

)︀
𝛽(𝑘, 𝜈)𝛾(𝑘, 𝜈)

,

ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈) =
2𝛽(𝑘, 𝜈)(2− 𝜈) cos

(︀
𝑘𝜋
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝑘

2

)︀
(1+𝑘)(1−𝜈)𝛾(𝑘, 𝜈)+2𝛽(𝑘, 𝜈)Γ

(︀
1+𝑘

2

)︀ ,
𝛾(𝑘, 𝜈) =

√
𝜋𝐶(𝑘, 𝜈) sin

(︂
𝛽(𝑘, 𝜈)𝜋

2

)︂
Γ

(︂
1+𝑘

2

)︂
,

𝐶(𝑘, 𝜈) =
21+𝑘Γ

(︁
3+𝑘+𝛽(𝑘,𝜈)

2

)︁
Γ
(︁
3+𝑘−𝛽(𝑘,𝜈)

2

)︁
𝜋Γ(2+𝑘)

,

𝛽(𝑘, 𝜈) =

√︃
(1 + 𝑘)

(︂
1− 𝑘𝜈

1− 𝜈

)︂
.

(8)

I хоча функцiї (8) на перший погляд можуть зда-
тися складними, насправдi вони мiстять лише одну
неелементарну стандартну Γ–функцiю

Γ (𝑧) =

∞∫︁
0

𝑡𝑧−1e−𝑡d𝑡 (9)

i їх обчислення за допомогою комп’ютера не ви-
кликає труднощiв. Для опису тангенцiального зсу-
ву iндентора спочатку потрiбно навести процедуру
опису його нормального руху. Для унiверсальностi
подальшого розгляду нам потрiбно вибрати одини-
цi вимiрювання усiх величин i сформулювати кри-
терiй вiдриву, а це випливає iз опису нормального
контакту.

При iндентуваннi трансформованого профi-
лю 𝑔 (𝑥) в пружну основу на глибину 𝑑 натяг окре-
мих пружин всерединi контакту можна знайти за
формулою

𝑢𝑧 (𝑥) = 𝑑− 𝑔 (𝑥) = 𝑑− 𝑥2

(𝑘 + 1)𝑅
, (10)

яка випливає iз геометрiї системи (рис. 1). Роз-
мiр адгезiйного контакту при заданiй глибинi iн-
дентування 𝑑 можна легко визначити iз принципу
вiртуальної роботи. Натягнення пружин на грани-
цi контакту становить Δ𝑙 = −𝑢𝑧 (𝑎). При вiд’єд-

1 Вiдзначимо, що у [13] використовується визначення
ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈), яке вiдрiзняється вiд означення, яке ми пропо-
нуємо у цiй статтi. Ми змiнили вигляд цiєї функцiї, щоб
змiнити вигляд рiвняння (5) i записати його у формi, ана-
логiчнiй до (4). Звiсно, у математичному i фiзичному сен-
сi таке подання цiлком еквiвалентне до роботи [13].

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 3 205



Я.О. Ляшенко, З.М. Ляшенко

d

a
lmax(a)

g(x)

0
x

z

Fz

Fx

f (r)

r0

r

z

Fz

Fx

Рис. 1. MDR трансформування оригiнального тривимiрного профiлю 𝑓 (𝑟) у одновимiрний 𝑔 (𝑥) i замiна пружного напiв-
простору пружною основою iз невзаємодiючих пружин. При наявностi нормальної i тангенцiальної сил i адгезiї пружини
основи будуть зсуватися одночасно у нормальному i тангенцiальному напрямках. На рис. 1 проiлюстровано лише нор-
мальний рух iндентора i стискання пружин у цьому напрямку

наннi цих двох межових пружин виконується ро-
бота, що дорiвнює потенцiальнiй енергiї цих пру-
жин 𝑘𝑧 (𝑎)Δ𝑙2. Пiсля їх вiд’єднання навколо конта-
кту утворюється вiльна площа у виглядi кiльця iз
площею 2𝜋𝑎Δ𝑥, якiй вiдповiдає енергiя 2𝜋𝑎Δ𝑥Δ𝛾,
яка може бути визначена тiльки в оригiнальнiй
тривимiрнiй системi. Вiдповiдно до принципу вiр-
туальної роботи система буде знаходитися у рiвно-
вазi, якщо цi двi енергiї еквiвалентнi [17], звiдки
маємо

𝑐𝑁 (𝑎)Δ𝑙2Δ𝑥 = 2𝜋𝑎Δ𝑥Δ𝛾. (11)

Це означає, що умова рiвноваги крайнiх пружин
запишеться у виглядi [13]:

Δ𝑙 = Δ𝑙max (𝑎) =

√︃
2𝜋𝑎Δ𝛾

𝑐𝑁 (𝑎)
. (12)

Комбiнуючи вирази (10) i (12) отримуємо [13]:

𝑑 =
𝑎2

(1 + 𝑘)𝑅
−

√︃
2𝜋𝑎Δ𝛾

𝑐𝑁 (𝑎)
=

𝑎2

(1 + 𝑘)𝑅
−

−

√︃
2𝜋Δ𝛾𝑐𝑘0𝑎

1−𝑘

𝐸*ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)
. (13)

Нормальна сила в контактi може бути знайдена як
сума вiд всiх натягнених i стиснених пружин [13]:

𝐹𝑧 (𝑎) =

𝑎∫︁
−𝑎

𝑐𝑁 (𝑥) [𝑑− 𝑔 (𝑥)] d𝑥 =

=
4ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*𝑎𝑘+3

𝑐𝑘0 (1+𝑘)
2
(3+𝑘)𝑅

−

√︃
8𝜋Δ𝛾ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*

𝑎−(3+𝑘) (1 + 𝑘)
2
𝑐𝑘0

. (14)

Далi розглянемо бiльш загальну ситуацiю, в якiй
iндентор перемiщується одночасно в нормально-
му i тангенцiальному напрямках. Позначимо його
тангенцiальний зсув як 𝑢

(0)
𝑥 . Для унiверсальностi

подання аналiтичних i чисельних результатiв за-
пишемо всi змiннi у безрозмiрному виглядi, нор-
муючи їх таким чином:

𝑎̃ = 𝑎/𝑎0, 𝐹𝑧 = 𝐹𝑧/𝐹0, 𝐹𝑥 = 𝐹𝑥/𝐹0,

𝑑 = 𝑑/𝑑0, 𝑢̃
(0)
𝑥 = 𝑢

(0)
𝑥 /𝑑0, 𝑢̃𝑧 = 𝑢𝑧/𝑑0,

(15)

де величини 𝐹0, 𝑎0 i 𝑑0 – це критичнi значення нор-
мальної сили, контактного радiуса та абсолютного
значення глибини iндентування в момент вiдриву
параболiчного профiлю вiд пружного напiвпросто-
ру у випадку контрольованого перемiщення (“fixed
grips”) [13]:

𝐹0 =
(1− 𝑘) (5 + 3𝑘)𝜋𝑅Δ𝛾

2 (3 + 𝑘)
, 𝑑0 =

(3 + 𝑘) 𝑎20
(1− 𝑘2)𝑅

,

𝑎0 =

(︃
𝜋
(︀
1− 𝑘2

)︀2
𝑅2Δ𝛾𝑐𝑘0

8𝐸*ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)

)︃ 1
3+𝑘

.

(16)

У безрозмiрнiй формi вирази (13) i (14) набувають
бiльш компактного вигляду

𝑑 =
(1− 𝑘) 𝑎̃2

3 + 𝑘
− 4

3 + 𝑘

√
𝑎̃1−𝑘, (17)

𝐹𝑧 =
(1− 𝑘) 𝑎̃3+𝑘

5 + 3𝑘
− 2 (3 + 𝑘)

5 + 3𝑘

√
𝑎̃3+𝑘. (18)
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Рис. 2. Залежностi пружної сили 𝐹𝑧 вiд глибини iндентування 𝑑 для нормального адгезiйного контакту. Кривi вiдповiд-
ають аналiтичному розв’язку (17) i (18) для фiксованих значень параметра 𝑘 (a); залежностi, якi вiдповiдають кривим на
рис. 2, a у розмiрному виглядi, при параметрах Δ𝛾 = 0,7 Дж/м2, 𝑐0 = 1 м, 𝑅 = 5 м, 𝐸 = 106 Па, 𝜈 = 0,3 (b)

Цей результат за значення 𝑘 = 0 (вiдповiдно
до (1) при 𝑘 = 0 маємо 𝐸 (𝑧) = 𝐸0 = const) звi-
сно збiгається з класичним результатом JKR [18],
однак у нашiй роботi ми використовуємо безроз-
мiрнi змiннi, що вимiрянi в iнших масштабах (16),
якi, на нашу думку, краще пiдходять для проведе-
ння подальшого аналiзу.

Залежностi безрозмiрної сили 𝐹𝑧 вiд безроз-
мiрної глибини iндентування 𝑑, що визначаються
виразами (17) i (18), показанi на рис. 2, a. На
рис. 2, b показанi залежностi у розмiрному виглядi
при фiксованих параметрах моделi. Вибранi оди-
ницi вимiру (15), (16) дозволяють записати резуль-
тат (13) i (14) у набагато простiшiй формi (17),
(18). Використання таких безрозмiрних рiвнянь
дозволяє значно спростити подальший аналiти-
чний аналiз. Але в деяких ситуацiях безрозмiр-
нi залежностi взагалi неможна порiвнювати. На-
приклад, на рис. 2 розмiрнi залежностi 𝐹 (𝑑) по-
будованi при значеннi параметра 𝑐0 = 1 м, який
входить лише до одиниць вимiрювання i вiдсу-
тнiй у безрозмiрних залежностях (17) i (18). Якщо
аналiзувати безпосередньо результат (13) i (14) у
розмiрних величинах, легко бачити, що у ситуа-
цiях 𝑐0 > 1 м i 𝑐0 < 1 м змiна параметра гра-
дiєнтностi 𝑘 впливає по-рiзному на адгезiйнi вла-
стивостi контакту. Тобто для аналiзу впливу цьо-
го параметра потрiбно порiвнювати отриманi ре-
зультати у розмiрних величинах, або вибирати та-
кi безрозмiрнi параметри, якi не мiстять показ-
ника 𝑘.

У запропонованiй статтi ми аналiзуємо стабiль-
нiсть контакту, тобто знаходимо умови, за яких
контакт руйнується. Як вiдомо, для адгезiйного
контакту важливi умови його навантаження. Ми
розглядаємо два типовi випадки: умови контрольо-
ваної сили (“fixed load”) i контрольованого перемi-
щення (“fixed grips”). Контрольоване перемiщення
означає, що при русi iндентора поступово змiнює-
ться його макроскопiчне положення як цiлого, за
допомогою дуже жорсткого з’єднання iндентора
iз механiзмом, який приводить його у рух. Умови
контрольованої сили реалiзуються при перемiщен-
нi iндентора за допомогою дуже м’якої пружини,
коли значення сили при кожнiй релаксацiї конта-
кту до рiвноважного стану не змiнюється (м’яка
пружина розтягується на досить велику величину,
тому малi змiщення iндентора не впливають суттє-
во на її розтяг, а отже i на дiючу силу). Ми вже ви-
користовували ранiше метод MDR для моделюва-
ння впливу адгезiйної взаємодiї на зiткнення мiж
пружними сферичними частинками за умови кон-
трольованого змiщення [19].

2.2. Одночасне нормальне
i тангенцiальне змiщення

Нехай у контактi присутнiй нормальний i тангенцi-
альний зсув, причому тангенцiальне змiщення iн-
дентора дорiвнює 𝑢

(0)
𝑥 . Потенцiальна енергiя двох

крайнiх пружин у контактi при врахуваннi 𝑢(0)
𝑥 за-

пишеться як 𝑘𝑧 (𝑎)𝑢𝑧 (𝑎)
2
+ 𝑘𝑥 (𝑎)𝑢

(0)2
𝑥 . Прирiвню-
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ючи цю енергiю до роботи адгезiї 2𝜋𝑎Δ𝑥Δ𝛾, отри-
муємо спiввiдношення балансу енергiй у виглядi

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*𝑢𝑧 (𝑎)
2
+ ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*𝑢(0)2

𝑥 =

= 2𝜋𝑐𝑘0𝑎
1−𝑘Δ𝛾, (19)

яке у випадку 𝑘 = 0 точно збiгається iз прави-
лом, отриманим Джонсоном для однорiдних сере-
довищ [17, 20]. Iз виразу (19) можна отримати ве-
личину рiвноважного натягу крайнiх пружин:

|𝑢𝑧 (𝑎)| =

√︃
2𝜋𝑎1−𝑘Δ𝛾𝑐𝑘0
ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* − ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*𝑢
(0)2
𝑥 . (20)

Поєднуючи (20) iз (10), запишемо спiввiдношення
мiж глибиною iндентування 𝑑 i контактним радiу-
сом 𝑎:

𝑑 =
𝑎2

(1 + 𝑘)𝑅
−

√︃
2𝜋𝑎1−𝑘Δ𝛾𝑐𝑘0
ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* − ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*𝑢
(0)2
𝑥 .

(21)

Нормальна i тангенцiальна сили у контактi зада-
ються виразами

𝐹𝑧 = 2

𝑎∫︁
0

𝑐𝑁 (𝑥) [𝑑− 𝑔 (𝑥)] d𝑥 =

=
2𝐸*ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)

𝑐𝑘0 (1 + 𝑘)

(︂
𝑎1+𝑘𝑑− 𝑎3+𝑘

(3 + 𝑘)𝑅

)︂
, (22)

𝐹𝑥=2

𝑎∫︁
0

𝑐𝑇 (𝑥)𝑢(0)
𝑥 d𝑥 =

2ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*𝑢
(0)
𝑥 𝑎𝑘+1

𝑐𝑘0 (1 + 𝑘)
. (23)

У безрозмiрних змiнних (15) цей результат прийме
бiльш компактний вигляд

𝑑 =
𝑎̃2 (1−𝑘)

3 + 𝑘
−

√︃
16𝑎̃1−𝑘

(3+𝑘)
2 − ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* 𝑢̃
(0)2
𝑥 , (24)

𝐹𝑧 =
𝑎̃1+𝑘

2 (5 + 3𝑘)

[︁
𝑑 (3 + 𝑘)

2 − 𝑎̃2
(︀
1− 𝑘2

)︀]︁
, (25)

𝐹𝑥 =
ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺* (3 + 𝑘)

2
𝑎̃𝑘+1

2ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* (5 + 3𝑘)
𝑢̃(0)
𝑥 . (26)

Рiвняння (24)–(26) визначають залежнiсть мiж
нормальною силою 𝐹𝑧 i глибиною iндентування 𝑑

при наявностi тангенцiального зсуву 𝑢
(0)
𝑥 . Зазна-

чимо, що пiдстановка виразу (24) у (25) при ну-
льовому тангенцiальному зсувi 𝑢(0)

𝑥 = 0 вiдтворює
результат (18) для нормального контакту, а тан-
генцiальна сила при цьому вiдсутня, тобто 𝐹𝑥 = 0.

Слiд звернути увагу на те, що вираз (19) описує
ситуацiю, в якiй робота сил адгезiї не залежить вiд
напрямку руху iндентора. Це фiзичне припущення
для деяких систем може бути не коректним [21,22].
В такому разi потрiбно додатково враховувати за-
лежнiсть поверхневої енергiї Δ𝛾 вiд кута, пiд яким
iндентор рухається по вiдношенню до напiвпросто-
ру, як у [21] для однорiдного середовища. Але роз-
гляд такої ситуацiї суттєво ускладнює описану да-
лi процедуру i претендує на повноцiнне окреме до-
слiдження.

Далi ми будемо залишатися в рамках представ-
лення Джонсона (19) i використовуватимемо рiв-
няння, якi базуються на цьому виразi. Опишемо
окремо два випадки: умови контрольованого пере-
мiщення (“fixed grips”) i контрольованої сили (“fixed
load”). Навантаження контакту в горизонтальному
напрямку також може вiдбуватися за цими двома
сценарiями. Однак для спрощення ми розглянемо
в горизонтальному напрямку тiльки випадок кон-
трольованого перемiщення, як у роботi [17].

2.2.1. Адгезiя в умовах контрольованої сили

При поступовiй змiнi контактної сили нестабiль-
нiсть виникає, коли реалiзується максимальна за
абсолютним значенням вiд’ємна величина нор-
мальної сили 𝐹𝑧 (див. рис. 2). Це легко поясни-
ти на наступному прикладi. Нехай ми поступово
збiльшуємо зовнiшню силу у напрямку руйнува-
ння контакту, тодi для кожного значення зовнi-
шньої сили встановлюється така величина змiще-
ння 𝑑, яка вiдповiдає контактнiй силi, що рiвна за
значенням цiй зовнiшнiй силi. При цьому на зале-
жностi 𝐹𝑧(𝑑) (рис. 2) ми рухаємося вбiк зменшен-
ня величини 𝑑 i збiльшення абсолютного значен-
ня |𝐹𝑧|. Коли 𝑑 досягає значення, при якому нор-
мальна контактна сила |𝐹𝑧| максимальна, будь яке
збiльшення зовнiшньої сили призведе до того, що
контактна сила стане меншою, нiж зовнiшня, що
призведе до швидкого руйнування контакту.

Дуже частий випадок умов контрольованої си-
ли – це коли ми намагаємося щось вiдiрвати ру-
ками. При цьому ми повиннi постiйно збiльшува-
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ти силу, доки вона не перевищить критичне зна-
чення. Без допомоги спецiальних пристроїв ми не
здатнi контролювати перемiщення у склеєних кон-
тактах у процесi їх руйнування, а контролюємо
лише силу.

Вiдповiдно до вищевказаного умова нестабiль-
ностi контакту у випадку контрольованої сили за-
пишеться як d𝐹𝑧/d𝑎̃ = 0. Пiсля диференцiюван-
ня рiвняння (25) з урахуванням зв’язку (24) отри-
маємо

𝑎̃2𝑐,𝑓𝑙

√︃
16𝑎̃1−𝑘

(3 + 𝑘)
2 − ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* 𝑢̃
(0)2
𝑥 −

4𝑎̃1−𝑘
𝑐,𝑓𝑙

1− 𝑘
+

+
(3 + 𝑘) (1 + 𝑘)ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*𝑢̃

(0)2
𝑥

2 (1− 𝑘)ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* = 0. (27)

Рiвняння (27) визначає залежнiсть критичного ра-
дiуса контакту 𝑎̃𝑐,𝑓𝑙 в умовах контрольованої си-
ли вiд тангенцiального зсуву 𝑢̃

(0)
𝑥 . Спiввiдношен-

ня мiж нормальною i тангенцiальною силами, при
яких вiдбувається руйнування контакту, розрахо-
вується при пiдстановцi критичного радiуса 𝑎̃𝑐,𝑓𝑙 у
рiвняння (24)–(26).

2.2.2. Адгезiя в умовах
контрольованого змiщення

При поступовому збiльшеннi вiдстанi мiж iнденто-
ром i напiвпростором контакт буде iснувати до тих
пiр, доки є математична залежнiсть 𝐹𝑧(𝑑) (рис. 2).
Тобто у цьому випадку контакт руйнується, ко-
ли вiдстань стає меншою за мiнiмальну, яка на
графiку реалiзується за умови d(𝑑)/d𝑎̃ = 0. Цей
випадок дещо простiший у порiвняннi iз попере-
днiм, оскiльки тут потрiбно диференцiювати фун-
кцiю 𝑑(𝑎̃) (24), яка явно залежить вiд радiуса кон-
такту 𝑎̃, саме по цьому радiусу. Пiсля диференцi-
ювання отримаємо

𝑎̃3+𝑘
𝑐,𝑓𝑔 −

ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺* (3+𝑘)
2
(︁
𝑢
(0)
𝑥 𝑎̃1+𝑘

𝑐,𝑓𝑔

)︁2
16ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* − 1 = 0. (28)

Рiвняння (28) визначає критичний радiус 𝑎̃𝑐,𝑓𝑔 як
функцiю тангенцiального змiщення iндентора 𝑢̃

(0)
𝑥 .

Система рiвнянь (24)–(26) i (28) дозволяє отрима-
ти вирази для критичних сил, при яких руйнує-
ться контакт:

𝐹 2
𝑥 =

4ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*

ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸*

(︂
3 + 𝑘

5 + 3𝑘

)︂2(︁
𝑎3+𝑘
𝑐,𝑓𝑔 − 1

)︁
, (29)

𝐹𝑧 =
(1− 𝑘) 𝑎̃3+𝑘

𝑐,𝑓𝑔 − 2 (3 + 𝑘)

5 + 3𝑘
. (30)

Поєднуючи два останнi вирази можна виключити
радiус контакту 𝑎̃𝑐,𝑓𝑔 i записати залежнiсть мiж
компонентами сил у явному виглядi:

𝐹𝑧 =
ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* (5 + 3𝑘) (1− 𝑘)

4ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺* (3 + 𝑘)
2 𝐹 2

𝑥 − 1. (31)

Таким чином, для випадку контрольованого пере-
мiщення ми отримали аналiтичне спiввiдношення
мiж компонентами сил (31), при яких контакт руй-
нується. У випадку контрольованої сили рiвнян-
ня (27) не дозволяє знайти аналiтичний результат,
тому для отримання залежностi мiж силами потрi-
бно додатково проводити чисельний аналiз. Частi-
ше за все аналiтичний розв’язок контактних задач
для градiєнтних матерiалiв отримати неможливо,
але iнколи це вдається, як, наприклад, у [23], хоча
при цьому все одно використовуються спецiальнi
функцiї, якi розраховуються чисельно.

Умови контрольованого змiщення реалiзуються,
якщо змiнюємо глибину iндентування 𝑑 iз постiй-
ною швидкiстю. Такi умови дуже часто вiдтво-
рюються в експериментах з дослiдження адгезiї,
в яких iндентор перемiщується за допомогою зов-
нiшнього приводу зi значно бiльшою жорсткiстю,
нiж адгезiйний контакт. Це дає можливiсть дослi-
джувати контактнi явища у квазiстатичному ре-
жимi, коли швидкiсть руху привода дуже мала i в
кожен момент часу реалiзується стацiонарний кон-
такт [24, 25], саме в такому випадку справедлива
теорiя JKR [18]. Iнша ситуацiя – це дослiдження
особливостей контакту при рiзних швидкостях ру-
ху iндентора, коли в’язкопружнi властивостi кон-
тактуючих матерiалiв суттєво впливають на кон-
тактнi явища [26, 27].

3. Чисельне моделювання
i обговорення результатiв

Перш нiж чисельно аналiзувати рiвняння (27)
i (28) (замiсть чисельного розв’язування (28) ми
можемо одразу використовувати отриманий аналi-
тичний результат (31)), потрiбно отримати спiввiд-
ношення мiж параметрами моделi, за яких вихiдне
рiвняння (19) має фiзичний змiст. У випадку одно-
рiдного середовища при 𝑘 = 0 спiввiдношення (19)
набуває вигляду [17]:

𝐸*𝑢𝑧 (𝑎)
2
+𝐺*𝑢(0)2

𝑥 = 2𝜋𝑎Δ𝛾. (32)
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Рис. 3. Залежнiсть 𝑘 (𝜈), отримана при чисельному аналi-
зi спiввiдношення (33). У випадку 𝜈 = 0 маємо однорiдне
середовище з 𝑘 = 0

В роботi [17] показано, що вираз (32) справедли-
вий лише у випадку 𝜈 = 0, коли 𝐸* = 𝐺*, що
випливає iз рiвняння (7). При цьому (32) спiвпа-
дає iз виразом, який запропонував Джонсон у [20].
Критерiй вiдриву, справедливий для градiєнтних
середовищ при 𝑘 ̸= 0, на сьогоднi не сформульо-
ваний. Однак iз форми рiвняння (19) можна по-
бачити, що тангенцiальний i нормальний рух дає
еквiвалентнi внески у пружну енергiю (як у (32)
при 𝜈 = 0) лише коли ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* = ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*.
Тому далi зосередимося на цьому випадку. Рiв-
нiсть ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* = ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺* iз урахуванням (7)
запишеться як

2𝛽 (𝑘, 𝜈) Γ
(︀
1 + 𝑘

2

)︀
𝛾 (𝑘, 𝜈) (1− 𝜈)

− 2𝛽2 (𝑘, 𝜈)

1 + 𝑘
+ 𝑘 + 1 = 0. (33)

Залежнiсть 𝑘 (𝜈), отримана при чисельному аналi-
зi рiвняння (33), показана на рис. 3. Залежнiсть
побудована на iнтервалi значень −1 < 𝜈 ≤ 0,5, якi
можуть набувати термодинамiчно стабiльнi мате-
рiали [28]. Тобто на цьому рисунку показано спiв-
вiдношення мiж 𝑘 та 𝜈, за якого реалiзується си-
туацiя ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* = ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*. Далi ми прово-
димо моделювання, у якому не використовується
значення коефiцiєнта Пуассона 𝜈, однак для ко-
жного 𝑘 вiдповiдне значення 𝜈 може бути знайдено
iз рис. 3. Зазначимо, що вiдповiдно до отриманої
залежностi 𝑘 (𝜈) випливає, що задача має розв’я-
зок лише у iнтервалi −0,23688 < 𝑘 < 0,649005. Звi-
сно, залежнiсть мiж нормальною i тангенцiальною
компонентами сил, при яких руйнується контакт,

повинна iснувати при будь-якому спiввiдношеннi
мiж 𝑘 i 𝜈. Але для довiльних значень 𝑘 i 𝜈 не-
обхiдно знайти критерiй вiдриву, оскiльки крите-
рiй (19) справедливий лише для деяких спiввiд-
ношень мiж цими параметрами (див. рис. 3). Мо-
жна однак припустити, що отриманi далi результа-
ти будуть описувати процес вiдриву iз достатньою
точнiстю, якщо значення 𝑘 i 𝜈 несуттєво вiдхиля-
ються вiд кривої на рис. 3.

У рамках метода MDR ми розглядаємо нормаль-
ний i тангенцiальний контакт незалежно один вiд
одного, таке припущення справедливо лише при
певних спiввiдношеннях мiж пружними параме-
трами. У нашому випадку абсолютно жорсткого
iндентора i пружної основи тангенцiальний i нор-
мальний рух незалежнi, якщо коефiцiєнт Пуассона
𝜈 = 1/ (2 + 𝑘) [13, 29]. Але при такому спiввiдно-
шеннi не виконується критерiй (19). Для подаль-
шого аналiзу ми вибрали параметри, за яких є
справедливим критерiй вiдриву (19), але при цьо-
му тангенцiальний i нормальний контакт розгля-
даються незалежно. Тому отриманi далi резуль-
тати мiстять деяку похибку, яка однак є незна-
чною [30]. Наприклад, у випадку однорiдного се-
редовища 𝑘 = 0 нормальний i тангенцiальний кон-
такт є незалежними, якщо 𝜈 = 0,5, але в iнтервалi
0,3 < 𝜈 < 0,5 похибка не перевищує 3% [30].

Головною метою роботи є аналiз впливу пара-
метра градiєнтностi 𝑘 на спiввiдношення мiж кри-
тичними компонентами сил, за яких вiдбувається
руйнування контакту. Тому далi логiчно побуду-
вати графiки залежностей цих сил. Однак одини-
цi вимiрювання сили 𝐹0 (16) мiстять параметр 𝑘, i
якщо побудувати залежностi 𝐹𝑧(𝐹𝑥), то порiвнюю-
чи їх не можна казати про вплив параметра градi-
єнтностi на поведiнку системи. Одиницi вимiрюва-
ння (16) дуже зручнi, оскiльки при їх використаннi
отримано унiверсальнi формули, у яких сили нор-
мованi на критичнi величини. Але при цьому скла-
дно прослiдкувати вплив параметра градiєнтностi
𝑘. Тому далi ми будемо аналiзувати не безпосере-
дньо 𝐹𝑧(𝐹𝑥), а iншу залежнiсть 𝑠𝐹𝑧(𝑠𝐹𝑥), де вве-
дено коефiцiєнт 𝑠, який визначається виразом

𝑠 =
(1− 𝑘) (5 + 3𝑘)

(3 + 𝑘)
. (34)

У зв’язок мiж силами 𝑠𝐹𝑧(𝑠𝐹𝑥) вiдповiдно до ви-
разiв (15) i (16) не входить коефiцiєнт 𝑘. А це озна-
чає, що аналiзуючи такi залежностi при рiзних
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a b
Рис. 4. Залежностi нормованої критичної нормальної компоненти сили 𝑠𝐹𝑧 вiд нормованої тангенцiальної компоненти 𝑠𝐹𝑥,
за умови ℎ𝑁 (𝑘, 𝜈)𝐸* = ℎ𝑇 (𝑘, 𝜈)𝐺*: a – залежностi вiдповiдають умовам контрольованої сили у вертикальному напрямку i
контрольованого змiщення у горизонтальному, побудованi при рiзних значеннях параметра градiєнтностi 𝑘; b – залежностi
в умовах контрольованого змiщення в обох напрямках, при таких самих значеннях 𝑘, як i панель (a) рисунка. Збiльшення
значень 𝑘 = −0,2, 0,0, 0,2, 0,4, 0,55, 0,649005 позначено стрiлкою. Штриховi лiнiї вiдповiдають вiдриву, коли iндентор
знаходиться вище за напiвпростiр i глибина iндентування 𝑑 набуває вiд’ємних значень; суцiльнi лiнiї – вiдрив при додатному
значеннi величини iндентування у напiвпростiр 𝑑

𝑘 можна прослiдкувати його вплив на спiввiдно-
шення мiж критичними силами при порiвняннi їх
величин.

На рис. 4 показанi залежностi мiж критичними
компонентами сил 𝑠𝐹𝑧(𝑠𝐹𝑥), отриманi при умовах
контрольованої сили (панель a) i контрольовано-
го перемiщення (панель b). Цi залежностi побу-
дованi при рiзних значеннях параметра 𝑘, який
описує мiру градiєнтностi матерiалу. Розглянемо
окремо частини кривих, що показанi пунктиром,
вони вiдповiдають випадку, коли контакт руйнує-
ться при наявностi вiдстанi мiж iндентором i напiв-
простором, тобто глибина iндентування 𝑑 має вiд’-
ємний знак. Для цих пунктирних дiлянок кривих
в умовах контрольованої сили (рис. 4, a) зi збiль-
шенням показника 𝑘 адгезiйна мiцнiсть контакту
зростає, оскiльки для його руйнування при бiль-
ших 𝑘 потрiбно прикласти бiльшi значення тан-
генцiальної та/або нормальної сил. Але при умовi
контрольованого змiщення (рис. 4, b) реалiзується
iнша ситуацiя – зi збiльшенням показника 𝑘 мi-
цнiсть адгезiйного контакту зменшується. Крити-
чнi значення сил, за яких вiдбувається руйнування
контакту при вiдсутностi тангенцiального змiщен-
ня (𝐹𝑥 = 0), для обох типiв навантаження запишу-
ться як [13]:

𝑠𝐹 𝑐,𝑓𝑙
𝑧 = − (𝑘 + 3) ; 𝑠𝐹 𝑐,𝑓𝑔

𝑧 = −𝑠, (35)

де 𝑠 визначається виразом (34). Верхнiй iндекс 𝑓𝑙
означає умови контрольованої сили, а 𝑓𝑔 – кон-
трольованого змiщення. Формули (35) вiдповiда-
ють початковiй точцi на залежностях на рис. 4 за
вiдсутностi тангенцiального зсуву 𝐹𝑥 = 0. Значен-
ня критичних сил, що задаються рiвняннями (35),
збiгаються тiльки при 𝑘 = −1, у всiх iнших ви-
падках для актуальної областi параметра 𝑘 > −1
абсолютна величина 𝑠𝐹 𝑐,𝑓𝑙

𝑧 при 𝐹𝑥 = 0 завжди
бiльша за 𝑠𝐹 𝑐,𝑓𝑔

𝑧 . Причому ми розглядаємо навiть
ще бiльш вузький дiапазон значень −0,23688 <
< 𝑘 < 0,649005 (див. пояснення до рис. 3).

Цiкаво, що залежностi, показанi на рис. 4 су-
цiльними лiнiями, за великих значень тангенцiаль-
ної сили змiнюють свої положення одна вiдносно
одної. Тобто, при великих глибинах iндентування
i величинах тангенцiального зсуву неможливо то-
чно сказати, матерiал з яким саме значенням 𝑘
буде сприяти максимальнiй мiцностi адгезiйного
контакту, i тут потрiбно проводити додатковi роз-
рахунки. Але, як правило, у прикладних задачах
бiльш цiкавим є випадок, який показаний пунктир-
ними лiнiями на рис. 4, а для нього вплив пара-
метра 𝑘 може бути чiтко визначений iз наведених
графiчних залежностей.

На лiвiй панелi рис. 4 при великих значеннях 𝑘
спостерiгається немонотонна залежнiсть мiж ком-
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Рис. 5. Значення рiзницi мiж нормальною i тангенцiаль-
ною компонентами сил, що показанi на рис. 4, як функцiя
нормованої тангенцiальної сили 𝑠𝐹𝑥. Усi кривi вiдповiдають
залежностям, що показанi на рис. 4, збiльшення параметра
𝑘 вказано стрiлкою

Рис. 6. Залежностi критичного значення тангенцiальної
сили 𝑠𝐹𝑥 вiд параметра 𝑘 при нульовiй нормальнiй си-
лi 𝐹𝑧 = 0 при параметрах рис. 4, a (умови контрольованої
сили, суцiльна крива) i рис. 4, b (умови контрольованого
перемiщення, штрихова крива)

понентами сил. Розглянемо цю особливiсть бiльш
детально. Фактично будь-яка крива на обох пане-
лях рисунка роздiляє простiр значень сил на двi
областi – лiвiше будь-якої кривої за фiксованого
значення 𝑘 iснує контакт, а правiше – повнiстю
руйнується. Сама крива при цьому вiдповiдає умо-
вам, коли контакт стає нестабiльним. Коли реалi-
зується монотонна залежнiсть 𝐹𝑧(𝐹𝑥) (рис. 4, b),
ситуацiя цiлком зрозумiла – якщо ми починаємо
рух в областi, в якiй контакт є стiйким, i будь-
яким шляхом доходимо до областi нестабiльностi,

контакт руйнується. Але за наявностi немонотон-
ної залежностi мiж компонентами сил можливий
iнший сценарiй поведiнки. Тут, у деякому дiапазо-
нi значень тангенцiальної сили 𝐹𝑥, при русi iз обла-
стi стабiльностi ми спочатку виходимо в область
нестабiльного контакту i вiн руйнується, а потiм
знов потрапляємо в область стабiльностi. Але при
такому сценарiї поведiнки звiсно контакт не бу-
де вiдтворюватися пiсля його руйнування, оскiль-
ки ми розглядаємо ситуацiю, в якiй пiсля руй-
нування адгезiйних зв’язкiв вони не вiдтворюю-
ться [17]. Однак, якщо розглянути випадок, в яко-
му пiсля руйнування частини контакту i релакса-
цiї пружних напружень на цiй дiлянцi адгезiйний
контакт вiдтворюватиметься, стає можливим iн-
ший режим. Фактично, можливий такий режим, у
якому при фiксованiй тангенцiальнiй силi на ста-
дiї вiдриву контакт спочатку повнiстю руйнується,
а потiм знов вiдтворюється. Це доволi цiкавий ре-
зультат, але для повноцiнного опису такої ситуа-
цiї потрiбно враховувати вiдновлення адгезiйних
зв’язкiв, як, наприклад, у роботi [31]. З iншого
боку, описана немонотонна залежнiсть вiдкриває
можливiсть таких манiпуляцiй iз контактом, при
яких за наявностi монотонної залежностi 𝐹𝑧(𝐹𝑥)
вiн повнiстю зруйнувався б, а у немонотонному ви-
падку можна варiювати тангенцiальну силу i об-
ходити цю немонотоннiсть, зберiгаючи при цьому
контакт.

На рис. 5 показанi залежностi Δ(𝑠𝐹 ), якi є рi-
зницями мiж нормальними силами в умовах кон-
трольованого змiщення i контрольованої сили, що
показанi на рис. 4. Кожна така рiзниця знаходи-
ться при фiксованому значеннi тангенцiальної си-
ли 𝑠𝐹𝑥. Iз рис. 5 випливає, що зi збiльшенням
тангенцiальної сили вказана рiзниця зменшується.
Подiбна поведiнка також спостерiгалася нами у по-
переднiй роботi [17]. На рис. 5 можна бачити, що
рiзниця мiж силами при рiзних умовах навантаже-
ння зменшується також i при зменшеннi значення
параметра 𝑘. Зазначимо, що ми розглядаємо пара-
метр 𝑘 в iнтервалi, що показаний на рис. 3. Якщо
ми аналогiчно розрахуємо величину Δ𝐹 для 𝑘 =
= −1, то отримаємо Δ𝐹 = 0, оскiльки за цього
значення 𝑘 при рiзних умовах навантаження за-
лежностi 𝐹𝑧(𝐹𝑥) повнiстю спiвпадають, як ми вже
вказували на це вище за текстом.

В данiй роботi ми дослiджуємо вплив танген-
цiального зсуву на мiцнiсть адгезiйного контакту.
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При цьому окрема цiкава ситуацiя – це вiдривання
iндентора лише пiд дiєю тангенцiального зсуву, ко-
ли нормальна сила 𝐹𝑧 дорiвнює нулю. Залежнiсть
критичної тангенцiальної сили при рiзних умовах
навантаження i нульовiй нормальнiй силi вiд па-
раметра 𝑘 показана на рис. 6. Iз рис. 6 випливає,
що в умовах контрольованого змiщення при збiль-
шеннi показника градiєнтностi 𝑘 мiцнiсть тангенцi-
ального контакту зменшується. Але якщо при пе-
ремiщеннi iндентора контролювати силу (суцiль-
на крива), то для вiд’ємних значень 𝑘 при збiль-
шеннi цього параметра адгезiйна мiцнiсть конта-
кту збiльшується, а коли 𝑘 стає додатним, вона
починає зменшуватись iз подальшим його ростом.
Такий самий результат випливає iз попереднього
рис. 4.

4. Висновки

У роботi проведено дослiдження адгезiйної мiцно-
стi контакту при наявностi тангенцiального зсуву
для градiєнтних матерiалiв, у яких модуль пру-
жностi змiнюється iз глибиною за степеневим зако-
ном. Виявлено, що змiна показника градiєнтностi
матерiалу суттєво впливає на зсувну стiйкiсть кон-
такту i вказано, якi саме матерiали забезпечувати-
муть максимально мiцний контакт. При цьому роз-
глянуто два типи навантаження – за контрольо-
ваної сили i контрольованого змiщення. Цiкавим
результатом є те, що залежнiсть мiж критичними
силами у випадку контрольованої сили має гiсте-
резисний характер, що забезпечує декiлька сцена-
рiїв руйнування контакту, у залежностi вiд його
передiсторiї. Зауважимо, що у роботi ми розгля-
даємо ситуацiю, у якiй пiсля руйнування адгезiйнi
зв’язки не вiдновлюються, а зруйнована частина
адгезiйного контакту не робить внесок у тангенцi-
альну компоненту сили. Це справедливо для ситу-
ацiї, у якiй пiсля руйнування адгезiйних зв’язкiв
у цих мiсцях поверхнева енергiя значно зменшу-
ється. Така особливiсть може спостерiгатися, на-
приклад, у склеєних контактах, або у таких, адге-
зiйна мiцнiсть яких суттєво збiльшується iз часом
контакту.
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INFLUENCE OF TANGENTIAL
DISPLACEMENT ON THE ADHESION FORCE
BETWEEN GRADIENT MATERIALS

S u m m a r y

The influence of a tangential displacement on the strength of

the adhesive contacts between gradient materials with different

gradings of their properties has been studied. Variants with

a controlled force (fixed load) and a controlled displacement

(fixed grips) are considered. A relationship between the normal

and tangential critical force components at which the contact

is destroyed is obtained. It is valid within the whole interval

of the gradient parameters, where the detachment criterium is

obeyed. The optimal parameters at which the adhesive contact

strength is maximum are determined. A case of detachment

under the action of only the tangential force, i.e. when the

normal force equals zero, is analyzed separately.
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