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Ми застосовуємо алгебраїчно-спецiальний вихiдний в сенсi Чандрасекара розв’язок рiв-
нянь Максвелла у просторi Керра, отримуємо вирази хвильових векторiв право- та
лiвополяризованих хвиль i доводимо, що з умови iзотропностi як умови рiвностi ну-
левi iнварiантiв поля не випливає iзотропнiсть хвильових векторiв, а також, що iн-
тегральна конгруенцiя хвильового векторного поля не є геодезiйною. Ми встановлює-
мо зв’язок отриманих результатiв iз умовою Старобiнського та Пресса-Тюкольського
iснування супервипромiнювання в просторi-часi Керра.
К люч о в i с л о в а: однонапрямлене iзотропне поле, спiнор Максвелла, простiр-час Кер-
ра, вiдокремлення змiнних, хвильовий вектор, геодезiйнi.

1. Вступ

Вiдкриття чорних дiр за спостереженням гравiта-
цiйного випромiнювання вiд їх злиття [1], злиття
чорних дiр та нейтронних зiрок [2] та спостере-
ження Телескопом горизонту подiй (Event Horizon
Telescope) надмасивної чорної дiри в центрi елi-
птичної галактики Messier 87 [3] не тiльки пiдтвер-
джують передбачення загальної теорiї вiдносностi,
але й доводять ефективнiсть методiв, розвинутих
для аналiзу таких процесiв, як аналiтичних так i
числових. Проте цi спостереження не виключають
повнiстю можливостi, що гравiтацiя має неайштай-
нiвську природу, або що шварцшiльдiвська чорна
дiра чи безгоризонтний компактний об’єкт iмiту-
ють чорну дiру Керра (ЧДК) [4–6]. Тому не змен-
шується потреба в подальшому розвитку аналiти-
чних методiв для вивчення поведiнки пробних фi-
зичних полiв в околi ЧДК як джерел iнформацiї
про неї, якi б дозволили описувати явища у ши-
рокому дiапазонi змiни координат та параметрiв i
обiйти проблему точностi та збiжностi апроксима-
цiйних методiв, в першу чергу у сильних полях.

Основою для аналiтичного опису поведiнки еле-
ктромагнiтного поля є рiвняння Максвелла, ви-
користання яких у рiманових просторах загаль-
ної теорiї вiдносностi зiштовхується з фундамен-
тальними труднощами. Головною з них є сильна
зв’язанiсть системи рiвнянь – у кожному рiвнян-
нi системи є похiднi вiд усiх невiдомих функцiй.
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Ця труднiсть вiдсутня у випадку скалярного по-
ля, що дозволило Старобiнському [7] та Прессу i
Тюкольському [8] довести iснування супервипро-
мiнювання у просторi-часi Керра (ПЧК). Тюколь-
ський [9] частково розщепив до окремих рiвнянь
системи рiвнянь для гравiтацiйного, електромагнi-
тного та нейтринного полiв у просторi типу 𝐷 за
Петровим та пiдтвердив iснування супервипромi-
нювання у ПЧК також у випадку електромагнi-
тного поля. У роботах Старобiнського [7], Старо-
бiнського та Чурiлова [10], Тюкольського [9] бу-
ло використано розклади у ряди за сфероїдаль-
ними гармонiками. Цей пiдхiд, детально описаний
Тюкольським у роботi [11], як i всi iншi, дозво-
ляє отримати наближенi розв’язки у виглядi рядiв
за системою сфероїдальних функцiй з коефiцiєн-
тами, що визначаються тричленними рекурентни-
ми спiввiдношеннями. Хоча сучаснi чисельнi мето-
ди i обчислювальнi засоби дозволяють отримати
розв’язки з довiльною точнiстю, їх використання
для передбачення ефектiв у всьому дiапазонi пара-
метрiв джерела (маси та кутового моменту), змiн-
них i констант вiдокремлення залишається скла-
дним. Наближенi аналiтичнi розв’язки можуть бу-
ти отриманi у високочастотному та низькочасто-
тному дiапазонах (див., наприклад, [12] та поси-

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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лання у статтi), однак через складнiсть обчислень
вони часто мiстять помилки.

Моделюючи гравiтацiйне поле матерiальним се-
редовищем та обмежившись якiсним аналiзом, Ме-
шхун [13] вперше зауважив, що внаслiдок взаємо-
дiї спiну фотона з гравiтацiйним полем, фотони з
правою круговою поляризацiєю повиннi розсiюва-
тися iнакше нiж фотони з лiвою круговою поля-
ризацiєю (ефект Мешхуна).

Ґуаданьнiнi [18], Барб’єрi та Ґуаданьнiнi [19] у
наближеннi геометричної оптики обчислили пара-
метр асиметрiї спiральностi розсiяних фотонiв, по-
в’язаної з поляризацiєю свiтла при гравiтацiйно-
му вiдхиленнi променiв тiлом, що обертається. За-
лежнiсть траєкторiй фотонiв вiд їх спiральностi з
використанням модифiкованого пiдходу геометри-
чної оптики була дослiджена Фроловом та Шумом
[20]. Передбачення Мешхуном взаємодiї спiну фо-
тона з гравiтацiйним полем пiдтверджено Асен-
йо i Хожманом [21], якi використовували точний
розв’язок для випадку електромагнiтних хвиль в
метрицi Ґеделя та наближений – у випадку про-
стору Керра.

Нашою метою є отримання точного опису по-
ведiнки в просторi-часi Керра хвильового векто-
ра електромагнiтного поля шляхом аналiзу пове-
дiнки однонапрямленого iзотропного поля (ОIП),
яке є алгебраїчно спецiальним та вихiдним за тер-
мiнологiєю Чандрасекара. Для цього ми викори-
стаємо вiдповiдний аналiтичний розв’язок рiвнянь
Максвелла [14–16]. Стосовно цього розв’язку не-
обхiдно зробити два зауваження. По-перше, вiн є
частковим, але це не є перешкодою для опису ним
найбiльш загальних рис поширення електромагнi-
тного випромiнювання, якi притаманнi кожному
розв’язку. По-друге, розв’язок є особливим на осi
обертання 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋 (навiть у пласкому просто-
рi). Тим не менше, вiдомо, що особливiсть на осi
обертання не має iнварiантного характеру i розв’я-
зок є фiзично змiстовним на iнтервалi 0 < 𝜃 < 𝜋.

Сигнатурою метрики є (+,−,−,−). Рiвняння за-
писуємо в геометризованiй системi одиниць, де 𝑐 =
= 𝐺 = 1, i припускаємо необхiдну гладкiсть всiх
функцiй, що не обмежує фiзичної загальностi.

2. Хвильовий вектор ОIП
Максвелла в просторi Керра

У роботi [16] ми розглянули електромагнiтне по-
ле у просторi Керра, що є частковим випадком

алгебраїчно-спецiального поля, оскiльки його кра-
тнi головнi спiнори є орiєнтованими вздовж одно-
го з кратних головних спiнорiв Вейля. Якщо кра-
тний головний спiнор Вейля є орiєнтовним вздовж
спiнора 𝑜𝐴, спiнор Максвелла має вигляд 𝜙𝐴𝐵 =
= 𝜙2𝑜𝐴𝑜𝐵 , i поле Максвела є ОIП, вихiдним за
Чандрасекаром [22].

У калiбруваннi Кiннерслi частковий розв’язок
рiвнянь Максвелла у формi ОIП з частково вiд-
окремленими змiнними, який є обмеженим за часо-
вою та 2𝜋-перiодичним за азимутальною змiнною,
має вигляд [15, 16]

𝜙2,𝑚 = 𝐶𝑚
𝑒𝑖𝜔𝜂1+𝑖𝑚𝜂2+𝑎𝜔 cos 𝜃+𝑚 ln( 1−cos 𝜃

sin 𝜃 )

sin 𝜃(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)
, (1)

де

𝜂1 = 𝑡− 𝑟 −𝑀 lnΔ− 𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

(︂
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

)︂
, (2)

𝜂2 = 𝜑− 𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

(︂
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

)︂
, (3)

𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑 – координати Бойєра–Лiндквiста, 𝑀 – па-
раметр маси, 𝑎 – питомий кутовий момент, 𝐶𝑚 =
= 𝐶𝑚(𝜔) ∈ C – довiльнi сталi, 𝜔 ∈ R, 𝑚 ∈ Z –
частота хвилi та азимутальне число вiдповiдно,
Δ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2, 𝑟+ = 𝑀 +

√
𝑀2 − 𝑎2, 𝑟− =

= 𝑀 −
√
𝑀2 − 𝑎2.

Фаза хвилi (1)

Φ = 𝜔

(︂
𝑡− 𝑟 −𝑀 lnΔ− 𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

(︂
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

)︂)︂
+

+𝑚

(︂
𝜑− 𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

(︂
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

)︂)︂
(4)

визначає хвильовий 4-вектор з компонентами

𝑘𝜇 =

[︂
𝜔,−𝜔(𝑟

2 + 𝑎2) + 𝑎𝑚

Δ
, 0,𝑚

]︂
(5)

i

𝑘𝜇 = 𝑘𝜈𝑔
𝜇𝜈 =

[︂
𝜔

(︂
1 +

2𝑀𝑟
(︀
𝑟2 + 𝑎2 + 𝑚𝑎

𝜔

)︀
ΣΔ

)︂
,

𝜔
(︀
𝑟2 + 𝑎2

)︀
+ 𝑎𝑚

Σ
, 0,

− 𝑚

Δsin2 𝜃
+

2𝑀𝑟
(︀
𝑎𝜔 sin2 𝜃 +𝑚

)︀
ΣΔsin2 𝜃

]︂
, (6)
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та встановлює закон дисперсiї. На вiдмiну вiд роз-
глянутого в [21] випадку ми знаємо динамiку ам-
плiтуди i тому отримуємо скалярний квадрат цьо-
го вектора явно:

𝑘𝜇𝑘𝜇 = −
(︀
𝑎𝜔 sin2 𝜃 +𝑚

)︀2
Σsin2 𝜃

. (7)

Звiдси випливає, що в загальному випадку хвильо-
вий вектор не є iзотропним i стає таким лише на
просторовiй нескiнченостi, або при виконаннi умо-
ви 𝑎𝜔 sin2 𝜃+𝑚 = 0, або у випадку простору Швар-
цшильда для фундаментальної моди (𝑚 = 0). Вiн
не є особливим на горизонтi подiй та, на вiдмiну вiд
висновкiв [21], не може бути просторовоподiбним.

Конгруенцiя, до якої векторне поле 𝑘𝜇 є доти-
чним, взагалi кажучи, не є геодезiйною:

𝑘𝜇∇𝜇𝑘0 = 𝑘𝜇∇𝜇𝑘1 = 0, (8)

𝑘𝜇∇𝜇𝑘2 = 𝑟

(︀
𝑎𝜔 sin2 𝜃 +𝑚

)︀2
Σ2 sin2 𝜃

, (9)

𝑘𝜇∇𝜇𝑘3 =
cos 𝜃

Σ2 sin3 𝜃
×

×
(︂(︀

𝑚2 − 𝑎2𝜔2 sin4 𝜃
)︀(︀
𝑟2 + 𝑎2

)︀
−

− 2𝑎2𝑚 sin2 𝜃
(︀
𝑎𝜔 sin2 𝜃 +𝑚

)︀)︂
. (10)

При 𝑎 → 0

𝑘𝜇∇𝜇𝑘0 = 𝑘𝜇∇𝜇𝑘1 = 0, (11)

𝑘𝜇∇𝜇𝑘2 =
𝑚2

𝑟3 sin2 𝜃
, (12)

𝑘𝜇∇𝜇𝑘3 =
𝑚2 cos 𝜃

𝑟2 sin3 𝜃
. (13)

Для порiвняння наших результатiв з результа-
тами Старобiнського та Тюкольського перейдемо
до нової радiальної змiнної – “черепашачої” корди-
нати 𝑟*, яка усуває особливiсть на горизонтi

𝑑𝑟*

𝑑𝑟
=

𝑟2 + 𝑎2

Δ
. (14)

Тодi тензор Максвелла та тензор енергiї-
iмпульсу, якi вiдповiдають однонапрямленому iзо-
тропному розв’язку, набувають вигляду

𝐹𝑎𝑏 =
√
2×

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 − 𝑎𝑃

𝑟2+𝑎2 − 1
sin 𝜃𝑄 𝑃

𝑎𝑃
𝑟2+𝑎2 0 Σ𝑄

(𝑟2+𝑎2) sin 𝜃 −𝑃
1

sin 𝜃𝑄 − Σ𝑄
(𝑟2+𝑎2) sin 𝜃 0 −𝑎 sin 𝜃𝑄

−𝑃 𝑃 𝑎 sin 𝜃𝑄 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
(15)

𝑇𝑎𝑏 =
|𝜙2|2

2𝜋

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 − Σ

𝑟2+𝑎2 0 −𝑎 sin2 𝜃

− Σ
𝑟2+𝑎2

Σ2

(𝑟2+𝑎2)2
0 𝑎 sin2 𝜃Σ

𝑟2+𝑎2

0 0 0 0

−𝑎 sin2 𝜃 𝑎 sin2 𝜃Σ
𝑟2+𝑎2 0 𝑎2 sin4 𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, (16)

де

𝑃 = (𝑐1 sin(𝜔𝜂1 +𝑚𝜂2) + 𝑐2 cos(𝜔𝜂1 +𝑚𝜂2))×

× 𝑒−𝑎𝜔 cos 𝜃

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂𝑚
, (17)

𝑄 = (𝑐1 cos(𝜔𝜂1 +𝑚𝜂2)− 𝑐2 sin(𝜔𝜂1 +𝑚𝜂2))×

× 𝑒−𝑎𝜔 cos 𝜃

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂𝑚
, (18)

i стають регулярними на горизонтi 𝑟+.
𝑘𝑟* компонента хвильового вектора (5) стає

𝑘𝑟* =
𝑑Φ

𝑑𝑟*
= −𝜔 − 𝑑

𝑑𝑟*

(︂
𝑚𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

)︂
=

= −𝜔 − 𝑚𝑎

𝑟2 + 𝑎2
, (19)

i ми отримуємо радiальнi компоненти групової та
фазової швидкостi у виглядi 2

𝑣gr = − 𝑑𝑘

𝑑𝜔
= −1, (20)

𝑣ph = − 𝑘

𝜔
= −1 +

𝑎𝑚

𝜔 (𝑟2 + 𝑎2)
= −1 +𝑚

Ω(𝑟)

𝜔
. (21)

Формула (21) точно визначає критичнi точки
(поверхнi) хвиль, що виходять вiд ЧДК – точки,
де фазова швидкiсть 𝑣ph змiнює свiй знак (див.
також [15, 17])

𝑟cr =

√︂
𝑎𝑚

𝜔
− 𝑎2, (22)

2 З цього мiсця ми змiнимо знак перед 𝜔, щоб порiвняти з
результатами Старобiнського та Тюкольського.
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в порiвняннi з Старобiнським [7] i Тюкольським
((5.11) в [9]), де таке спiввiдношення отримано ли-
ше в околi горизонту (𝑟 → 𝑟+)

𝑟cr = 𝑟+ =

√︂
𝑎𝑚

𝜔
− 𝑎2. (23)

Очевидно, що

Ω(𝑟+) =
𝑎(︀

𝑟2+ + 𝑎2
)︀ (24)

є кутовою швидкiстю ЧДК, яка означена як ку-
това швидкiсть горизонту подiй. Звiдси випливає,
що умова змiни характеру хвилi iз вхiдного на ви-
хiдний у довiльнiй точцi має такий самий вигляд,
як i на горизонтi.

Групова швидкiсть вихiдної однонапрямленої
хвилi є завжди швидкiстю свiтла (у вакуумi), але
фазова швидкiсть є меншою за швидкiсть свiтла
для частот, для яких виконується умова

𝜔 <
𝑎𝑚

(𝑟2 + 𝑎2)
, (25)

i має протилежний до групової швидкостi напря-
мок. Фазова швидкiсть стає орiєнтованою в тому
ж напрямку, що й групова швидкiсть та прямує
до швидкостi свiтла при 𝜔 → ∞ або 𝑟 → ∞. Як
видно з формули (21), правильної у всьому дiапа-
зонi частот, фазова швидкiсть залежить вiд знаку
𝜔, який визначає поляризацiю хвилi, що є проявом
спiн-спiральної взаємодiї.

3. Висновки

Вiдомо, що концепцiя групової та фазової швид-
костей поширення хвиль є найбiльш змiстовною у
випадках, коли середовище або простiр допуска-
ють iснування пласких хвиль. Ця умова, взагалi
кажучи, не виконується у рiманових просторах за-
гальної теорiї вiдносностi. Використання спiнор-
ного представлення рiвнянь Максвелла та отри-
маного нами алгебраїчно-спецiального розв’язку
в ПЧК дозволяє отримати висновки, що у цьому
просторi-часi

1. з умови, що поле Максвелла є iзотропним

𝐹𝑎𝑏𝐹
𝑎𝑏 = 0, 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝐹

𝑎𝑏𝐹 𝑐𝑑 = 0 (26)

не випливає, що його хвильовий вектор є iзо-
тропним;

2. вплив гравiтацiйного поля маси, що обертає-
ться, на поле Максвелла проявляється у частотнiй
дисперсiї хвильового вектора за законом, визначе-
ним формулою (5);

3. групова та фазова швидкостi електромагнi-
тної хвилi можуть бути протилежно орiєнтова-
ними в залежностi вiд спiввiдношення мiж хара-
ктеристиками гравiтацiйного та електромагнiтно-
го полiв вiдповiдно до формул (20)–(21).

Хоча теорема Марiота–Робiнсона гарантує, що
якщо електромагнiтне поле є iзотропним, то кра-
тнi головнi iзотропнi напрямки генерують геоде-
зiйну безсувну iзотропну конгруенцiю, проте, вi-
домо, що рух частинок зi спiном в гравiтацiйному
полi описується рiвняннями Матiсона–Папапетру,
розв’язки яких не є геодезiйними. Бiльше того,
у випадку ультрарелятивiстського руху частинок
вiдхилення траєкторiй вiд геодезiйних стає зна-
чним [23], [24]. Тому геодезiйнi, iснування яких
передбачено теоремою Марiота–Робiнсона, не мо-
жуть бути асоцiйованi з хвильовими фронтами
електромагнiтних хвиль, i опис руху електромагнi-
тної хвилi в термiнах хвильового вектора є бiльш
сумiсним з фiзичним передбаченням, навiть якщо
фаза не є бiлiнiйною функцiєю компонент хвильо-
вого вектора та координат, як є в випадку нашо-
го розв’язку. Напрямок i абсолютна величина гру-
пової та фазової швидкостей визначаються спiв-
вiдношеннями (20)–(21), якi узагальнюють подiбнi
спiввiдношення Старобiнського та Тюкольського,
є точними та виконуються у всьому просторi, а не
лише поблизу горизонту подiй.

Ця робота виконана за пiдтримки бюдже-
тної програми

”
Пiдтримка розвитку прiорите-

тних наукових напрямкiв“ (6451230) та Науко-
вої космiчної програми Нацiональної академiї наук
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WAVE OPTICS IN THE KERR
SPACE-TIME TAKING THE SPIN-HELICITY
INTERACTION INTO ACCOUNT

Р е з ю м е

We apply an algebraically special solution of the Maxwell
equations in the Kerr space-time, which we specify as outgoing
in the Chandrasekhar meaning, to obtain the wave vectors of
right- and left-polarized waves and prove that the nullity condi-
tion of field invariants yield the non-nullity of wave vectors and
that the wave vector is not geodesic. We also show how these
are related to the analysis of radiation in the Kerr space-time,
provided by Starobinskii and Teukolsky.
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