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УДК 531-9; 539

Двочастинкова система з часо-асиметричною спiзнено-випередною взаємодiєю, вiдома
як модель Старушкевича–Рудда–Гiлла, розглядається у часопросторi де Сiттера. За-
пропоновано явно коварiантнi описи моделi в рамках лаґранжевого та гамiльтонового
формалiзмiв з в’язями. Показано, що модель є де-сiттер-iнварiантною та iнтеґровною.
Отримано явний розв’язок рiвнянь руху. За допомогою коварiантної електромагнiтної
функцiї Ґрiна отримано рiвняння руху точкового заряду в зовнiшньому електромагне-
тному полi, де врахована реакцiя випромiнювання.
К люч о в i с л о в а: модель Старушкевича–Рудда–Гiлла, простiр де Сiттера, сила еле-
ктромагнетної самодiї.

1. Модель, запропонована Старушкевичем [1, 2],
Руддом i Гiллом [3], описує таку часо-асиметричну
взаємодiю двох релятивiських точкових зарядже-
них частинок: випередне поле першої частинки дiє
на другу частинку, спiзнене поле другої частин-
ки дiє на першу, а реакцiєю випромiнювання зне-
хтувано. Цю модель виведено з часо-нелокального
функцiоналу дiї Тетроде–Фоккера [4, 5], в яко-
му пiдiнтеґральну симетричну функцiю Ґрiна рiв-
няння Даламбера замiнено на спiзнену (чи випе-
редну). У такий спосiб модель переформульова-
но в лаґранжеву, а тодi у гамiльтонову форму,
що виявляється iнтеґровною [6] завдяки її точнiй
пуанкаре-iнварiантности. Модель Старушкевича–
Рудда–Гiлла було узагальнено для рiзних взає-
модiй (скалярної, ґравiтацiйної, утримної тощо)
[7, 8], а вiдповiднi квантовi версiї [9, 10] виявили їх
фiзичну змiстовнiсть, попри неприроднiсть часо-
асиметричних взаємодiй.

Тут модель Старушкевича–Рудда–Гiлла розгля-
нуто у часопросторi де Сiттера. З допомогою пред-
ставлення часопростору де Сiттера як гiперболої-
да в 5-вимiрному просторi Мiнковського M5 ми бу-
дуємо частинкову динамiку з в’язями та гамiльто-
нiв опис. Вiн є iнварiантним щодо групи де Сiттера
SO(1,4) та iнтеґровним. Для цiєї динамiки побудо-
вано формальний розв’язок.

2. Варiацiйний функцiонал Тетроде–Фоккера [4,
5], що є основою електродинамiки Вiлера–Фейн-
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мана в рамках теорiї дiї на вiдстанi, було узагаль-
нено на випадок кривого часопростору Гойлом i
Нарлiкаром [11] та iншими [12]. Для системи двох
заряджених частинок з масами 𝑚𝑎 та зарядами 𝑒𝑎
(𝑎 = 1,2) вiн має вигляд:

𝐼 = 𝐼free + 𝐼int, де 𝐼free = −
2∑︁

𝑎=1

𝑚𝑎

∫︁
d𝑠𝑎 , (1)

𝐼int = −4𝜋𝑒1𝑒2

∫︁ ∫︁
d𝑥𝜇1 d𝑥

𝜈
2 𝐺𝜇𝜈(𝑥1, 𝑥2), (2)

де 𝑥𝜇𝑎(𝜏𝑎) (𝜇 = 0, ..., 3) – часопросторовi коорди-
нати свiтових лiнiй частинок, параметризованих
параметром еволюцiї 𝜏𝑎 (𝑎 = 1, 2). Мiрами d𝑠𝑎
у вiльно-частинкових членах 𝐼free дiї (1) є еле-
ментарнi iнтервали вздовж свiтових лiнiй части-
нок. Пiдiнтеґральним виразом у членi взаємодiї (2)
є симетрична функцiя Ґрiна 𝐺𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) рiвняння
Даламбера.

3. Часопростiр де Сiттера можна представити
як 4-вимiрний гiперболоїд H [13, 14]

𝑦2 ≡ 𝑦 · 𝑦 ≡ 𝜂𝑀𝑁𝑦
𝑀𝑦𝑁 = −𝑅2

у 5-вимiрному просторi Мiнковського M5 з коорди-
натами 𝑦𝑀 (𝑀 = 0, 1, ..., 4) та метрикою ||𝜂𝑀𝑁 || =
= diag(+,−, ...,−). Стала 𝑅 визначає скалярну

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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кривину ℛ простору де Сiттера, вона пов’язана
з космологiчною сталою Λ: ℛ = −12/𝑅2 = 4Λ
(швидкiсть свiтла 𝑐 = 1).

Гiперболоїд H є iнварiантний щодо групи де
Сiттера SO(1,4), представленої в M5 стандартни-
ми псевдо-ортогональними перетвореннями. Ме-
трика на H iндукується метрикою в M5: d𝑠2 =
= 𝜂𝑀𝑁d𝑦𝑀 d𝑦𝑁

⃒⃒
H. Тому конфiгурацiйним просто-

ром двочастинкової системи є H2. Його можна па-
раметризувати або незалежними змiнними 𝑥𝜇𝑎(𝜏𝑎),
або 5-вимiрними змiнними 𝑦𝑀𝑎 (𝜏𝑎) (𝑀 = 0, 1, ..., 4),
обмеженими на гiперболоїд (для кожної частинки
𝑎 = 1,2).

Для часопростору де Сiттера симетрична фун-
кцiя Ґрiна є вiдомою з роботи [15] 2:

𝐺𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) = 𝐺𝛿
𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) +𝐺𝜃

𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) (3)

де

𝐺𝛿
𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) =

1

16𝜋
𝑔𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′)𝛿(𝜌),

𝐺𝜃
𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) =

1

12𝜋

{︂
𝜕𝜇𝜕𝜈′

(︂
ln𝑍 − 1

2𝑍

)︂}︂
Θ(𝜌);

𝑔𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) = −2𝑅2

{︂
𝜕𝜇𝜕𝜈′𝑍 − (𝜕𝜇𝑍)(𝜕𝜈′𝑍)

𝑍

}︂
,

𝑍(𝑥, 𝑥′) = 1 +
1

4
𝜌(𝑥, 𝑥′)/𝑅2,

𝜌 ≡ (𝑦 − 𝑦′)2 = 2𝑅2
(︁
cosh

𝑠

𝑅
− 1

)︁
> 0,

i де 𝑠 є iнтервалом мiж точками 𝑦 i 𝑦′ вздовж часо-
подiбної геодезичної (для просторово-подiбної гео-
дезичної 𝑠 уявна, cosh(𝑠/𝑅) = cos |𝑠/𝑅|, та 𝜌 < 0).

4. За прикладом Старушкевича [1], Рудда i Гiл-
ла [3] замiнимо в (2) симетричну функцiю Ґрiна
на:

𝐺(𝜂)
𝜇𝜈 (𝑥1, 𝑥2) = 2Θ[𝜂(𝑥01 − 𝑥02)]𝐺𝜇𝜈(𝑥1, 𝑥2), (4)

що є спiзненою (для 𝜂 = +1) або випередною (𝜂 =
= −1) функцiєю Ґрiна.

Зауважимо, що функцiя Ґрiна 𝐺𝜇𝜈′ мiстить двi
частини: локальну 𝐺𝛿

𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′) з носiєм на поверхнi
свiтлового конусу 𝜌 = 0 та нелокальну 𝐺𝜃

𝜇𝜈′(𝑥, 𝑥′)
з носiєм всерединi свiтлового конусу 𝜌 > 0. Те ж
стосується i 𝐺(𝜂)

𝜇𝜈 . Це є загальна риса кривого ча-
сопростору, на вiдмiну вiд простору Мiнковського,

2 Ранiша пропозицiя [16] видається хибною, оскiльки не
вiдповiдає вимогам де-ciттер-iнварiантности.

де функцiя Ґрiна безмасового поля має лише ло-
кальну частину. Але у випадку простору де Сiтте-
ра внесок функцiї Ґрiна 𝐺𝜇𝜈 або 𝐺

(𝜂)
𝜇𝜈 в iнтеґрал

(1) можна ефективно звести лише до локального
внеску шляхом iнтеґрування за частинами:

𝐼int = −4𝜋𝑒1𝑒2

∫︁ ∫︁
d𝑥𝜇1 d𝑥

𝜈
2 𝐺

(𝜂)
𝜇𝜈 (𝑥1, 𝑥2) ≃

≃ −𝑒1𝑒2
∫︁ ∫︁

d𝜏1 d𝜏2 2Θ(𝜂𝑦0) 𝑦̇1 · 𝑦̇2 𝛿(𝑦2)|TH2 , (5)

де 𝑦̇𝑎 ≡ d𝑦𝑎 /d𝜏𝑎 (𝑎 = 1, 2) – 5-вектори швидкостей
частинок, 𝑦 ≡ 𝑦1 − 𝑦2 є 5-вектор їх вiдносного роз-
ташування, а символ “≃” позначає рiвнiсть з то-
чнiстю до позаiнтеґральних членiв, якi не дають
внеску у варiацiйну задачу.

Пiдiнтеґральний вираз у правiй частинi (5)
обмежено на TH2 – дотичну в’язку над конфiгу-
рацiйним простором H2.

5. У цьому мiсцi iнтеґрал (5) можна один раз
проiнтеґрувати, подiбно до випадку моделi Ста-
рушкевича–Рудда–Гiлла у пласкому часопросторi
[2]. Як наслiдок, дiя (1), (5) зводиться до одноча-
сової лаґранжевої дiї, представленої тут у явноко-
варiантнiй 5-вимiрнiй формi:

𝐼 =

∫︁
d𝜏

{︃
𝐿+ 𝜆0𝑦

2 +

2∑︁
𝑎=1

𝜆𝑎(𝑦
2
𝑎 +𝑅2)

}︃
. (6)

Лаґранжiан, означений на TM2
5, є такий:

𝐿 ≡ −
2∑︁

𝑎=1

𝑚𝑎

√︀
𝑦̇2𝑎 − 𝑒1𝑒2

𝑦̇1 · 𝑦̇2
|𝑌̇ · 𝑦|

, (7)

де 𝑌 ≡ 1
2
(𝑦1 + 𝑦2), а лаґранжевi множники 𝜆𝑎 i 𝜆0

врахувують голономнi в’язi: гiперболоїднi

𝑦2𝑎 +𝑅2 = 0, 𝑎 = 1, 2, (8)

та в’язь свiтлового конусу, породжену 𝛿-функцiєю
у правiй частинi (5):

𝑦2 ≡ (𝑦1 − 𝑦2)
2 = 0, 𝜂𝑦0 ≡ 𝜂(𝑦01 − 𝑦02) > 0. (9)

Цi в’язi визначають 7D конфiгурацiйний простiр
системи K ⊂ H2 ⊂ M2

5.
6. де Сiттер-iнварiантнiсть лаґранжiану (7) та

в’язей (8), (9) породжує 10 нетериних iнтеґралiв
руху, зiбраних у тензорi моменту iмпульсу:

𝐽𝑀𝑁 =

2∑︁
𝑎=1

(𝑦𝑎𝑀𝜋𝑎𝑁 − 𝑦𝑎𝑁𝜋𝑎𝑀 ) =
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= 𝑌𝑀Π𝑁 − 𝑌𝑁Π𝑀 + 𝑦𝑀𝜋𝑁 − 𝑦𝑁𝜋𝑀 , (10)

де

𝜋𝑎𝑀 = 𝜕𝐿/𝜕𝑦̇𝑀𝑎 (𝑎 = 1, 2), (11)

Π𝑀 = 𝜋1𝑀 + 𝜋2𝑀 , 𝜋𝑀 =
1

2
(𝜋1𝑀 − 𝜋2𝑀 ).

Крiм цього, лаґранжiан (7) є iнварiантним щодо
довiльної замiни параметру еволюцiї: 𝜏 → 𝜏 ′ =
= 𝑓(𝜏). Тому перетворення Лежандра (11) у 20-
вимiрний фазовий простiр T*M2

5, оснащений стан-
дартними дужками Пуасона {𝑦𝑀𝑎 , 𝜋𝑎𝑁} = 𝛿𝑎𝑏𝛿

𝑀
𝑁 ,...,

є вироджене, i приводить до явноковарiантного га-
мiльтонового опису зв’язями [17].

10 нетериних iнтеґралiв руху (10) стають в га-
мiльтоновому описi ґенераторами канонiчної реа-
лiзацiї групи де Сiттера, тобто вони задовольня-
ють канонiчнi спiввiдношення алгебри SO(1,4):

{𝐽𝑀𝑁 , 𝐽𝐿𝐾} = 𝜂𝑀𝐿𝐽𝑁𝐾 + 𝜂𝑁𝐿𝐽𝑀𝐿 −

− 𝜂𝑀𝐾𝐽𝑁𝐿 − 𝜂𝑁𝐿𝐽𝑀𝐾 .

В силу параметричної iнварiантностi лаґран-
жiану (7) канонiчний гамiльтонiан дорiвнює ну-
лю, тодi як динамiка системи ґенерується динамi-
чною в’яззю Φ(𝑦𝑎, 𝜋𝑏) = 0, яка становить разом
з голономними в’язями (8), (9) систему первин-
них в’язей. Вигляд динамiчної в’язi (тобто функцiї
Φ(𝑦𝑎, 𝜋𝑏)) визначається лаґранжiаном (7), але не
однозначно. Можна сконструювати в’язь Φ(𝑦𝑎, 𝜋𝑏)
1-го класу щодо голономних в’язей (8), (9), то-
дi динамiка буде самоузгодженою i вториннi в’я-
зi не виникнуть. Для цього функцiя Φ(𝑦𝑎, 𝜋𝑏) по-
винна задовольняти умови: {Φ, 𝑦2𝑎} = {Φ, 𝑦2} = 0,
з яких випливає, що Φ є функцiєю таких 4-х 5-
скалярних аргументiв: Π · 𝑦, 𝜋 · 𝑦, 𝐽2 ≡ 𝐽𝑀𝑁𝐽

𝑀𝑁

та 𝑉 2 ≡ 𝑉𝑀𝑉
𝑀 , де 𝑉𝑀 ≡ 1

8𝜖𝑀𝐴𝐵𝐶𝐷𝐽
𝐴𝐵𝐽𝐶𝐷. Ар-

гументи 𝐽2 i 𝑉 2 є функцiями Казимира групи
SO(1,4), тобто збережними величинами, вiд’ємни-
ми для фiзично змiстовних систем.

Для лаґранжiану (7) динамiчна в’язь є така:

Φ = 𝜋2
⊥ + 1

4
Π2

⊥ − 𝑚2
1 𝜋2 · 𝑦 +𝑚2

2 𝜋1 · 𝑦
Π · 𝑦

−

−𝛼
Π2

⊥ −𝑚2
1 −𝑚2

2

𝜂Π · 𝑦
+𝛼2

(︂
𝑚2

1

𝜂𝜋1 · 𝑦 − 𝛼
+

𝑚2
2

𝜂𝜋2 · 𝑦 − 𝛼

)︂
+

+
1

4𝑅2

(︂
(𝜋1 · 𝑦)(𝜋2 · 𝑦)

𝜂Π · 𝑦
− 𝛼

)︂
(𝜂Π · 𝑦 − 4𝛼) = 0, (12)

де

𝛼 = 𝑒1𝑒2, Π2
⊥ = − 1

𝑅2

(︂
1

2
𝐽2 + (𝜋 · 𝑦)2

)︂
i
𝜋2
⊥ = − 1

𝑅2(Π · 𝑦)2

(︂
𝑉 2 − 1

2
(𝜋 · 𝑦)2𝐽2 − (𝜋 · 𝑦)4

)︂
.

7. Щоб довести iнтеґровнiсть системи, що роз-
глядається, почнiмо з рiвняння Гамiльтона для 5-
вектора вiдносного розташування y:

𝑦̇ = 𝜆
{︀
𝑦,Φ(Π · 𝑦, 𝜋 · 𝑦; 𝐽2, 𝑉 2)

}︀
=

= 𝜆

(︂
𝜕Φ

𝜕 𝜋 · 𝑦
− 4

𝜕Φ

𝜕𝐽2
𝒥 − 𝜕Φ

𝜕𝑉 2
𝒦
)︂
𝑦; (13)

тут 𝒥 = ||𝐽𝑀
𝑁 || i 𝒦 = ||𝐾𝑀

𝑁 || ≡ ||𝜖𝑀𝑁𝐴𝐵𝐶𝑉
𝐴𝐽𝐵𝐶 || –

збережнi матрицi, а лаґранжевий множник 𝜆(𝜏) є
довiльною функцiєю, що фiксує калiбрування.

Якщо Π ·𝑦 = Ψ(𝜏) була б вiдома як функцiя 𝜏 ,
то 𝜋 ·𝑦 = 𝜓(𝜏) ≡ 𝜓(Ψ(𝜏); 𝐽2, 𝑉 2) також була б вi-
дома з динамiчної в’язi Φ(Ψ(𝜏), 𝜓(𝜏); 𝐽2, 𝑉 2) = 0
(оскiльки 𝐽2, 𝑉 2 є збережними).

У свою чергу, рiвняння Гамiльтона для Π ·𝑦 =
= Ψ(𝜏) є самодостатнiм i зводиться до квадратур:

Ψ̇ = 𝜆{Ψ,Φ} = 𝜆
𝜕Φ(Ψ, 𝜓(Ψ;𝐽2,𝑉 2); 𝐽2, 𝑉 2)

𝜕𝜓
Ψ,

де лаґранжевий множник 𝜆(𝜏) вважаємо вже фi-
ксованою функцiєю 𝜏 .

8. Тепер рiвняння (13) стає лiнiйним щодо 5-век-
тора 𝑦 з вiдомими 𝜏 -залежними матричними кое-
фiцiєнтами. Щоб роздiлити i розв’язати це рiвня-
ння, застосуємо технiку проєкцiйних операторiв.

Згiдно з теоремою Гамiльтона–Келi, матриця 𝒥
має 5 власних значень: ±Σ, ± i𝑆 i 0, де Σ2 =
=

√︀
𝐽4/16− 𝑉 2 − 1

4
𝐽2 > 0 i 𝑆2 =

√︀
𝐽4/16− 𝑉 2 +

+ 1
4
𝐽2 > 0. Вiдповiдно, можна побудувати 5 проє-

кцiйних операторiв: 𝒫(±Σ), 𝒫(± i𝑆) i 𝒫(0) [18], явний
вигляд яких тут упускаємо.

Далi, здiйснимо пiдставлення: 𝑦(𝜏) = Ψ(𝜏)
Ψ(0) 𝑟(𝜏),

розкладемо 𝑟 за власними пiдпросторами:

𝑟(Σ) = (𝒫(+Σ) + 𝒫(−Σ))𝑟,

𝑟(𝑆) = (𝒫(+ i𝑆) + 𝒫(− i𝑆))𝑟, 𝑟(0) = 𝒫(0)𝑟

i таким чином отримаємо лiнiйнi рiвняння руху
для проєкцiй 𝑟(Σ), 𝑟(𝑆) та 𝑟(0):

𝑟̇(𝑖)(𝜏) = 𝑓 (𝑖)(𝜏)𝒥 𝑟(𝑖)(𝜏), 𝑖 = Σ, 𝑆, 0,
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де

𝑓 (0)(𝜏) = 0,

𝑓 (Σ)(𝜏) = −𝜆
(︂
4
𝜕Φ

𝜕𝐽2
+ 2𝑆2 𝜕Φ

𝜕𝑉 2

)︂
,

𝑓 (𝑆)(𝜏) = −𝜆
(︂
4
𝜕Φ

𝜕𝐽2
− 2Σ2 𝜕Φ

𝜕𝑉 2

)︂
.

Формальний розв’язок цих рiвнянь такий:

𝑟(𝑖)(𝜏) = exp{𝐹 (𝑖)(𝜏)𝒥 }𝑦(𝑖)(0),

де 𝐹 (𝑖)(𝜏) =
𝜏∫︀
0

d𝜏 𝑓 (𝑖)(𝜏). Розплутування матри-
чних експонент дає:

𝑟(Σ)(𝜏) =

(︂
cosh

(︁
Σ𝐹 (Σ)(𝜏)

)︁
+

+
𝒥
Σ

sinh
(︁
Σ𝐹 (Σ)(𝜏)

)︁)︂
𝑦(Σ)(0),

𝑟(𝑆)(𝜏) =

(︂
cos

(︁
𝑆𝐹 (𝑆)(𝜏)

)︁
+

+
𝒥
𝑆

sin
(︁
𝑆𝐹 (𝑆)(𝜏)

)︁)︂
𝑦(𝑆)(0),

𝑟(0)(𝜏) = 𝑦(0)(0).

Таким чином, отримуємо остаточний розв’язок:

𝑦(𝑖)𝑎 (𝜏) = 𝑌 (𝑖)(𝜏)− 1

2
(−)𝑎 𝑦(𝑖)(𝜏) =

=
𝒥 − 𝜓(𝜏)− 1

2 (−)𝑎 Ψ(𝜏)

Ψ(0)
𝑟(𝑖)(𝜏),

де 𝑎 = 1,2 та 𝑖 = Σ, 𝑆, 0.
Нарештi, з допомогою перетворення Лежандра

(11) сталi Ψ(0) i 𝒥 (10) можна виразити в термi-
нах початкових 5-векторiв 𝑦𝑎(0) та 𝑦̇𝑎(0) (𝑎=1,2).
Якщо {𝑦𝑎(0), 𝑦̇𝑎(0)} ∈ TK, то {𝑦𝑎(𝜏), 𝑦̇𝑎(𝜏)} ∈ TK;
зокрема, 𝑦𝑎(𝜏) ∈ K за побудовою.

9. Згiдно з роботами [15, 19], електромагнетний
потенцiал точкового заряду 𝑞 у просторi де Сiттера
є такий:

𝐴𝜇(𝑥) = 𝑞

+∞∫︁
−∞

d𝜏
√︀
−𝑔[𝑧(𝜏)]𝐺𝜇𝜈′(𝑥, 𝑧(𝜏))𝑢𝜈

′
(𝜏), (14)

де 𝐺𝜇𝜈′ є однiєю з функцiй Ґрiна (3), (4); 4 функ-
цiй 𝑧𝜈

′
(𝜏) параметризують свiтову лiнiю заряду 𝑞,

а 𝑢𝜈
′
(𝜏) = d𝑧𝜈

′
(𝜏)/d𝜏 . Щоб отримати електрома-

гнетне поле 𝐹𝛼𝛽 = 𝜕𝛼𝐴𝛽(𝑥) − 𝜕𝛽𝐴𝛼(𝑥) використо-
вуємо 4-вимiрнi стереографiчнi координати [20]

𝑦𝛼 = Ω(𝑥)𝑥𝛼, 𝑦4 = −𝑅Ω(𝑥)
(︂
1 +

𝜎2

4𝑅2

)︂
, (15)

де Ω(𝑥) =
(︀
1− 1

4𝑅2𝜎
2
)︀−1 та 𝜎2 = 𝜂𝛼𝛽𝑥

𝛼𝑥𝛽 . Стан-
дартнi детальнi обчислення дають таке електрома-
гнетне поле 𝐹 ret

𝛼𝛽 (𝑥) = 𝜕𝛼𝐴
ret
𝛽 (𝑥)− 𝜕𝛽𝐴

ret
𝛼 (𝑥)

𝐹 ret
𝛼𝛽 (𝑥) =

𝑞

4𝜋

{︂
Ω2[𝑧(𝜏)]

𝑢𝛼𝑘𝛽 − 𝑢𝛽𝑘𝛼
𝑟2

+Ω4[𝑧(𝜏)]×

× 𝑎𝛼𝑘𝛽 − 𝑎𝛽𝑘𝛼 − 𝑎𝑘 (𝑢𝛼𝑘𝛽 − 𝑢𝛽𝑘𝛼)

𝑟
−

− 2

𝑅2
Ω5[𝑧(𝜏)](𝑧 · 𝑢)

[︂
𝑘𝛼𝑢𝛽 − 𝑘𝛽𝑢𝛼

𝑟
+

+
1

2𝑅2
Ω(𝑥) (𝑘𝛼𝑧𝛽 − 𝑘𝛽𝑧𝛼)

]︂}︂
, (16)

де всi члени у правiй частинi беруться у спiзнений
момент 𝜏 ret(𝑥). Тут 𝑘𝛼 = [𝑥𝛼 − 𝑧𝛼(𝜏 ret)]/𝑟, а ска-
ляр 𝑟 є спiзненою вiдстанню 𝑟=𝜂𝛼𝛽(𝑥

𝛼−𝑧𝛼(𝜏 ret))×
×𝑢𝛽(𝜏 ret); 𝑎𝑘 = (𝑎 · 𝑘) i 𝑎̇𝑘 = (𝑎̇ · 𝑘).

Припускаємо [21], що радiацiйна частина еле-
ктромагнетного поля дається виразом

𝐹 rr
𝛼𝛽 =

1

2

(︀
𝐹 ret
𝛼𝛽 − 𝐹 adv

𝛼𝛽

)︀
, (17)

де 1-й член є спiзненим полем, а 2-й – випере-
дним. Випередне поле задається функцiєю Ґрi-
на (4) з носiєм на майбутньому свiтловому кону-
сi точки 𝑥. Ми розкладаємо кiнематичнi змiннi
у тензорi випередного поля в ряд за параметром
△𝜏(𝑟) = 𝜏adv(𝑥)− 𝜏 ret(𝑥):

△𝜏 = 2Ω2(𝑧)𝑟 + 2Ω4(𝑧)

[︂
𝑎𝑘 +

1

𝑅2
Ω(𝑧)(𝑧 · 𝑢)

]︂
𝑟2 +

+
2

3
Ω5(𝑧)

{︂
Ω(𝑧)

(︀
3𝑎2𝑘 + 2𝑎̇𝑘

)︀
+Ω3(𝑧)𝑎2 +

+
1

𝑅2

[︀
Ω2(𝑧) (2(𝑧 · 𝑎) + 9(𝑧 · 𝑢)𝑎𝑘) + 2

]︀
+

+
5

𝑅4
Ω3(𝑧)(𝑧 · 𝑢)2

}︂
𝑟3. (18)

Аналог рiвняння Лоренца–Абрагама–Дiрака у ча-
сопросторi де Сiттера є такий:

𝑚

{︂
𝑎𝜇 +

1

2𝑅2
Ω(𝑧)

[︀
2(𝑧 · 𝑢)𝑢𝜇 − Ω−2(𝑧)𝑧𝜇

]︀}︂
=
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Дiя на вiдстанi та реакцiя випромiнювання точкових частинок

= 𝑞Ω−2(𝑧)𝜂𝜇𝛼(𝐹 ext
𝛼𝛽 + 𝐹 rr

𝛼𝛽)𝑢
𝛽 , (19)

де 𝐹 ext
𝛼𝛽 – зовнiшнє поле. Поле реакцiї випромi-

нювання (17) отримуємо перейшовши до границi
𝑟 → 0:
𝐹 rr
𝛼𝛽 [𝑧(𝜏)] =

2𝑞

3
Ω8[𝑧(𝜏)] (𝑢𝛼𝑎̇𝛽 − 𝑢𝛽 𝑎̇𝛼)+

+
3𝑞

𝑅2
Ω9[𝑧(𝜏)] (𝑧 · 𝑢) (𝑢𝛼𝑎𝛽 − 𝑢𝛽𝑎𝛼)−

− 𝑞

𝑅4
Ω8[𝑧(𝜏)] (𝑧 · 𝑢) (𝑢𝛼𝑧𝛽 − 𝑢𝛽𝑧𝛼). (20)

де кiнематичнi характеристики обчислюються в
момент 𝜏 , що визначає точку 𝑧(𝜏) на свiтовiй лiнiї.

10. Електромагнетне поле у кривому часопро-
сторi поширюється не тiльки вздовж поверхнi свi-
тлового конуса, як у пласкому часопросторi, а ще
й проникає у його середину. Тому загалом радiа-
цiйна самодiя та взаємодiя мiж зарядженими ча-
стинками є нелокальними, тобто вони залежать вiд
цiлої передiсторiї частинок [19].

Ми показали, що у випадку максимально симе-
тричного простору де Сiттера часо-нелокальний
член сили реакцiї випромiнювання зникає, що об-
умовлено специфiчною структурою коварiантної
електромагнетної функцiї Ґрiна (3), (4). Крiм цьо-
го, така особливiсть допускає iнтеґровне узагаль-
нення моделi Старушкевича–Рудда–Гiлла на про-
стiр де Сiттера.
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Poincaré 14, 69 (1971).

3. R.A. Rudd, R.N. Hill. Exactly solvable electrodynamic

two-body problem. J. Math. Phys. 11, 2704 (1970).
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ACTION-AT-A-DISTANCE
AND RADIATION REACTION OF POINT-LIKE
PARTICLES IN DE SITTER SPACE

Р е з ю м е

The two-particle system with the time-asymmetric retarded-
advanced electromagnetic interaction known as the Starusz-
kiewicz–Rudd–Hill model is considered in the de Sitter space-
time. The manifestly covariant descriptions of the model within
the Lagrangian and Hamiltonian formalisms with constraints
are proposed. It is shown that the model is de Sitter-invariant
and integrable. An explicit solution of the equations of motion
is derived. We use the covariant electromagnetic Green functi-
on in the de Sitter space in order to derive the equation of
motion of a point charge in an external electromagnetic field,
where the radiation reaction is taken into account.
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