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УДК 531.51, 530.145

Дано короткий вступ до теорiї квантових гравiтацiйних систем зi скiнченною кiлькi-
стю ступенiв вiльностi. Теорiя заснована на методi квантування систем iз в’язями.
Вектор стану системи задовольняє набору хвильових рiвнянь, який описує еволюцiю
системи у часi в просторi квантових полiв. У такому пiдходi вектор стану можна
нормувати на одиницю. Теорiя дозволяє зробити узагальнення на область вiд’ємних
значень масштабного фактора i, при застосуваннi до космологiї, веде до нового розумi-
ння еволюцiї всесвiту. Теорiя дає розумiння причин, через якi режим розширення може
змiнюватися вiд прискорення до уповiльнення або навпаки, виявляючи новий тип кван-
тових сил, що дiють у всесвiтi подiбно до темної матерiї та темної енергiї.
К люч о в i с л о в а: квантова гравiтацiя, квантова геометродинамiка, космологiя.

1. Вступ

Метод квантування систем iз в’язями може бути
взятий за основу квантової теорiї гравiтацiї, при-
датної для дослiдження космологiчних та iнших
квантових гравiтацiйних систем. Канонiчний пiд-
хiд до квантування, який виявився успiшним при
побудовi нерелятивiстської квантової механiки та
квантових теорiй поля у пласкому просторi-часi,
стикається з добре вiдомими труднощами при йо-
го застосуваннi до гравiтацiї, а саме з проблемою
опису еволюцiї у часi, проблемою нормування ве-
кторiв стану, проблемою вимiрювання та iншими.

Наочним проявом проблеми часу є вiдсутнiсть
параметру часу у явному виглядi у рiвняннi
Уiлера–ДеВiтта, яке розглядається як основне ди-
намiчне рiвняння теорiї. Було усвiдомлено, що
одним зi шляхiв до вирiшення цiєї проблеми може
бути переформулювання класичних рiвнянь в’язi
з метою отримання рiвняння типу Шредiнгера до
квантування. Доведено, що загальна теорiя вiдно-
сностi не може розглядатися як параметризова-
на теорiя поля [1]. Концепцiя “матерiального го-
динника та вiдлiкових рiдин” [2, 3] бере початок
з праць ДеВiтта [4], в яких вивчався зв’язок го-
динникiв з пружним середовищем. Можна показа-
ти, що iдеальнi рiдини являють собою частковий
випадок релятивiстських пружних середовищ Де-
Вiтта [5]. Поняття вiдлiкової рiдини дозволяє за-
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дати систему вiдлiку як динамiчну систему. На
просторово-часову геометрiю впливає вiдлiкова рi-
дина, яка розглядається як справжня матерiальна
система, пов’язана з гравiтацiєю. Як наслiдок, в’я-
зi та рiвняння Гамiльтона набувають нової форми.

Для розв’язання проблем квантової гравiтацiї
можна звернутися до моделi зi скiнченною кiль-
кiстю ступенiв вiльностi. Однорiднi моделi мiнiсу-
перпростору виявились успiшними в класичнiй ко-
смологiї, тобто сумiсними зi спостереженнями та
такими, що мають прогностичну силу. Це є зро-
зумiлим, оскiльки Всесвiт, у першому наближеннi,
може розглядатися як однорiдний, та дає надiю на
те, що однорiднi моделi зможуть бути корисними
i в квантовiй космологiї.

У найпростiшому випадку максимально симе-
тричної геометрiї з метрикою Робертсона–Вокера
геометричнi властивостi системи визначаються
однiєю змiнною, а саме космiчним масштабним
фактором 𝑎. Сектор матерiї однорiдної iзотропної
гравiтацiйної системи може бути взятий у формi
однорiдного скалярного поля 𝜑. Це поле можна
iнтерпретувати як сурогат усiх можливих справ-
жнiх фiзичних полiв матерiї, усереднених по спi-
ну, простору та iншим ступеням вiльностi. Дода-
тково приймемо, що система мiстить вiдлiкову рi-

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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дину у формi релятивiстської матерiї (яку надалi
будемо називати випромiнюванням). Ми застосо-
вуємо до квантової гравiтацiї пiдхiд Дiрака, а са-
ме не розв’язуємо рiвняння в’язi до квантування, а
натомiсть перетворюємо в’язi другого роду у в’язi
першого роду, якi стають в’язями на вектор стану
(хвильову функцiю) у квантовiй теорiї. У цiй теорiї
вектор стану задовольняє системi хвильових рiв-
нянь, якi описують еволюцiю у часi квантової си-
стеми в узагальненому просторi квантових полiв.

2. Основнi рiвняння та квантування

Гамiльтонiан гравiтацiйної системи має вигляд (у
планкiвських одиницях)

𝐻 =
𝑁

2

{︀
−𝜋2

𝑎 − 𝜅𝑎2 + 𝑎4[𝜌𝜑 + 𝜌𝛾 ]
}︀
+

+𝜆1

{︂
𝜋Θ − 1

2
𝑎3𝜌0𝑠

}︂
+ 𝜆2

{︂
𝜋�̃� +

1

2
𝑎3𝜌0

}︂
, (1)

де 𝜋𝑎, 𝜋Θ, 𝜋�̃� – iмпульси, канонiчно спряженi до
змiнних 𝑎, Θ, �̃�; 𝜌𝜑 – густина енергiї матерiї (по-
ля 𝜑), 𝜌𝛾(𝜌0, 𝑠) – густина енергiї iдеальної рiдини,
яка задає матерiальну систему вiдлiку та є фун-
кцiєю густини маси спокою 𝜌0 та питомої ентро-
пiї 𝑠; Θ – термiчнiсть, яка визначає температуру,
𝒯 = Θ,𝜈𝑈

𝜈 ; 𝑈𝜈 – 4-швидкiсть; �̃� – потенцiал пи-
томої вiльної енергiї Гiббса ℱ , взятий з оберненим
знаком, ℱ = −�̃�,𝜈𝑈𝜈 . Стала 𝜅 = +1, 0,−1 є кон-
стантою кривизни. Величини 𝑁 , 𝜆1 та 𝜆2 – мно-
жники Лагранжа [6, 7].

Гамiльтонiан є лiнiйною комбiнацiєю в’язей та
слабко дорiвнює нулю, 𝐻 ≈ 0. Варiацiї гамiльтонi-
ана по 𝑁 , 𝜆1 та 𝜆2 дають трi рiвняння в’язi.

У квантовiй теорiї рiвняння в’язей першого ро-
ду стають в’язями на вектор стану Ψ та визнача-
ють простiр фiзичних станiв. Переходячи вiд кла-
сичних змiнних до вiдповiдних операторiв, викори-
стовуючи рiвняння збереження та вводячи некоор-
динатний базис ℎ𝑑𝜏 = 𝑠𝑑Θ − 𝑑�̃�, ℎ𝑑𝑦 = 𝑠𝑑Θ + 𝑑�̃�,
де ℎ – питома ентальпiя, 𝜏 – власний час, а 𝑦 –
додаткова змiнна, отримаємо [6, 7](︂
−𝑖𝜕𝑇 − 1

2
𝐸

)︂
Ψ = 0, 𝜕𝑦Ψ = 0,(︁

−𝜕2𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎�̂�𝜑 − 𝐸
)︁
Ψ = 0,

(2)

де �̂�𝜑 – оператор гамiльтонiана поля матерiї, а
𝑑𝜏 = 𝑎𝑑𝑇 , 𝐸 = 𝜌𝛾𝑎

4 = const.

3. Загальний розв’язок

Гамiльтонiан матерiї �̂�𝜑 можна дiагоналiзувати за
допомогою певних векторiв стану ⟨𝜒|𝑢𝑘⟩ у пред-
ставленнi узагальненої польової змiнної 𝜒 = 𝜒(𝑎, 𝜑)

⟨𝑢𝑘|�̂�𝜑|𝑢𝑘′⟩ =𝑀𝑘(𝑎) 𝛿𝑘𝑘′ , (3)

що визначає власну енергiю 𝑀𝑘(𝑎) =
1
2𝑎

3𝜌𝑚 баро-
тропної рiдини у дискретному та/або неперервно-
му 𝑘-му станi у супутньому об’ємi 1

2𝑎
3 з густиною

енергiї 𝜌𝑚.
Проста модель матерiї у формi скалярного по-

ля з потенцiалом 𝑉 (𝜑) = 𝜆𝛼𝜑
𝛼, де 𝜆𝛼 – константа

зв’язку, а 𝛼 приймає довiльнi невiд’ємнi значен-
ня, 𝛼 ≥ 0, дозволяє описати рiзнi епохи у еволюцiї
всесвiту, який розглядається як квантова система.
У випадку 𝜑0-моделi поле 𝜑, усереднене по своїм
квантовим станам, вiдтворює вакуум (темну енер-
гiю) у 𝑘-му станi (епоха прискореного розширен-
ня). Модель 𝜑1 описує струни у 𝑘-му станi (доба
формування космологiчної клiтинної структури).
У моделi 𝜑2 скалярне поле пiсля усереднення по
квантовим станам перетворюється на пил з пов-
ною масою 𝑀𝑘 =

√
2𝜆2(𝑘 + 1

2 ), де 𝑘 – кiлькiсть
пильових частинок (епоха нерелятивiстської мате-
рiї). Модель 𝜑4 приводить до релятивiстської мате-
рiї (епоха до рекомбiнацiї). У випадку 𝛼 = ∞, поле
𝜑, усереднене по станам |𝑢𝑘⟩, зводиться до матерiї
з гранично жорстким рiвнянням стану Зельдовича
(нульова константа зв’язку).

Вектор стану Ψ у (𝑎, 𝜒)-представленнi можна
записати у формi суперпозицiї всiх можливих 𝑘-
станiв баротропної рiдини Ψ =

∑︀
𝑘 |𝑢𝑘⟩⟨𝑢𝑘|Ψ⟩, де

⟨𝑢𝑘|Ψ⟩ ≡ 𝜓𝑘(𝑎, 𝑇 ) задовольняє диференцiальним
рiвнянням(︂
−𝑖𝜕𝑇 − 1

2
𝐸

)︂
𝜓𝑘(𝑎, 𝑇 ) = 0,(︀

−𝜕2𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝑀𝑘(𝑎)− 𝐸
)︀
𝜓𝑘(𝑎, 𝑇 ) = 0.

(4)

Загальний розв’язок системи (4) має вигляд

𝜓𝑘(𝑎, 𝑇 ) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛𝑘(𝑇 )𝑓𝑛𝑘(𝑎), (5)

де
𝑐𝑛𝑘(𝑇 ) = 𝑐𝑛𝑘(𝑇0) exp

{︂
𝑖
1

2
𝐸𝑛(𝑇 − 𝑇0)

}︂
(6)

та мається на увазi пiдсумовування по дискре-
тним значенням 𝑛 та iнтегрування по неперервним
станам.
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Хвильовi функцiї 𝑓(𝑎) ≡ 𝑓(𝑎, 𝑇0) задовольняють
рiвнянню(︀
−𝜕2𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝑀𝑘(𝑎)− 𝐸

)︀
𝑓(𝑎) = 0, (7)

де 𝑓(𝑎) = 𝑓𝑛𝑘(𝑎) та 𝐸 = 𝐸𝑛 для дискретного 𝑛-го
стану випромiнювання та 𝑓(𝑎) = 𝑓𝐸𝑘(𝑎) для непе-
рервного 𝐸-го стану випромiнювання, 𝑇0 – довiль-
на константа, взята за точку початку вiдлiку часу.
Коефiцiєнт 𝑐𝑛𝑘(𝑇0) визначає iмовiрнiсть |𝑐𝑛𝑘(𝑇0)|2
знайти систему в 𝑛-му та 𝑘-му станах у момент
часу 𝑇0.

Вектор стану Ψ є нормованим, ⟨Ψ|Ψ⟩ = 1, за
умови, що сума iмовiрностей по всiх можливих
квантових станах випромiнювання i баротропної
рiдини дорiвнює одиницi.

Для матерiї, представленої скалярним полем з
�̂�𝜑(−𝑎) = −�̂�𝜑(𝑎), рiвняння (2) є iнварiантними
вiдносно iнверсiї 𝑎 → −𝑎. Фiзичний змiст розв’яз-
кiв рiвняння (7) в областi 𝑎 < 0 з’ясовується зав-
дяки виразу

𝑇 (𝜏) = 𝑇0 +

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏 ′

𝑎(𝜏 ′)
, для 𝑇 (0) = 𝑇0. (8)

Звiдси випливає, що 𝑇 (𝜏) = 𝑇 (−𝜏) при
𝑎(−𝜏) = −𝑎(𝜏).

Масштабний фактор 𝑎 ∈ (−∞, 0] вiдповiдає зна-
ченням 𝜏 ∈ (−∞, 0], а для 𝑎 ∈ [0,+∞) маємо
𝜏 ∈ [0,+∞). Як наслiдок, для стрiли часу, спря-
мованої з 𝜏 = −∞ до 𝜏 = +∞, вектор стану Ψ
описує квантову гравiтацiйну систему, яка стиска-
ється на пiвосi 𝑎 < 0, оскiльки |𝑎| зменшується, та
розширюється на пiвосi 𝑎 > 0, де |𝑎| зростає.

Момент часу 𝜏 = 0 можна iнтерпретувати як
момент народження квантової системи, яка роз-
ширюється у часi з точки 𝑎 = 0, проте жодного
народження “з нiчого” фiзично не вiдбувається. В
момент 𝜏 = 0 вiдбувається змiна режиму вiд попе-
реднього стискання системи на режим наступно-
го розширення. Вектор стану мiстить усю iнфор-
мацiю про систему в цiлому: поперечний перерiз
|𝑎| = const визначає квантовий стан системи в мо-
мент часу 𝜏 , коли масштабний фактор набуває цьо-
го значення.

Якщо застосувати описаний вище сценарiй до
нашого всесвiту у планкiвську добу, розглядаючи
перехiд через точку 𝑎 = 0 при 𝜏 = 0 як народжен-
ня всесвiту, що розширюється на пiвосi 𝑎 > 0 при
𝜏 > 0, тодi можна дати вiдповiдь на питання: “Що

було з квантовою системою до моменту народжен-
ня всесвiту нашого типу (який розширюється)?”.
Iснував iнший всесвiт з тими ж самими масою-
енергiєю 𝑀𝑘(𝑎) та хвильовою функцiєю 𝑓(𝑎), що
характеризувались тими самими квантовими чи-
слами матерiї та випромiнювання як i народжений
всесвiт, проте той всесвiт стискався аж до стану з
𝑎 = 0, який не обов’язково мав бути сингулярним.

Можна обрахувати розподiл iнтенсивностi ма-
терiї-енергiї 𝐼(𝑎) = 𝑀𝑘(𝑎)|𝑓𝑛𝑘(𝑎)|2 для системи, в
якiй баротропна рiдина та випромiнювання пере-
бувають у певних квантових станах [8]. Вивчення
руху у часi мiнiмального хвильового пакета для
просторово замкненої системи показує, що роз-
подiл матерiї по осях 𝑎 i 𝜏 має форму перiоди-
чних структур, подiбних пелюсткам або витягну-
тим бульбашкам, якi зсунутi до своїх границь. Цi
структури обмеженi по 𝑎 значенням 𝑎 = 2𝑀𝑘, а
їхня кiлькiсть зростає з часом.

4. Нелiнiйне рiвняння Гамiльтона–Якобi

Вектор стану, усереднений по станах матерiї 𝜑, має
вигляд 𝑓𝑘(𝑎) ∼ exp(𝑖𝑆𝑘(𝑎))/

√︀
𝜕𝑎𝑆𝑘(𝑎), де функцiя

𝑆𝑘 задовольняє узагальненому рiвнянню Гамiльто-
на–Якобi [9]

(𝜕𝑎𝑆𝑘)
2+𝜅𝑎2−2𝑎𝑀𝑘(𝑎)−𝐸 =

3

4

(︂
𝜕2𝑎𝑆𝑘

𝜕𝑎𝑆𝑘

)︂2
− 1

2

𝜕3𝑎𝑆𝑘

𝜕𝑎𝑆𝑘
.

(9)

Права частина цього рiвняння пропорцiйна до ~2
(у звичайних фiзичних одиницях) та вiдповiдає за
квантовi поправки до динамiки системи.

Використовуючи спiввiдношення мiж класи-
чним iмпульсом 𝜋𝑎 = − 𝑑𝑎

𝑑𝑇 та фазою 𝑆𝑘(𝑎) [9], рiв-
няння (9) можна переписати у формi закона збе-
реження енергiї для тестової частинки з нульовою
енергiєю, що рухається вздовж координатної лi-
нiї 𝑎,

1

2

(︂
𝑑𝑎

𝑑𝑇

)︂2
+ 𝑈(𝑎) = 0 (10)

у потенцiальнiй ямi

𝑈(𝑎) =
1

2

[︀
𝜅𝑎2 − 2𝑎𝑀𝑘(𝑎)−𝑄𝑘(𝑎)− 𝐸

]︀
. (11)

Функцiя

𝑄𝑘(𝑎) = −𝜕2𝑎𝑆𝐸 +
1

2

[︃(︂
𝜕2𝑎𝑆𝐸

𝜕𝑎𝑆𝐸

)︂2
− 𝜕3𝑎𝑆𝐸

𝜕𝑎𝑆𝐸

]︃
, (12)
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Залежнiсть дiйсної 𝑞𝑅 (жирна крива) та уявної 𝑞𝐼 (тонка
крива) частин параметра уповiльнення (13) вiд вiдхилення
𝑧 = 𝑎−𝑀 для розв’язку (15) з 𝑛 = 10 та 𝑛 = 3

де 𝑆𝐸 = −𝑖𝑆𝑘 є Евклiдовою фазою, визначає кван-
тову поправку 𝜌𝑄 до густини енергiї матерiї у фор-
мi 𝜌𝑄 = 𝑎−4𝑄𝑘(𝑎).

У квазiкласичному наближеннi маємо 𝜌𝑄 ∼
∼ −𝑎−6. Тодi рiвняння (10) зводиться до рiвняння
теорiї гравiтацiї з крученням Ейнштейна-Картана
[9]. У цьому випадку матерiя, пов’язана з гравi-
тацiєю, може розглядатися як iдеальна рiдина зi
спином [10]. Така рiдина, яку зазвичай називають
рiдиною Вайзенгоффа [11], являє собою iдеальну
нестисливу рiдину, кожний елемент якої трактує-
ться як частинка зi спином.

Параметр уповiльнення 𝑞 у моделi, що розгля-
дається, має вигляд

𝑞 = 1− 𝑎

2𝑈

𝑑𝑈

𝑑𝑎
. (13)

5. Приклад

У випадку замкненої системи з пилом та реляти-
вiстською матерiєю рiвняння (9) має два розв’яз-
ки [12]

𝜕𝑧𝑆1(𝑧) = 𝑖
𝑒𝑧

2

𝐻−2
𝑛 (𝑧)

2
𝑧∫︀
0

𝑑𝑥 𝑒𝑥2𝐻−2
𝑛 (𝑥)

, (14)

𝜕𝑧𝑆2(𝑖𝑧) = −
𝑒−𝑧2

𝐻−2
−𝑛−1(𝑖𝑧)

2
𝑖𝑧∫︀
0

𝑑𝑥 𝑒𝑥2𝐻−2
−𝑛−1(𝑥)

, (15)

де 𝐻𝜈(𝑦) – полiном Ермiтта, 𝑧 = 𝑎 − 𝑀 , 𝐸+
+𝑀2 = 2𝑛+ 1. Тут 𝑀 є повною масою 𝑘 iденти-
чних частинок з масами

√
2𝜆2, якi мiж собою не

взаємодiють.

Зазвичай друге рiвняння вiдкидається як нефi-
зичне. Проте у квантовiй космологiї треба розгля-
дати обидва розв’язки, оскiльки тiльки у такому
пiдходi можна отримати нетривiальнi результати
щодо топологiчних властивостей всесвiту як суттє-
во квантової системи та з’ясувати природу темної
матерiї та темної енергiї.

На рисунку, зображенi дiйсна 𝑞𝑅 та уявна 𝑞𝐼 ча-
стини параметра уповiльнення (13) як функцiї вiд-
хилення 𝑧 для потенцiальної ями (11) та розв’яз-
кiв (15) при 𝑛 = 10 та 𝑛 = 3. В областi |𝑧| ≤ 𝑀 ,
де |𝑞𝑅| ≫ |𝑞𝐼 | (|𝑞𝐼/𝑞𝑅|𝑧=0 ≈ 0,02), внеском 𝑞𝐼 мо-
жна знехтувати. На цiй стадiї всесвiт розширює-
ться з уповiльненням, оскiльки антигравiтацiйна
дiя сил, що виконують додатню роботу, не є до-
статньою для подолання притягання звичайної та
темної матерiї. Значення 𝑞𝑅(𝑧 = 0) = 1 вiдтво-
рює результат загальної теорiї вiдносностi. У то-
чцi 𝑧 = 0 маємо 𝑎 = 𝑀 . В областi 𝑎 ≈ 2𝑀 має
мiсце перерозподiл енергiї у всесвiтi, як це демон-
струють пiки на кривих 𝑞𝑅 та 𝑞𝐼 на рисунку. Сили
притягання та вiдштовхування конкурують одна
з одною при 𝑎 < 2𝑀 , де 𝑞𝑅 > 0 та 𝑞𝐼 < 0. При
досягненнi областi 𝑧 > 𝑀 , де 𝑎 > 2𝑀 , обидвi ча-
стини параметра уповiльнення стають вiд’ємними,
що демонструє той факт, що розширення всесвiту є
прискореним. Починаючи з точки 𝑧 ≃ 1,5𝑀 (𝑧 = 6
для 𝑛 = 10), параметр 𝑞𝐼 обертається на нуль та
швидкiсть розширення описується лише дiйсною
частиною 𝑞𝑅 < 0. У граничному випадку 𝑧 → +∞,
сили притягання та вiдштовхування точно компен-
сують одна одну.

6. Прикiнцевi зауваження

У цiй статтi ми подаємо деякi результати на-
ших дослiджень впливу квантової природи гравi-
тацiї на властивостi систем зi скiнченним числом
ступенiв вiльностi. Зокрема, на основi хвильових
рiвнянь квантової космологiї для моделi, що має
точний розв’язок, можна у єдиному пiдходi по-
яснити прискорене розширення раннього всесвiту
(область вiдносно малих значень квантових чисел)
та наступний перехiд вiд уповiльненого розширен-
ня до прискореного розширення всесвiту (область
дуже великих значень квантових чисел). Iншим
результатом, вартим бути згаданим тут, є те, що
нелiнiйне рiвняння Гамiльтона-Якобi теорiї може
бути зведене до рiвнянь теорiї гравiтацiї з кручен-
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Квантовi поправки до динамiки гравiтацiйної системи

ням Ейнштейна–Картана. Цi рiвняння можна роз-
глядати як такi, що описують однорiдний iзотро-
пний та просторово замкнений всесвiт, заповнений
речовиною у формi iдеальної рiдини зi спином (рi-
дина Вайзенгоффа).

Ця робота була частково пiдтримана Програ-
мою фундаментальних дослiджень Вiддiлення фi-
зики та астрономiї Нацiональної академiї наук
України (проект No. 0117U000240).
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QUANTUM CORRECTIONS
TO THE DYNAMICS OF A GRAVITATIONAL SYSTEM

S u m m a r y

A short introduction into the theory of quantum gravita-

tional systems with a finite number of degrees of freedom is

given. The theory is based on the method of quantization of

constrained systems. The state vector of the system satisfies

a set of wave equations which describes the time evolution of

the system in the space of quantum fields. The state vector

in such an approach can be normalized to unity. The theory

permits a generalization to negative values of the scale factor

and, being applied to cosmology, leads to the new understand-

ing of the evolution of the universe. It gives an insight into the

reasons why the regime of the expansion may change from ac-

celeration to deceleration or vice versa, revealing a new type of

quantum forces acting like dark matter and dark energy in the

universe.
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