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УЗАГАЛЬНЕНИЙ ПРИНЦИП
НЕВИЗНАЧЕНОСТI У КВАНТОВIЙ КОСМОЛОГIЇ 1УДК 531.51, 530.145

Вивчаються ефекти гравiтацiї, що проявляються при одночасному вимiрюваннi двох
некомутуючих спостережуваних у квантовiй теорiї. Матерiя та гравiтацiя розгляда-
ються як квантовi поля. Часове рiвняння типу Шредiнгера наведено для випадку скiн-
ченної кiлькостi ступенiв вiльностi: одного для матерiального поля та одного для гео-
метрiї. Для просторово замкненої системи, заповненої пилом i випромiнюванням, що
знаходяться у визначених квантових станах, знайдено розв’язки квантових рiвнянь та
показано iснування мiнiмальної вимiрюваної довжини та мiнiмального iмпульсу. Ви-
являється, що одночасне вимiрювання флуктуацiй внутрiшньої та зовнiшньої кривини
просторово-подiбної гiперповерхнi у просторi-часi не може бути виконане з точнiстю,
що перевищує сталу Планка. Обговорюються спiввiдношення невизначеностi Анру та
Бронштейна.
К люч о в i с л о в а: квантова гравiтацiя, квантова геометродинамiка, космологiя, прин-
цип невизначеностi.

1. Вступ

Згiдно з принципом невизначеностi Гайзенберга не
можна вимiряти одночасно з довiльною точнiстю
двi спостережуванi, якi не комутують мiж собою.
Цей принцип у своїй стандартнiй квантовомеханi-
чнiй формi не бере до уваги ефекти гравiтацiї. У
той же самий час при вивченнi властивостей кван-
тових систем на малих масштабах необхiдно ма-
ти справу з високими енергiями. Очiкується, що
на масштабах, менших за планкiвський, класичнi
уявлення про простiр i час втрачають свiй змiст
та потрiбен фундаментальний перегляд цих по-
нять. З середини 1930-х рокiв точаться дебати про
те, яким чином залучення гравiтацiї має змiнити
принцип невизначеностi [1, 2]. Iнтерес до пробле-
ми вiдродився у серединi 1980-х рокiв пiсля того,
як у теорiї струн було доведено iснування мiнi-
мальної спостережуваної довжини. Вплив криви-
зни простору-часу на статистичнi флуктуацiї двох
спостережуваних, що вiдповiдають двом канонi-
чно спряженим змiнним, може бути з’ясований у
квантовiй теорiї, яка розглядає гравiтацiю на тих
же пiдставах, що i квантованi матерiальнi поля.

У цiй статтi ми представляємо результати на-
ших дослiджень флуктуацiй спостережуваних, що
характеризують саму квантову гравiтацiйну си-
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стему, таких як внутрiшня i зовнiшня кривизни
просторово-подiбних гiперповерхонь у просторi-
часi, а також даємо вирiшення проблеми мiнiмаль-
ної довжини у рамках космологiчної моделi, що
має точний розв’язок.

Модель зi скiнченною кiлькiстю ступенiв вiльно-
стi може бути прийнятною основою для вивчення
проблем квантової гравiтацiї. Однорiднi моделi мi-
нiсуперпростору довели свою придатнiсть у класи-
чнiй космологiї. Вони мають прогностичну силу та
узгоджуються зi спостереженнями. Це дає надiю
на те, що однорiднi моделi можуть бути корисни-
ми також i у квантовiй космологiї. Квантова тео-
рiя гравiтацiї з добре визначеною часовою змiнною
для таких моделей була запропонована та вивчена
в роботах [3–7].

2. Часове рiвняння та його тлумачення

Розглянемо однорiдну iзотропну квантову гравiта-
цiйну систему. Вона описується часовим рiвнянням
типу Шредiнгера (у планкiвських одиницях)

−𝑖𝜕𝑇 |Ψ(𝑇 )⟩ = H|Ψ(𝑇 )⟩, (1)

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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де оператор

H =
1

2

(︂
−𝜕2

𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝐻𝜑 − 𝑎4
Λ

3

)︂
(2)

може розглядатися як ефективний гамiльтонiан,
що явно не залежить вiд конформного часу 𝑇 ;
𝑎 є космiчним масштабним фактором, який ви-
значає геометричнi властивостi системи у випад-
ку максимально симетричної геометрiї з метрикою
Робертсона-Вокера, 𝐻𝜑 = 𝐻𝜑(𝑎) є самоспряженим
гамiльтонiаном матерiального сектора системи, що
представлений у формi однорiдного скалярного
поля 𝜑, Λ – космологiчна стала, а 𝜅 = +1, 0,−1
є константою кривизни для просторово замкненої,
пласкої та вiдкритої геометрiй.

Комутацiйне спiввiдношення мiж 𝑎 та спряже-
ним до нього iмпульсом 𝜋 = −𝑖~ 𝜕𝑎 має вигляд

[𝑎,−𝑖𝜕𝑎] = 𝑖. (3)

Загальний розв’язок рiвняння (1) може бути за-
писаний як

|Ψ(𝑇 )⟩ =
∑︁
𝑛,𝑘

𝑒
𝑖
2𝐸𝑛(𝑘)(𝑇−𝑇0)𝐶𝑛𝑘(𝑇0)|𝑢𝑘⟩|𝑓𝑛(𝑘)⟩, (4)

де 𝑇0 – довiльна стала, що задає точку вiдлiку
часу. Вектори стану |𝑢𝑘⟩ та |𝑓𝑛(𝑘)⟩ задовольняють
рiвнянням

⟨𝑢𝑘|𝐻𝜑|𝑢𝑘′⟩ = 𝑀𝑘(𝑎) 𝛿𝑘𝑘′ , (5)(︂
−𝜕2

𝑎 + 𝜅𝑎2 − 2𝑎𝑀𝑘(𝑎)− 𝑎4
Λ

3

)︂
|𝑓𝑛(𝑘)⟩ =

= 𝐸𝑛(𝑘)|𝑓𝑛(𝑘)⟩, (6)

𝑀𝑘(𝑎) – власна маса-енергiя нової ефективної ма-
терiї у дискретному та/або неперервному 𝑘-му ста-
нi. Вважається, що вектори |𝑢𝑘⟩ i |𝑓𝑛(𝑘)⟩ утворю-
ють повнi набори ортонормованих функцiй. Вла-
сне значення 𝐸𝑛(𝑘) визначає густину енергiї реля-
тивiстської матерiї, 𝜌𝛾 = 𝑎−4𝐸𝑛(𝑘), а 𝑛 нумерує
дискретнi та/або неперервнi стани системи з ма-
терiєю у фiксованому 𝑘-му станi. Коефiцiєнт 𝐶𝑛𝑘

задає iмовiрнiсть |𝐶𝑛𝑘(𝑇0)|2 знайти систему в 𝑛-
му станi релятивiстської матерiї та 𝑘-му станi ефе-
ктивної матерiї в момент часу 𝑇0.

3. Спiввiдношення невизначеностi

Спiввiдношення невизначеностi мiж масштабним
фактором та спряженим до нього iмпульсом, яке
узгоджується з комутацiйним спiввiдношенням
(3), має вигляд

Δ𝑎Δ𝜋 ≥ ~
2
, (7)

де Δ𝑎 =
√︀

⟨𝑎2⟩ − ⟨𝑎⟩2 – середньоквадратичне вiд-
хилення 𝑎, подiбний вираз є також для Δ𝜋, дуж-
ками позначено середнi значення.

Для космологiчної системи з нульовою космо-
логiчною сталою, яка заповнена пилом та ре-
лятивiстською матерiєю, маємо власне значення
𝐸𝑛(𝑘) = 2𝑛+ 1−𝑀2

𝑘 та вектор стану

|𝑓𝑛(𝑘)⟩ ≡ 𝑓𝑛(𝜉𝑘) = 𝑁𝑛𝑘 𝑒
− 1

2 𝜉
2
𝑘 𝐻𝑛(𝜉𝑘), (8)

де 𝜉𝑘 = 𝑎−𝑀𝑘, 𝐻𝑛 – полiном Ермiтта, 𝑁𝑛𝑘 – кон-
станта нормування, а хвильова функцiя нормована
на iнтервалi [−𝑀𝑘,∞).

З точнiстю порядка 𝑒−𝑀2
𝑘 [3], знайдемо

⟨𝑎2⟩ = 𝑛+
1

2
+𝑀2

𝑘 , ⟨𝑎⟩ = 𝑀𝑘, (9)

де усереднення виконано по станах (8). Тодi у зви-
чайних фiзичних одиницях,

Δ𝑎 = 𝑙P

√︂
𝑛+

1

2
, (10)

де 𝑙P =
√︀
𝐺~/(𝑐3) є планкiвською довжиною. Для

iмпульсу отримаємо

⟨𝜋2⟩ = 𝑛+
1

2
, ⟨𝜋⟩ = 0 (11)

та
Δ𝜋 = 𝑚P 𝑐

√︂
𝑛+

1

2
, (12)

де 𝑚P𝑐 = ~/𝑙P є планкiвським iмпульсом. Як на-
слiдок, знаходимо добуток невизначеностей у то-
му ж самому виглядi як для гармонiчного осци-
лятора,
Δ𝑎Δ𝜋 =

(︂
𝑛+

1

2

)︂
~ ≥ ~

2
. (13)

З рiвнянь (10) та (12) випливає, що флуктуацiї Δ𝑎
та Δ𝜋 приймають мiнiмальнi значення в основно-
му (вакуумному) станi з 𝑛 = 0,

Δ𝑎min =
𝑙P√
2
, Δ𝜋min =

𝑚P 𝑐√
2
. (14)
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Розмiр флуктуацiй зростає як квадратний ко-
рiнь

√
𝑛. Цiкаво буде оцiнити розмiр флуктуацiй у

пiдсистемi, що має масу-енергiю спостережуваної
частини нашого всесвiту 𝑙 ∼ 1028 см. Космологi-
чнi параметри 𝐸𝑛(𝑘) ∼ 10118 ≪ 𝑀2

𝑘 ∼ 10122 (тобто
𝜌𝛾 ∼ 10−10 ГеВ см−3 та 𝜌𝑚 ∼ 10−5 ГеВ см−3) вiд-
повiдають квантовому числу 𝑛 ∼ 10122 та флукту-
ацiям Δ𝑎 ∼ 𝑙 ∼ 1028 см. При такому описi спосте-
режувана частина всесвiту виглядає як гiгантська
флуктуацiя [7], що вiдсилає нас до розмiрковувань
Больцмана про витоки спостережуваного всесвiту
(див. [8]).

Вирази (14) вирiшують проблему iснування мi-
нiмальної спостережуваної довжини та мiнiмаль-
ного iмпульсу у контекстi космологiчної моделi, що
має точний розв’язок.

В дiйсностi спiввiдношення невизначеностi (7)
встановлює зв’язок мiж флуктуацiями величин,
якi визначають внутрiшню та зовнiшню кривизни
просторово-подiбної гiперповерхнi у просторi-часi.
Спiвставивши квантовi оператори скалярнiй кри-
визнi (3)𝑅 та тензору зовнiшньої кривизни 𝐾𝑖𝑗 =
− 1

2𝜕
(3)𝑔𝑖𝑗/𝜕𝜏 , де (3)𝑔𝑖𝑗 є 3-метрикою, а 𝜏 – власний

час, можна явно переписати рiвняння (7) через
флуктуацiї кривини

Δ(3)𝑅

|(3)𝑅|
Δ𝐾 (3)𝑉 & 4𝜋~, (15)

де 𝐾 = 𝐾𝑖
𝑖 та (3)𝑉 ∼ 4

3𝜋𝑎
3 є вимiрюваним 3-об’є-

мом (спостережуваною частиною системи). Спiв-
вiдношення невизначеностi (15) демонструє, що
добуток вiдносної флуктуацiї скалярної кривизни
та флуктуацiї зовнiшньої кривини у спостережува-
ному об’ємi має бути бiльшим за планкiвську ста-
лу.

Спiввiдношення невизначеностi (7) може бути
зведене до спiввiдношення невизначеностi Анру
для флуктуацiй метрики та тензора Ейнштейна.
У противагу до формального припущення, що рiв-
няння Ейнштейна є чинними також у квантовому
режимi [9], у роботi [5] було показано, що рiвняння
квантової космологiї можуть бути записанi у фор-
мi рiвнянь Ейнштейна–Фрiдмана з квантовими по-
правочними членами до повної густини енергiї та
тиску. Тодi швидкiсть змiни iмпульсу у часi опи-
сується рiвнянням �̇� = − 1

2𝑎
2𝑇𝛼

𝛼 + 𝜅, де 𝑇𝛼
𝛼 – слiд

тензора енергiї-iмпульсу. Розглядаючи флуктуацiї
величин у просторових напрямках у супутнiй си-

стемi вiдлiку, можна записати 𝑇 𝑥
𝑥 -компоненту тен-

зора енергiї-iмпульсу як 𝑇 𝑥
𝑥 = −p, де p є тиском,

який визначається як сила, що дiє на елемент по-
верхнi з площею ∼𝑎2 у напрямку осi 𝑥. У тако-
му випадку флуктуацiю iмпульсу можна оцiнити
як Δ𝜋 ∼ Δ𝑇 𝑥

𝑥 𝑎
2𝛿𝜏 , де 𝛿𝜏 – часовий iнтервал, а

Δ𝑇 𝑥
𝑥 ∼ 𝑇 𝑥

𝑥 . Компоненту метрики 𝑔𝑥𝑥 можна за-
писати у виглядi 𝑔𝑥𝑥 = 𝑎2𝛾𝑥𝑥, де 𝛾𝑥𝑥 є компонен-
тою супутньої просторової метрики, флуктуацiя-
ми якої можна знехтувати, Δ𝛾𝑥𝑥 = 0. Тодi флу-
ктуацiї Δ𝑔𝑥𝑥 та Δ𝑎 будуть пов’язанi мiж собою:
Δ𝑔𝑥𝑥/𝑔𝑥𝑥 = 2Δ𝑎/𝑎. Як наслiдок, у системi спокою
спiввiдношення (7) набуває вигляду

Δ𝑔𝑥𝑥Δ𝑇 𝑥
𝑥 & ~

𝑔𝑥𝑥
𝛿𝜏 (3)𝑉

, (16)

де (3)𝑉 ∼ 𝑎3 є 3-об’ємом. Введемо тензор Ейнштей-
на, 𝐺𝑥

𝑥 = 8𝜋𝑇 𝑥
𝑥 (в одиницях 𝐺 = 𝑐 = 1), визначи-

мо 4-об’єм (4)𝑉 ∼ 𝛿𝜏 (3)𝑉 та перепишемо попереднє
спiввiдношення у формi Анру

Δ𝑔𝑥𝑥Δ𝐺𝑥𝑥 & ~
8𝜋

(4)𝑉
. (17)

Встановлений зв’язок мiж рiвняннями (7) та (17)
можна тлумачити як такий, що з’ясовує фiзичний
змiст рiвняння (17).

4. Прикiнцевi зауваження

Проаналiзуємо стисло спiввiдношення невизначе-
ностi, яке отримав Бронштейн у своїх новатор-
ських роботах [1,2]. Розглянемо рух тестового тiла
з масою 𝑚 = 𝜌𝑉 , де 𝜌 є його густиною, а 𝑉 – об’єм.
Невизначенiсть iмпульсу тестового тiла Δ𝑝𝑥 скла-
дається з двох доданкiв, а саме звичайного кванто-
вомеханiчного доданка, який обернено пропорцiй-
ний до невизначеностi координати, ~/Δ𝑥, та друго-
го доданка, що пов’язаний з гравiтацiйним полем,
яке створюється самим вимiрювальним приладом
внаслiдок вiддачi пiдчас процедури вимiрювання.
Другий доданок може бути приведений до вигляду

Δ𝑝𝑥
~

>

(︂
𝐺

~𝑐
𝑚2

)︂1/3
1

𝐿
, (18)

де 𝐿 ∼ 𝑉 1/3. Використовуючи спiввiдношення мiж
невизначенiстю символа Кристофеля Γ1

00 та неви-
значенiстю iмпульсу Δ𝑝𝑥, ΔΓ1

00 ≈ Δ𝑝𝑥/𝑚𝑇 , де 𝑇 –
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часовий промiжок, за який вiдбувається вимiрю-
вання iмпульсу, можна отримати нерiвнiсть Брон-
штейна

ΔΓ1
00 >

(︂
~
𝑉

)︂2/3(︂
𝐺

𝑐𝜌

)︂1/3
1

𝑇
. (19)

Таке грубе припущення дозволяє оцiнити грани-
цi придатностi загальної теорiї вiдносностi [10].
Огляд сучасного стану проблеми можна знайти,
наприклад, у роботi [11] (та у посиланнях до неї).

Ця робота була частково пiдтримана На-
цiональною академiєю наук України (проекти
Nos. 0117U00237 та 0116U003191).
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GENERALIZED UNCERTAINTY
PRINCIPLE IN QUANTUM COSMOLOGY

S u m m a r y

The effects of gravity which manifest themselves when per-

forming the simultaneous measurement of two non-commuting

observables in the quantum theory are discussed. Matter and

gravity are considered as quantum fields. The Schrödinger-type

time equation is given for the case of a finite number of degrees

of freedom: one for the matter field and one for geometry. For

a spatially closed system filled with dust and radiation being

in definite quantum states, the solutions to the quantum equa-

tions are found, and the existence of the minimum measur-

able length and the minimum momentum is shown. It appears

that the simultaneous measurement of fluctuations of the in-

trinsic and extrinsic curvatures of the spacelike hypersurface

in spacetime cannot be performed with an accuracy exceed-

ing the Planck constant. Unruh’s and Bronstein’s uncertainty

relations are discussed.
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