
ЗАГАЛЬНА ФIЗИКА

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 5 369

Г.Г. РОДЕ
Iнститут фiзики НАН України
(Просп. Науки, 46, Київ 03680; e-mail: ifanrode@gmail.com)

ПЕРЕНОС ПОХИБОК
ТА СЕРЕДНIХ ВИМIРIВ ФIЗИЧНОЇ ВЕЛИЧИНИ
ДЛЯ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦIЙ 𝑎𝑥 ТА log𝑎 𝑥УДК 53.088.3

Отриманi “правила переносу похибки та середнього” однiєї вимiрюваної фiзичної вели-
чини на iншу, пов’язану з нею зв’язком 𝑎𝑥 або log𝑎 𝑥. В цi правила по природi закладена
вагова схема Гауса. Тому вони мають добре працювати в рамках реальної вагової схеми
Гауса з дискретними даними реального фiзичного дослiдження (з “вибiрками”). Аналi-
тична форма, в якiй представленi згаданi правила (“аналiтичнi правила переносу”), а
також їх характер дозволяють спростити i прискорити процедуру обробки й аналiзу
експериментальних даних.
К люч о в i с л о в а: перенос похибок, перенос вiдхилень, перенос помилок.

1. Вступ

Дана робота присвячена актуальнiй темi оцiнки
похибок фiзичних величин при непрямих вимiрю-
ваннях i вирiшує частину загальної проблеми пе-
реносу похибок. Бiльш детально проблема перено-
су похибок описана в [1, 2]. Також вона пiднята
в [3]. Є два пiдходи для вирiшення цiєї проблеми.
Всi сучаснi теоретичнi й практичнi застосування,
методики й розробки перенос помилок будують ви-
ключно на основi розкладу в ряд Тейлора (“дифе-
ренцiювання”) [4–13]. Проблематика “аналiтично-
го” переносу помилок найкраще окреслена в [1]. В
данiй роботi робляться певнi зусилля в цьому на-
прямку, а саме розглянутi двi поширенi елементар-
нi функцiї 𝑎𝑥 та log𝑎𝑥 (𝑒𝑥 та ln(𝑥) i вона є логiчним
продовженням робiт [2, 3].

2. Новi правила обчислення
середнiх та переносу похибок
для елементарних функцiй 𝑎𝑥 та log𝑎 𝑥

Для отримання аналiтичних правил для двох ви-
браних функцiй (𝑎𝑥 та log𝑎 𝑥) середнє 𝑥сер та “по-
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хибка” 𝑘
√︁

(Δ𝑥)2сер були прив’язанi (формалiзова-
нi) до базових понять математичної статистики:

𝑥сер ≈ 𝐸𝑥; 𝑘2(Δ𝑥)2сер ≈ 𝐷𝑥,

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 є, вiдповiдно, математичне очiкуван-
ня й дисперсiя вимiрюваної величини 𝑥. При та-
кiй формалiзацiї вважається, що при вимiрюваннi
фiзичної величини 𝑥 окремi значення 𝑥𝑖 з’являю-
ться у вiдповiдностi з деякою функцiю 𝑓(𝑥) розпо-
дiлу ймовiрностi появи 𝑥𝑖. Ця функцiя природно
має бути пов’язана з умовами вимiрiв (неявно за-
лежить вiд приладу, вибраної методики, тощо). За-
звичай 𝑓(𝑥) нормують i тодi вона зветься функцi-
єю “щiльностi” або “густини” ймовiрностi появи фi-
зичної величини 𝑥 з безперервним розподiлом [1]:
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1. (1)

В цьому випадку справжнє значення фiзичної ве-
личини 𝑥 або, як кажуть, її математичне очiкува-
ння можна обчислити за вiдомою функцiєю 𝑓(𝑥):

𝜇 = 𝐸𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (2)
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Рiвняння (2) є також визначенням математичного
очiкування 𝐸(𝑥) [1]. Одночасно 𝑓(𝑥) визначає та-
кож дисперсiю фiзичної величини 𝑥 [1] (розкид її
значень при вимiрах, зумовлених 𝑓(𝑥) ):

𝐷𝑥 =

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝐸𝑥)
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝜇)2𝑓(𝑥)𝑑𝑥;

𝜇 = 𝐸𝑥.

(3)

Найважливiшим серед розподiлiв 𝑓(𝑥) вважається
т.з. нормальний (Гаусiв) розподiл ймовiрностi [1]:

𝑓(𝑥) =
𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥−𝜇)2], 𝑝2 =

1

2𝐷𝑥
, 𝜇 = 𝐸𝑥.

(4)

У випадку зв’язку через функцiю 𝑦 = ℎ(𝑥) мате-
матичне очiкування й дисперсiя для функцiї ℎ(𝑥)
будуть [1] (у рiзних записах):

𝜒 = 𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (5)

𝐷ℎ =

∞∫︁
−∞

[ℎ(𝑥)−𝐸ℎ]
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

[ℎ(𝑥)−𝜒]2𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

(6)

Вираз (6) можна переписати у бiльш зручному для
нас виглядi (згiдно з [1]):

𝐷ℎ =

∞∫︁
−∞

[ℎ2(𝑥)− 2ℎ(𝑥)𝐸ℎ + 𝐸2
ℎ]𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ. (7)

В рiвняннях (4)–(7) 𝜇 = 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 входять до 𝑓(𝑥)
як параметри, тому, строго кажучи, 𝑓(𝑥) можливо
записати, як 𝑓(𝑥, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥):

𝐸ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥, (8)

𝐷ℎ + 𝐸2
ℎ =

∞∫︁
−∞

ℎ2(𝑥) 𝑓(𝑥,𝐸𝑥, 𝐷𝑥)𝑑𝑥. (9)

Легко помiтити, що (8) та (9) є iнтегральнi рiвня-
ння, вирiшивши якi ми отримали б бажаний ана-
лiтичний зв’язок мiж 𝐸ℎ, 𝐷ℎ (аналогами середнiх
для функцiї ℎ(𝑥)) з одного боку та 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 (ана-
логами вимiряних середнiх) з iншого. Виявилося,
що можливо пiдiбрати табличнi iнтеграли [4], по-
дiбнi до (8) та (9) i таким чином вирiшити задачу
елементарної функцiї 𝑎𝑥, а з її допомогою i log𝑎 𝑥
(див. Додаток).

Тут слiд зробити одне зауваження. Змiнна 𝑥 має
розподiл Гауса. Значення нелiнiйної функцiї ℎ(𝑥)
будуть точно розподiленi не за законом Гауса, то-
му вирази (8), (9) можна вважати наближеними до
виразiв, де iнтегрування проводиться за “правиль-
ним” розподiлом:

𝐸ℎ =

𝑏∫︁
𝑎

ℎ𝑍(ℎ,𝐸ℎ, 𝐷ℎ)𝑑ℎ 𝐷ℎ =

=

𝑏∫︁
𝑎

ℎ2 ,̧𝑍(ℎ,𝐸ℎ, 𝐷ℎ)𝑑ℎ− 𝐸2
ℎ,

де 𝑍(ℎ,𝐸ℎ, 𝐷ℎ) – “чистий” розподiл не-Гауса для ℎ;
межi iнтегралiв 𝑎, 𝑏 залежнi вiд функцiї ℎ = ℎ(𝑥).
Для ℎ = cos(𝑥) – це буде 𝑎 = −1, 𝑏 = 1.

Однак переважна бiльшiсть експериментальних
робiт ґрунтується саме на “класичнiй” змiшанiй
схемi пiдсумовування (8), (9) , викладенiй в [1]. Це
в повнiй мiрi стосується i випадкiв наближеного
вирiшення (8), (9), шляхом розкладу ℎ(𝑥) в ряд
Тейлора [1]. Отриманi нами вирази також побудо-
ванi в рамках цiєї iдеологiї (див. Додаток). Бiльше
того, всi наведенi приклади теж обчисленi за цi-
єю схемою (див. “3. Застосування нових правил до
експериментальних даних”). Тобто i 𝑥𝑖 i ℎ(𝑥𝑖) були
просумованi з ймовiрностями Гауса.

Обчислення середнiх 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 вхiдної множини
{𝑥𝑖}:

𝐸𝑥 =
∑︁

𝑥𝑖 𝑓𝑖; 𝐷ℎ =
∑︁

(𝑥𝑖−𝐸𝑥)
2 𝑓𝑖); Δ𝑥 =

√︀
𝐷𝑥.

Обчислення середнiх 𝐸ℎ, 𝐷ℎ вихiдної множини
{ℎ𝑖 = ℎ(𝑥𝑖)}:

𝐸ℎ =
∑︁

ℎ(𝑥𝑖) 𝑓𝑖; 𝐷ℎ =
∑︁

(ℎ(𝑥𝑖)− 𝐸ℎ)
2 𝑓𝑖);

Δ𝑥 =
√︀

𝐷𝑥,

де 𝑓𝑖 – Гаусовi множники: 𝑓𝑖 = 𝑤𝑖∑︀
𝑤𝑖

; 𝑤𝑖 = 𝑝√
𝜋
×

× exp[−𝑝2(𝑥𝑖 − 𝜇)2], 𝑝2 = 1
2𝐷𝑥

.
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Згаданi спiввiдношення для функцiї 𝑎𝑥 мають
вигляд:

𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑋 = 𝑎𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎/2;

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑋 = 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎(𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 − 1),
(10)

де 𝐸𝑋 i 𝐷𝑋 – вiдповiдають середньому та похибцi
вимiряних даних, а 𝐸(𝑎𝑋), 𝐷(𝑎𝑋) – середньому та
похибцi переносу результатiв вимiрiв через функ-
цiю 𝑎𝑥.

Для функцiї log𝑎𝑥 спiввiдношення мають вигляд
як:

𝐸ℎ = 𝐸log =
1

2
log𝑎

(︂
𝐸4

𝑋

𝐷𝑋 + 𝐸2
𝑋

)︂
;

𝐷ℎ = 𝐷log =
1

ln 𝑎
log𝑎

(︂
𝐷𝑋 + 𝐸2

𝑋

𝐸2
𝑋

)︂
;

(11)

𝐸𝑋 i 𝐷𝑋 – вiдповiдають середньому та похибцi ви-
мiряних даних, а 𝐸log, 𝐷log – середньому та по-
хибцi переносу результатiв вимiрiв через функцiю
log𝑎(𝑥).

Для “чистої” експоненцiальної функцiї (ℎ =
= 𝑒𝑥 = exp𝑥; ) та “чистої” логарифмiчної функцiї
(ℎ = ln𝑥; ) отриманi вирази набувають простiшого
вигляду:

𝐸ℎ = 𝐸exp = exp𝐸𝑋 exp

(︂
1

2
𝐷𝑋

)︂
;

𝐷ℎ = 𝐷exp = exp 2𝐸𝑋 exp𝐷𝑋 (exp𝐷𝑋 − 1);

(12)

𝐸ℎ = 𝐸ln =
1

2
ln

(︂
𝐸4

𝑥

𝐷𝑥 + 𝐸2
𝑥

)︂
;

𝐷ℎ = 𝐷ln = ln

(︂
𝐷𝑥 + 𝐸2

𝑥

𝐸2
𝑥

)︂
;

(13)

де 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 – вiдповiдають середньому та похибцi
вимiряних даних, а 𝐸exp, 𝐷exp та 𝐷ln,𝐷ln середньо-
му та похибцi переносу результатiв вимiрiв вiдпо-
вiдно через функцiї exp(𝑥) та ln(𝑥).

Таким чином, ми отримали (див. додаток) ба-
жанi правила “переносу похибки” та обчислення
“змiщеного середнього” типу 𝐸ℎ = 𝐸ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥)
та 𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) для функцiй ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥 та
ℎ(𝑥) = log𝑎(𝑥) (вiдповiдно exp(𝑥) та ln(𝑥)).

Зауважимо, що в граничному випадку, при
𝐷𝑥 = 0:

𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑥 = 𝑎𝐸𝑥 ;

𝐸ℎ = 𝐸log = log𝑎 𝐸𝑥;

𝐸ℎ = 𝐸exp = exp𝐸𝑥;

𝐸ℎ = 𝐸ln = ln𝐸𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑥 = 0;

𝐷ℎ = 𝐷log = 0;

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑥 = 0;

𝐷ℎ = 𝐷ln = 0;

тому при цьому можна користуватись “звичайни-
ми” правилами переносу:

𝐸𝑎𝑥 = 𝑎𝐸𝑥 ; 𝐸exp = exp𝐸𝑥; 𝐸log = log𝑎 𝐸𝑥;

𝐸ln = ln𝐸𝑥.

3. Застосування нових
правил до експериментальних даних

Набiр експериментальних даних являє собою суку-
пнiсть окремих випадкових значень 𝑥𝑖 вимiряної
фiзичної величини 𝑥, т. з. “вибiрку” {𝑥𝑖}. Величи-
на 𝑥 може мати безперервний розподiл [1] (iншими
словами, працюють з величинами, що випадково
“вибранi приладом” з безперервної множини).

Розглянемо, як будуть виконуватись отриманi
спiввiдношення саме у випадку вибiрок. Для цьо-
го обчислимо середнi звичайним способом (який
ми беремо за взiрець) по 4-х вибiрках: за 2-ма на-
борами експериментальних даних {𝑥𝑖} та за 2-ма
наборами обчислених функцiй exp(𝑥) i ln(𝑥). I по-
рiвняймо їх з результатами, отриманими за спiв-
вiдношеннями (12), (13).

3.1. Два приклади для exp(𝑥)

Як приклад для 𝑒𝑥 вiзьмемо довiльну вибiрку {𝑥𝑖}
з 20 “вимiрiв” в “логарифмiчнiй” шкалi:
{𝑥𝑖} = 8, 8,047, 8,094, 8,141, 8,188, 8,235, 8,282,
8,329, 8,376, 8,423, 8, 7,953, 7,906, 7,859, 7,812, 7,765,
7,718, 7,671, 7,624, 7,577.

Арифметичнi середнi (обчисленi по цiй виборцi
з сталою ймовiрнiстю 𝑤𝑖 = 1/20) дадуть нам такi
значення:

𝐸𝑛 = 8; 𝐷𝑛 = 0,06296; Δ𝑛 = 0,25092.

Використавши цi значення, як перше наближення,
обчислюємо вже Гаусовi середнi (2–3 iтерацiї) згi-
дно з ваговою схемою Гауса:

𝐸𝑥 = (
∑︀

𝑥𝑖𝑤𝑖) / (
∑︀

𝑤𝑖) ;

𝐷𝑥 =
(︀∑︀

(𝑥𝑖 − 𝐸𝑥)
2𝑤𝑖

)︀
/ (
∑︀

𝑤𝑖) ; Δ𝑥 =
√
𝐷𝑥,

(14)

де

𝑤𝑖 =
𝑝√
𝜋
exp[−𝑝2(𝑥𝑖 − 𝜇)2], 𝑝2 =

1

2𝐷𝑥
. (15)

Отримуємо 𝐸𝑥 = 8; 𝐷𝑥 = 0,01726; Δ𝑥 = 0,13138.
Iншими словами, по цiй виборцi маємо 𝐸𝑥 = 8±0,1.

Для того, щоб правильно обчислити середнi для
функцiї 𝑒𝑥 необхiдно побудувати нову статистичну
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Рис. 1. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷exp(𝐸𝑥,𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

вибiрку exp(𝑥𝑖) i вже по нiй обчислити потрiбнi
середнi. Нова вибiрка буде:
{exp𝑥𝑖} = 2980, 95799, 3124,40767, 3274,76045,
3432,3485, 3597,52001, 3770,6399, 3952,09066,
4142,27321, 4341,60772, 4550,5346, 2980,95799,
2844,09445, 2713,51467, 2588,93015, 2470,06563,
2356,65849, 2248,45816, 2145,2256, 2046,73271,
1952,76188.

Використавши значення 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 та Δ𝑥 i “покру-
тившись” згiдно з (14) та (15) отримаємо бажанi
середнi для функцiї 𝑒𝑥 звичайним способом:

𝐸exp = 3006,8068; 𝐷exp = 157799,52;

Δexp = 397,23987.

“Перенос помилок” за отриманими спiввiдношен-
нями (12) дає такi значення:

𝐸exp = 3006,7946; 𝐷exp = 157398,77;

Δexp = 396,735.

Маємо цiкавий приклад з великими дисперсiями
для функцiї 𝑒𝑥

Тут i далi ми навмисне залишили на розгляд
бiльше знакiв, нiж потрiбно (𝐷𝑥 – 2 знаки; Δ𝑥 –
взагалi 1), щоб мати змогу повнiше слiдкувати за
всiма обчисленнями.

Другий приклад побудований для iншої областi
значень аргументу функцiї 𝑒𝑥 (рис. 1).
{𝑥𝑖} = 0, 0,047, 0,094, 0,141, 0,188, 0,235, 0,282,
0,329, 0,376, 0,423, 0, –0,047, –0,094, –0,141, –0,188,
–0,235, –0,282, –0,329, –0,376, –0,423.

Арифметичнi середнi для аргументу (обчисленi
по цiй виборцi з сталою ймовiрнiстю 𝑤𝑖 = 1/20)
дадуть нам такi значення:

𝐸𝑛 = 0; 𝐷𝑛 = 0,06296; Δ𝑛 = 0,25091.

Використавши цi значення, як перше наближення,
обчислюємо вже Гаусовi середнi згiдно з ваговою
схемою Гауса (14), (15) (тут 4 iтерацiї). Це дасть
нам:

𝐸𝑥 = 0; 𝐷𝑥 = 0,02194; Δ𝑥 = 0,14812.

Таким чином, по цiй виборцi маємо 𝐸𝑥 = 0± 0,1.
Для того, щоб правильно обчислити середнi для

функцiї 𝑒𝑥 необхiдно побудувати нову статистичну
вибiрку exp(𝑥𝑖) i вже по нiй обчислити потрiбнi
середнi. Нова вибiрка буде:
{exp𝑥𝑖} = 1, 1,04812, 1,09856, 1,15142, 1,20683,
1,26491, 1,32578, 1,38958, 1,45645, 1,52653, 1,
0,95409, 0,91028, 0,86849, 0,82861, 0,79057, 0,75427,
0,71964, 0,6866, 0,65508.

Використавши значення 𝐸𝑥, 𝐷𝑥 та Δ𝑥, згiдно з
(14) та (15) отримаємо бажанi середнi для функцiї
𝑒𝑥 звичайним способом:

𝐸𝑥 = 1,01103; 𝐷𝑥 = 0,02269; Δ𝑥 = 0,15067.

“Перенос помилок” за отриманими спiввiдношен-
нями (12) дасть нам такi значення:

𝐸exp = 1,01103; 𝐷exp = 0,02267; Δexp = 0,15058.

Враховуючи обидва приклади, можна стверджу-
вати, що оцiнки похибок (дисперсiї та вiдхилення)
за спiввiдношеннями (12) спiвпадають зi взiрцем,
тобто, у випадку функцiї 𝑒𝑥 “перенос помилок” за
спiввiдношеннями (12) функцiї 𝑒𝑥 – правильний i
добре працює для вибiрок.

3.2. Приклад для ln(𝑥)

Розглянемо ще один приклад, для функцiї ln𝑥
(рис. 2–4). Використаємо вибiрку вимiрiв експо-
нентного вигляду (скажiмо iнтенсивнiсть, вимiрю-
вану при визначеннi квантового виходу та енергiї
активацiї):
{𝑦𝑖} = 2000, 2100, 2200, 2300, 2400, 2500, 2600, 2700,
2800, 2900, 2000, 1900, 1800, 1700, 1600, 1500, 1400,
1300, 1200, 1100.

Тут маємо приклад з дуже великими диспер-
сiями аргументу.

Згiдно з використаною вище стандартною схе-
мою обчислень середнiх для вибiрки:
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Рис. 2. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷ln(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

а) обчислюємо спочатку арифметичнi середнi
(ймовiрнiсть 𝑤𝑖 = 1/20) – 𝐸𝑛 = 2000; 𝐷𝑛 = 285000;
Δ𝑛 = 533,8539; б) далi обчислюємо Гаусовi середнi
(з ваговою схемою (14), (15) – 𝐸𝑦 = 2000; 𝐷𝑦 =
= 78130,595; Δ𝑦 = 279,5185; в) утворюємо масив-
вибiрку (згiдно з функцiєю ln 𝑦): {ln 𝑦𝑖} = 7,6009,
7,64969, 7,69621, 7,74066, 7,78322, 7,82405, 7,86327,
7,90101, 7,9373, 7,97247, 7,6009, 7,54961, 7,49554,
7,43838, 7,37776, 7,31322, 7,24423, 7,17012, 7,09008,
7,00307. Робимо статистичну обробку цiєї вибiр-
ки, використавши значення 𝐸𝑦, 𝐷𝑦 та Δ𝑦: 𝐸ln =
= 7,59081; 𝐷ln = 0,02068; Δln = 0,1438. Розрахун-
ки за спiввiдношеннями (13) одразу дають нам та-
кi значення: 𝐸ln = 7,59123; 𝐷ln = 0,019344; Δln =
= 0,13908.

Як ми бачимо в цьому випадку спiвпадiння –
добре. Тобто i випадку функцiї ln𝑥 “перенос по-
милок” за спiввiдношеннями (13) – правильний i
добре працює для вибiрок.

4. Деякi загальнi риси
отриманих спiввiдношень

Аналiтичний вигляд отриманих правил переносу
дозволяє легко видiлити особливостi вiдповiдних
спiввiдношень i навiть побудувати графiчнi зале-
жностi, що дуже корисно для планування фiзично-
го експерименту та його аналiзу.

Слiд наголосити, що величини 𝐸ℎ, 𝐷ℎ, 𝐸𝑥, 𝐷𝑥

взаємно пов’язанi, а також i те, що 𝐸ℎ й 𝐷ℎ

є функцiї 2-х змiнних, а не однiєї: 𝐸ℎ = 𝐸ℎ ×
× (𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷ℎ(𝐸𝑥, 𝐷𝑥).

Рис. 3. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷ln(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

Рис. 4. Залежнiсть дисперсiї функцiї 𝐷ln(𝐸𝑥, 𝐷𝑥) вiд 𝐸𝑥

До цього буває важко звикнути, як наприклад,
до факту, що похибки функцiй ℎ(𝑥) Δexp або Δln

залежать вiд намiряного середнього значення 𝑥.
Все це добре видно на рис. 1–4, де поданi зале-
жностi дисперсiй функцiй

𝐷ℎ = 𝐷exp(𝐸𝑥, 𝐷𝑥); 𝐷ℎ = 𝐷ln(𝐸𝑥, 𝐷𝑥)

вiд значень вимiрюваних “середнiх” вiдповiдних
аргументiв 𝐸𝑥 (𝐷𝑥 – параметр).

Крiм того, сама можливiсть мати графiчний ви-
гляд отриманих спiввiдношень дає змогу обгово-
рювати характер майбутнiх вимiрiв, планувати їх.

5. Висновки

1. Спiввiдношення (11), (13), на кшталт [6], буде-
мо вважати напiвемпiричними, через побудову на
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основi обернених функцiй. Однак всi оберненi фун-
кцiї, побудованi у такий спосiб [2, 3], а також спiв-
вiдношення (10)–(13) даної роботи дають правиль-
ний результат для вибiрок i можуть бути широко
застосованi для скорочення i суттєвого спрощен-
ня обчислювальних процедур обчислень для фун-
кцiй 𝑎𝑥 та log𝑎 𝑥; 2). Оскiльки 𝐷ℎ та похибки 𝜎 для
обох розглянутих функцiй практично спiвпадають
з дiйсними значеннями, можливий перенос похи-
бок для ланцюжку функцiй типу log 𝑎(𝑏log(...)) чи
𝑎(log(𝑏(...))) або ж другою сумiшшю вказаних фун-
кцiй та функцiй 𝑥2,

√
𝑥, cos(𝑥), arcos(𝑥), розгляну-

тих в [2, 3].
2. Тому на основi отриманих аналiтичних спiв-

вiдношень можливо побудувати 2 простих унiвер-
сальних програмних алгоритми (загального при-
значення) для обчислення пар окремих значень
𝐸(𝑎𝑥); 𝐷(𝑎𝑥)) та (𝐸log; 𝐷log), для 𝑥 з розподiлом
Гауса. Вони можуть бути вбудованi, як окремi мо-
дулi (пiдпрограми), в будь - якi програмнi проце-
дури. При цьому цей алгоритм буде прозорим (лег-
ким для читання).

Це принципово неможливо при iнших методах
переносу, оскiльки в них потрiбно розкладати в
ряд або диференцiювати всю суперпозицiю фун-
кцiй, як єдине цiле. I для кожної задачi треба бу-
дувати окрему процедуру.

3. Можливо передбачити величину похибки
функцiї i побудувати її графiчну залежнiсть вiд
планованої областi вимiрiв фiзичної величини.

4. Цiкавою є можливiсть отримати значення змi-
щення середнього для 𝐸(𝑎𝑥) та 𝐸log. В наведених
прикладах це змiщення нiяк не впливає на значе-
ння цих середнiх i не вiдiграє нiякої ролi, але воно
iснує i в деяких застосуваннях його значення може
використовуватись.

5. Оскiльки аналiтичнi значення середнiх
(𝐸(𝑎𝑥); 𝐷(𝑎𝑥)) та (𝐸log; 𝐷log) пов’язанi з роз-
подiлом Гауса, то обчислене значення дозволяє
порiвнювати їх зi значеннями таких самих ве-
личин, обчислених за iншими розподiлами. По
мiнiмуму 𝐷(𝑎𝑥) (або 𝐷log) вирiшувати, який
розподiл краще пiдходить.

ДОДАТОК

В цьому додатку наведений математичний доказ правиль-
ностi отриманих спiввiдношень для 2-х функцiй 𝑎𝑥 та
log𝑎 𝑥, тобто шлях зведення iнтегральних рiвнянь (8) i (9)
до табличних iнтегралiв i приведення отриманих спiввiдно-
шень до зручного вигляду (10)–(13).

Математичне очiкування
𝐸ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥

Якщо в рiвняннi (8) зробити замiни:
𝑘 = ln 𝑎; ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥 = exp(ln 𝑎 𝑥) = exp(𝑘 𝑥);

𝑦 = 𝑥− 𝜇; 𝑥 = 𝑦 + 𝜇,
(16)

то, з урахуванням розподiлу Гауса для ℎ(𝑥), з (4) послiдовно
отримаємо:

𝜒 = 𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑥 =
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

𝑎𝑥 exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2]𝑑𝑥 =

=
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

exp[𝑘 (𝑦 + 𝜇)] exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

=
𝑝
√
𝜋
exp[𝑘𝜇]

∞∫︁
−∞

exp[−𝑝2𝑦2+𝑘𝑦]𝑑𝑦=
𝑝
√
𝜋
exp[𝑘𝜇] 𝐽=

=
𝑝
√
𝜋
exp[ln 𝑎𝜇] 𝐽 =

𝑝
√
𝜋
𝑎𝜇 𝐽. (17)

Iнтегральний вираз 𝐽 – подiбний до табличного iнтеграла
𝑇2 (3.923.2) [4]:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

exp[−𝑎1𝑦
2 − 2𝑏𝑦 − 𝑐] cos[𝑝2𝑦2 + 𝑞𝑦 + 𝑟]𝑑𝑦,

який при 𝑐 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 0 має таке рiшення:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

exp[−𝑎1𝑦
2 − 2𝑏𝑦]𝑑𝑦 =

√︂
𝜋

𝑎1
exp

𝑏2

𝑎1
. (18)

Iнтегральний вираз 𝐽 стає повнiстю тотожним 𝑇2, у виглядi
(18), якщо в (18) зробити такi замiни:

𝑎1 = 𝑝2; −2𝑏 = 𝑘; 𝑏 = −
𝑘

2
.

Врахувавши 𝑘 = ln 𝑎 з (16) i 1/𝑝2 = 2𝐷𝑥 з (4), одразу отри-
маємо:

𝐽 =

√︂
𝜋

𝑝2
exp

𝑘2

4𝑝2
=

√
𝜋

𝑝
exp[(ln 𝑎)2 2𝐷/4] =

=

√
𝜋

𝑝
𝑎𝐷 ln 𝑎/2.

Пiдставивши 𝐽 в вираз (17), маємо остаточний зв’язок iн-
теграла 𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑥 з iнтегралами 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥, який з ураху-
ванням (𝜇 = 𝐸𝑥 з (2) та 𝑝2 = = 1/(2𝐷𝑋) з (4)), виглядає
як:

𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑥 =
𝑝
√
𝜋
𝑎𝜇

√
𝜋

𝑝
𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎/2 = 𝑎𝜇 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎/2 =

= 𝑎𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎/2. (19)
Якщо 𝑎 = 𝑒:

𝐸ℎ = 𝐸exp = 𝑒𝐸𝑋 𝑒𝐷𝑋/2 = exp𝐸𝑥 exp(𝐷𝑋/2). (20)

Це “iнтуїтивно” очiкуваний результат. При невеликих 𝐷𝑥 ≈
≈ 0 iснує невеличке змiщення, що зумовлене множником
exp(𝐷𝑋/2) ≈ 1, i (19), (20) набувають “природного” вигля-
ду:

𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑥 ≈ 𝑎𝐸𝑥 ; 𝐸ℎ = 𝐸exp ≈ exp𝐸𝑥.

Множник при певних умовах можна iгнорувати, але (19),
(20) – це точнi робочi формули для ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥 та
ℎ(𝑥) = exp𝑥.
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Дисперсiя 𝐷ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥

З рiвняння (9), використавши (4), маємо “перенос похибки”:

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑥 =
𝑝
√
𝜋

∞∫︁
−∞

𝑎2𝑥 exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2]𝑑𝑥− 𝐸2
ℎ =

=
𝑝
√
𝜋
𝐽0 − 𝐸2

ℎ. (21)

Перетворюємо 𝐽0 до табличного вигляду, використавши за-
мiни 𝑦 = 𝑥− 𝜇; 𝑥 = 𝑦 + 𝜇 та 𝑘 = ln 𝑎 (8):

𝐽0 =

∞∫︁
−∞

𝑎2𝑥 exp[−𝑝2(𝑥− 𝜇)2]𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

𝑎2𝑦+2𝜇 exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

= 𝑎2𝜇
∞∫︁

−∞

𝑎2𝑦 exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

= 𝑎2𝜇
∞∫︁

−∞

exp[ln 𝑎 2𝑦] exp[−𝑝2𝑦2]𝑑𝑦 =

= 𝑎2𝜇
∞∫︁

−∞

exp[−𝑝2𝑦2 + 2𝑘𝑦] = 𝑎2𝜇 𝐽01. (22)

Очевидно, що 𝐽01 – цiлком табличний iнтеграл 𝑇2 (3.923.2)
[4], у формi (18), тобто при 𝑐 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 0 i при
𝑏 = −𝑘 = − ln 𝑎; 𝑎1 = 𝑝2 та 1/𝑝2 = 2𝐷𝑥:

𝑇2 =

∞∫︁
−∞

exp[−𝑎1𝑦
2 − 2𝑏𝑦]𝑑𝑦 =

=

√︂
𝜋

𝑎1
exp

𝑏2

𝑎1
= 𝐽01 =

√
𝜋

𝑝
exp

𝑘2

𝑝2
,

𝐽01 =

√
𝜋

𝑝
exp

(ln 𝑎)2

𝑝2
=

√
𝜋

𝑝
𝑎ln 𝑎/(𝑝 𝑝) =

=

√
𝜋

𝑝
𝑎2𝐷 ln 𝑎.

Використовуючи 𝐽01 та 𝐸2
ℎ = 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 з (19), отриму-

ємо 𝐷ℎ для функцiї ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥 з (21) та (22):

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑋 =
𝑝
√
𝜋
𝐽0 − 𝐸2

ℎ =
𝑝
√
𝜋
𝑎2𝜇 𝐽01 − 𝐸2

ℎ =

=
𝑝
√
𝜋
𝑎2𝐸𝑋

√
𝜋

𝑝
𝑎2𝐷𝑋 ln 𝑎 − 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 =

= 𝑎2𝐸𝑋 𝑎2𝐷𝑋 ln 𝑎 − 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 =

= 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎(𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 − 1).

Остаточно:

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑥 = 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎(𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 − 1). (23)

Для 𝑎 = 𝑒 (23) має спрощений вигляд:

𝐷ℎ = 𝐷exp = 𝑒2𝐸𝑋 𝑒𝐷𝑋 (𝑒𝐷𝑋 − 1) =

= exp 2𝐸𝑥 exp𝐷𝑥 (exp𝐷𝑥 − 1). (24)
Тобто це i буде правило “переносу похибок” для функцiї
ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥.

Середнє 𝐸ℎ та дисперсiя 𝐷ℎ

для функцiї ℎ(𝑥) = log𝑎 𝑥

Безпосереднiй шлях обчислення 𝐸(log𝑎 𝑥) та 𝐷(log𝑎 𝑥) че-
рез табличнi iнтеграли – справа досить проблематична. Ба-
жанi спiввiдношення можна отримати, розглядаючи фун-
кцiю log𝑎 𝑥, як обернену до 𝑎𝑥, використавши спiввiдноше-
ння (19) та (23).

Дiйсно, рiвняння (19) та (23) дають нам явний зв’язок
мiж 4 iнтегралами 𝐸𝑎𝑥 , 𝐷𝑎𝑥 , 𝐸𝑥, 𝐷𝑥. Грубо кажучи, мiж
4-ма числами 𝐸𝑎𝑥 , 𝐷𝑎𝑥 , 𝐸𝑥, 𝐷𝑥:

𝐸𝑎𝑥 = 𝐸𝑎𝑥 (𝐸𝑥, 𝐷𝑥) i 𝐷𝑎𝑥 = 𝐷𝑎𝑥 (𝐸𝑥, 𝐷𝑥). (25)

Якщо з рiвнянь (19) та (23) визначити функцiї

𝐸𝑥 = 𝐸𝑥(𝐸𝑎𝑥 , 𝐷𝑎𝑥 ) i 𝐷𝑥 = 𝐷𝑥(𝐸𝑎𝑥 , 𝐷𝑎𝑥 ), (26)

оберненi до функцiй (25), то вони також мусять правиль-
но описувати математичнi зв’язки мiж 𝐸𝑎𝑥 , 𝐷𝑎𝑥 , 𝐸𝑥, 𝐷𝑥.
Причому, якщо 𝐸𝑎𝑥 та 𝐷𝑎𝑥 будуть отриманi в якийсь iн-
ший спосiб (наприклад, вимiрянi) i будуть мати тi ж чи-
словi значення, що й обчисленi за (25), то вони знов-таки
задовiльнять рiвняння зв’язку 4-х iнтегралiв (8) та (9) тодi
i тiльки тодi, коли пара 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 матиме тi самi значення,
що й заданi в (25).

Iншими словами, якщо 𝑦 = 𝑎𝑥 i, вiдповiдно, обернена до
неї функцiя 𝑥 = log 𝑦, то спiввiдношення (26), оберненi рiв-
нянням (19) та (23), дадуть нам вiрнi значення iнтеграль-
них виразiв для математичного очiкування 𝐸𝑥 i дисперсiї
𝐷𝑥, визначених згiдно з (8) та (9), для функцiї випадкової
величини 𝑦, яка зв’язана зi змiнною 𝑥 законом 𝑦 = 𝑎𝑥 або
𝑥 = log 𝑦.

Тобто, вирiшивши (19) i (23) вiдносно 𝑥, ми простим об-
численням можемо отримувати значення 𝐸𝑥 i 𝐷𝑥 по значе-
нням 𝐸𝑦 , 𝐷𝑦 , якi є середнiми для вимiрiв випадкової вели-
чини 𝑦, яка пов’язана з 𝑥 спiввiдношенням 𝑥 = log 𝑦.

Вирiшимо (19) i (23). Для цього перепишемо їх, вiдповiд-
но, у виглядi:

𝐸𝑦 = 𝑎𝐸𝑋 𝑎ln 𝑎𝐷𝑋/2 або 𝑎ln 𝑎𝐷𝑋/2 =
𝐸𝑦

𝑎𝐸𝑋
або

𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 =
𝐸2

𝑦

𝑎2·𝐸𝑋
;

(27)

𝐷𝑦 = 𝐷𝑎𝑋 = 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎(𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 − 1). (28)
Пам’ятаючи, що iнтеграли 𝐸𝑦 i 𝐷𝑦 пов’язанi з функцiєю 𝑦 =

= 𝑎𝑥, а iнтеграли 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥 з функцiєю 𝑥 = log 𝑦, вирiшимо
цi рiвняння вiдносно iнтегралiв 𝐸𝑥 та 𝐷𝑥, тобто отримаємо
рiвняння, зворотнi (19) i (23) та (27) i (28).

В (28) “напрошується” природна замiна через (27):

𝐷𝑦 = 𝑎2𝐸𝑋
𝐸2

𝑦

𝑎2𝐸𝑋

(︃
𝐸2

𝑦

𝑎2𝐸𝑋
− 1

)︃
= 𝐸2

𝑦

(︃
𝐸2

𝑦

𝑎2𝐸𝑋
− 1

)︃
;

звiдси маємо:

𝐷𝑦

𝐸2
𝑦

+ 1 =
𝐷𝑦 + 𝐸2

𝑦

𝐸2
𝑦

=
𝐸2

𝑦

𝑎2𝐸𝑋
;

i видiляємо 𝐸𝑥:

𝑎2𝐸𝑋 =
𝐸4

𝑦

𝐷𝑦 + 𝐸2
𝑦

; (29)
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звiдки остаточно: 2𝐸𝑋 = log𝑎

(︂
𝐸4

𝑦

𝐷𝑦+𝐸2
𝑦

)︂
, або

𝐸𝑋 =
1

2
log𝑎

(︃
𝐸4

𝑦

𝐷𝑦 + 𝐸2
𝑦

)︃
. (30)

Пiдставивши вираз (29) в третю рiвнiсть (27), отримаємо
𝐷𝑥:

𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 =
𝐸2

𝑦

𝑎2𝐸𝑋
=

𝐸2
𝑦

(︀
𝐷𝑦 + 𝐸2

𝑦

)︀
𝐸4

𝑦

=
𝐷𝑦 + 𝐸2

𝑦

𝐸2
𝑦

;

i
𝐷𝑋 ln 𝑎 = log𝑎

(︃
𝐷𝑦 + 𝐸2

𝑦

𝐸2
𝑦

)︃
.

Остаточно маємо вираз для 𝐷𝑋 :

𝐷𝑋 =
1

ln 𝑎
log𝑎

(︃
𝐷𝑦 + 𝐸2

𝑦

𝐸2
𝑦

)︃
. (31)

Наостанок перепишемо отриманi спiввiдношення (19), (24)
та (30),(31) у бiльш зрозумiлому символiчному виглядi, де
𝑥 – позначена вимiрювана фiзична величина (аргумент), а
ℎ – вiдповiдна функцiя (𝑎𝑥; log𝑎 𝑥; 𝑒𝑥 = exp(𝑥); ln(𝑥)):

𝐸ℎ = 𝐸𝑎𝑋 = 𝑎𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎/2;

𝐷ℎ = 𝐷𝑎𝑋 = 𝑎2𝐸𝑋 𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎(𝑎𝐷𝑋 ln 𝑎 − 1);

𝐸ℎ = 𝐸log =
1

2
log𝑎

(︃
𝐸4

𝑋

𝐷𝑋 + 𝐸2
𝑋

)︃
;

𝐷ℎ = 𝐷log =
1

ln 𝑎
log𝑎

(︃
𝐷𝑋 + 𝐸2

𝑋

𝐸2
𝑋

)︃
.

(32)

Для “чистої” експоненцiальної функцiї (𝑒𝑥 = exp(𝑥), ln(𝑥))
отриманi вирази набувають простiшого вигляду:

𝐸ℎ = 𝐸exp = exp𝐸𝑋 exp

(︂
𝐷𝑋

2

)︂
;

𝐷ℎ = 𝐷exp = exp 2𝐸𝑋 exp𝐷𝑋(exp𝐷𝑋 − 1);

𝐸ℎ = 𝐸ln =
1

2
ln

(︃
𝐸4

𝑋

𝐷𝑋 + 𝐸2
𝑋

)︃
;

𝐷ℎ = 𝐷ln = ln

(︃
𝐷𝑋 + 𝐸2

𝑋

𝐸2
𝑋

)︃
.

(33)

Враховуючи результати [2], а також [3], корисно привести
ще “аналiтичнi” переноси для 2-х функцiй (cos(𝑥), arcos(𝑥)):

𝐸ℎ = 𝐸cos = exp

(︂
−
𝐷𝑥

2

)︂
cos𝐸𝑥;

𝐷ℎ=𝐷cos=
1

2
[1−exp(−𝐷𝑥)] [1−exp(−𝐷𝑥 ) cos 2𝐸𝑥];

𝐸ℎ=𝐸arccos=arccos
𝐸𝑥

±
√︁

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

;

𝐷ℎ=𝐷arccos=ln

(︃
1

𝐸2
𝑥 +

√︀
(1− 𝐸2

𝑥)
2 − 2𝐷𝑥

)︃
.

(34)

А також для функцiй (𝑥2;
√
𝑥):

𝐸ℎ = 𝐸𝑥2 = 𝐸2
𝑥 +𝐷𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷𝑥2 = 2𝐷2
𝑥 + 4𝐸2

𝑥𝐷𝑥;

𝐸4
ℎ = 𝐸4√

𝑥
= 𝐸2

𝑥 −
1

2
𝐷𝑥;

𝐷ℎ = 𝐷√
𝑥 = 𝐸𝑥 −

√︂
𝐸2

𝑥 −
1

2
𝐷𝑥.

(35)

Якщо зважити на формалiзацiю:

𝑥сер ≈ 𝐸𝑥; 𝑘2(Δ𝑥)2сер ≈ 𝐷𝑥.

То отриманi спiввiдношення дають нам бажанi “правила пе-
реносу” середнiх та похибок для функцiй 𝑎𝑥 та 𝑒𝑥 log𝑎 𝑥;
exp(𝑥) та ln(𝑥); 𝑥2,

√
𝑥, cos(𝑥), arcos(𝑥):

𝑋сер → 𝐻сер; | Δ𝑋 |сер → | Δ𝐻 |сер.

Матерiали по циклу робiт, пов’язаних з оцiн-
кою похибок фiзичних величин при непрямих ви-
мiрюваннях, були представленi на семiнарах 8
вiддiлiв Iнституту Фiзики. Автор щиро вдячний
колективам i завiдуючим цих пiдроздiлiв за ува-
гу i надану можливiсть озвучити їх, подивитись
на них зi сторони iншими очима (I.В. Блонсько-
му, М.С. Бродiну, А.Г. Наумовцу, А.М. Негрiй-
ко, Ю.А. Резнiкову, С.М. Рябченко, П.М. Томчу-
ку та Л.П. Яценко). Без критичних зауважень,
висловлених на цих представленнях, можна смi-
ливо стверджувати, що робота значно б програ-
ла, якщо б взагалi склалась. Особливо хочу подя-
кувати С.М. Рябченко за прискiпливе обговорення
результатiв i матерiалу, Г.В. Клiмушевiй за ви-
читування статтi i критичнi зауваження, а та-
кож А.I. Войтенко за поради. I подяка всiм, хто
був не байдужим i пiдтримав виконану роботу.
Робота була виконана в iнститутi фiзики НАН
України, в межах теми ВФК 1.4.1 В/174, “Еле-
ктричнi, магнiтнi та нелiнiйно оптичнi власти-
востi нанодисперсiйних частинок рiзної природи
в орiєнтованих рiдких кристалах”.
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PROPAGATION OF THE MEASUREMENT
ERROR AND THE MEASURED MEAN OF A PHYSICAL
QUANTITYFORELEMENTARYFUNCTIONS 𝑎𝑥 AND log𝑎𝑥

S u m m a r y

Rules have been obtained for the propagation of the error

and the mean value for a measured physical quantity onto

another one with a functional relation of the type 𝑎𝑥 or log𝑎 𝑥

between them. In essence, these rules are inherently based on

the Gaussian weight scheme. Therefore, they should be valid

in the framework of a real Gaussian weight scheme applied

to discrete data of a real physical experiment (a sample). An

analytical form that was used to present the rules concerned

(“analytical propagation rules”) and their character allow

the processing and the analysis of experimental data to be

simplified and accelerated.
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