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САМОПОДIБНИЙ РЕЖИМ
ФРАГМЕНТАЦIЇ МЕТАЛIВ ПРИ IНТЕНСИВНIЙ
ПЛАСТИЧНIЙ ДЕФОРМАЦIЇУДК 539.8

В рамках нерiвноважної еволюцiйної термодинамiки проведено подальше дослiдження
впливу адитивних флуктуацiй на кiнетику структурних дефектiв при iнтенсивнiй
пластичнiй деформацiї, що являє новий метод опису режимiв фрагментацiї та вiд-
повiдних процесiв самоорганiзацiї. Встановлено, що у фрагментованому металевому
зразку спостерiгається самоподiбна поведiнка, при якiй утворюється множина грани-
чних структур iз рiзними розмiрами зерен. Такий режим реалiзується за умови, що
розподiл ймовiрностi реалiзацiї значень густини меж зерен має степеневий вид. По-
рiвняння отриманих результатiв у формах Iто та Стратоновича продемонструвало
вiдсутнiсть якiсних змiн у поведiнцi системи.
Ключ о в i с л о в а: межа зерна, дислокацiя, фазовий перехiд, фазова дiаграма, внутрi-
шня енергiя, адитивний шум, самоподiбнiсть.

1. Вступ

Вiдомо, що пiд час фрагментацiї металевого зраз-
ка методами iнтенсивної пластичної деформацiї
(IПД) за певних умов у матерiалi вiдбувається
формування так званих фрактальних структур [1–
8]. У результатi гранична (стацiонарна) структу-
ра металу визначається степеневим розподiлом су-
мiшi зерен рiзного розмiру, характерний масштаб
яких визначити неможливо (у даному випадку –
масштаб густини меж зерен (МЗ) ℎ𝑔). Оскiльки
при збiльшеннi поверхнi зразка у будь-яку кiль-
кiсть разiв система проявляє самоподiбну поведiн-
ку (морфологiя поверхнi весь час подiбна сама со-
бi), тобто система зберiгає спiввiдношення мiж па-
раметрами стану [9, 10].

Для опису процесу фрагментацiї металевої стру-
ктури у роботах [11–18] розвинуто узагальнену
термодинамiчну модель, що ґрунтується на ком-
бiнацiї методiв класичних нерiвноважної термоди-
намiки та теорiї фазових переходiв Ландау. Вона
дозволила описати кiнетику дефектної пiдсистеми
(дислокацiй та МЗ), а також дослiдити умови фор-
мування та стiйкiсть утворених граничних (ста-
цiонарних) субмiкрокристалiчних (СМК) чи на-
нокристалiчних (НК) структур. У той самий час
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запропонована теорiя враховує вплив флуктуацiй
основних параметрiв (шуму), що в деяких випад-
ках може iстотно змiнити характер еволюцiї систе-
ми та навiть привести до виникнення нових ста-
нiв [16, 19–22], якi не можуть реалiзуватися у де-
термiнiстичному випадку [11–14, 23–25].

В данiй роботi показано, що введення адитивних
шумiв основних параметрiв дозволяє описати са-
моподiбну поведiнку структурних дефектiв у про-
цесi утворення граничних СМК чи НК структур.
Дослiджено умови формування квазiфрактальних
зернистих структур. Виявлено, що в дiапазонi зна-
чень густини МЗ ℎ𝑔 ∼ 10−5–1010 м−1 функцiя роз-
подiлу набуває степеневого виду. Порiвняння отри-
маних результатiв демонструє, що вибiр системи
числення Iто та Стратоновича впливає виключно
на дисперсiю флуктуацiй параметра стану ℎ𝑔 дов-
кола стацiонарних значень системи та приводить
до перенормування спектрального розподiлу роз-
мiрiв зерен у сформованiй НК чи СМК граничнiй
структурi, проте реалiзацiя безпосередньо стацiо-
нарних значень густини МЗ не залежить вiд вибо-
ру iнтерпретацiї.

2. Ефективний потенцiал

Представимо базовий енергетичний потенцiал для
густини внутрiшньої енергiї у такому виглядi:
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[11, 19]:
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де 𝑢0 – частина внутрiшньої енергiї, що не зале-
жить вiд дефектностi матерiалу (рiвень вiдлiку);
ℎ𝑔, ℎ𝐷 – густини МЗ та дислокацiй 1; значення iн-
дексiв 𝑚 = 𝑔 вiдносяться до МЗ, а 𝑚 = 𝐷 – до
дислокацiй; 𝑀 = 𝜆+2𝜇 – модуль одностороннього
стиснення матерiалу [26, 27]; 𝜆, 𝜇 – сталi Ламе; 𝜀𝑒𝑖𝑖,
𝐼2 ≡ (−𝜀𝑒𝑖𝑖𝜀𝑒𝑗𝑗 +𝜀𝑒𝑖𝑗𝜀𝑒𝑗𝑖)/2 – перший та другий iнварi-
анти тензора пружних деформацiй; 𝜙*

0𝑚 – власна
енергiя дефекту з урахуванням його розмiрностi
(на одиницю довжини для дислокацiй i поверхнева
густина для МЗ); 𝜙0𝑚 – та сама енергiя з ураху-
ванням впливу пружних деформацiй в лiнiйному
(константа 𝑔𝑚) i квадратичному наближеннях; до-
датна стала 𝑔𝑚 вiдповiдає за процес генерацiї стру-
ктурних дефектiв при розтягненнi 𝜀𝑒𝑖𝑖 > 0, або за їх
анiгiляцiю у випадку реалiзацiї стиснення 𝜀𝑒𝑖𝑖 < 0;
�̄�𝑚, �̄�𝑚 – пружнi сталi, якi вiдображають зменше-
ння вiдповiдних пружних модулiв, що зумовлено
iснуванням структурних дефектiв; 𝜙*

1𝑚, 𝜙1𝑚 – ко-
ефiцiєнти, що вiдповiдають за процеси рекристалi-
зацiї (анiгiляцiї дефектiв) без урахування та з ура-
хуванням впливу пружної деформацiї в лiнiйному
наближеннi (константа 𝑒𝑚); вiдповiдно 𝑒𝑚 вiдобра-
жає прискорення процесу анiгiляцiї при додатно-
му значеннi 𝜀𝑒𝑖𝑖 > 0, у випадку вiд’ємного 𝜀𝑒𝑖𝑖 < 0
розумiється зворотно-направлений процес; 𝜙𝑔𝐷 –
параметр, що вiдображає енергiю взаємодiї вибра-
них структурних дефектiв. У загальному випадку
додатнi внески у спiввiдношеннi (1) визначають ге-
нерацiю структурних дефектiв, а вiд’ємнi складовi
вiдповiдають зворотним процесам – анiгiляцiї де-
фектiв (рекристалiзацiї).

1 Припускається, що розмiр зерна набуває приблизне зна-
чення, обернено пропорцiйне ℎ𝑔 (тобто 𝑑 ∼ 1/ℎ𝑔).

Вираз для густини внутрiшньої енергiї (1), на
вiдмiну вiд вихiдного [11–14], мiстить останнiй до-
данок, завдяки якому описується самоузгоджена
поведiнка густини МЗ ℎ𝑔 та дислокацiй ℎ𝐷 й ади-
тивний шум перетворюється у мультиплiкативний
[19]. Знак мiнус перед ним забезпечує формування
стацiонарних станiв (максимумiв термодинамiчно-
го чи синергетичного потенцiалiв) та вiдображає
принцип Ле-Шательє, згiдно з яким термодинамi-
чний процес бiльш високого рiвня спрямований на
компенсацiю ефектiв вiд термодинамiчних проце-
сiв нижчого рiвня. Слiд вiдзначити, що розгляда-
ються такi методи обробки, де температура на кон-
тактних поверхнях зразка може пiдвищуватися на
50–70∘, за якої плавлення не вiдбувається.

Степеневе розвинення (1) за умови додатних
значень коефiцiєнтiв 𝜙𝑘𝑚 (𝑘 = 0–3) може фор-
мувати два максимуми. У випадку МЗ, максиму-
ми вiдповiдають утворенню двомодового розподi-
лу за розмiрами зерен. У разi дислокацiй, мода, що
вiдповiдає меншому значенню дефектностi, опи-
сує випадковий (однорiдний) розподiл представле-
ного дефекту, вiдповiдно бiльше значення дефе-
ктностi вiдображає ансамбль дислокацiй, якi утво-
рюють комiрчасту структуру. Зазначимо, що для
опису формування граничної (стацiонарної) стру-
ктури необхiдна бiльш висока степiнь наближен-
ня внутрiшньої енергiї (1) за значеннями густини
МЗ, проте у випадку дислокацiй досить обмежити-
ся внесками тiльки до другої степенi за густиною
дефектiв (𝜙2D = 0 Дж · м3, 𝜙3𝐷 = 0 Дж · м5).

Для подальшого розгляду вибираємо такi коефi-
цiєнти, що частково обґрунтованi в роботах [11,12]
(табл. 1). Вiдзначимо, що значення основних кое-
фiцiєнтiв отримано експериментально при дослi-
дженнi мiдної структури, проте варто зазначити,
що запропонована модель (1) має широкий спектр
застосувань та, за необхiдностi, при вiдповiдних
параметрах буде вiдображати справедливi резуль-
тати для будь-якого металу.

3. Рiвняння Ланжевена
та Фоккера–Планка

Оскiльки гаусiвський бiлий шум є однiєю iз най-
простiших математичних моделей, що часто ви-
користовується для опису фiзичних процесiв, до-
слiдимо вплив адитивних шумiв на формування
граничних СМК чи НК структур. Система кiне-
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Таблиця 1. Параметри дводефектної моделi з урахуванням шуму

𝑀 , Па 𝜙*
0𝑔 , Дж ·м−2 𝑔𝑔 , Дж ·м−2 �̄�𝑔 , Дж ·м−2 �̄�𝑔 , Дж ·м−2 𝜙*

1𝑔 , Дж ·м−1 𝑒𝑔 , Дж ·м−1 𝜙2𝑔 , Дж 𝜙3𝑔 , Дж ·м

2,08 · 1010 0,4 12 2,5 · 105 3 · 105 3 · 10−6 3,6 · 10−4 5,6 · 10−13 3 · 10−20

𝜇, Па 𝜙*
0𝐷, Дж ·м−1 𝑔𝐷, Дж ·м−1 �̄�𝐷, Дж ·м−1 �̄�𝐷, Дж ·м−1 𝜙*

1D, Дж ·м 𝑒𝐷, Дж ·м 𝜙𝑔𝐷, Дж 𝜓𝑔𝐷, Дж ·м

2,08 · 1010 5 · 10−9 2 · 10−8 0 1,65 · 10−4 10−24 6 · 10−23 10−16 10−23

тичних рiвнянь для параметрiв порядку визначає-
ться таким чином [13, 14, 19]:

𝜏ℎ𝐷
ℎ̇𝐷 = 𝜙0𝐷 −𝜙1Dℎ𝐷 +𝜙𝑔𝐷ℎ𝑔 −𝜓𝑔𝐷ℎ

2
𝑔 +
√︀
𝑁𝐷𝜉𝐷,

(5)

𝜏ℎ𝑔
ℎ̇𝑔 = 𝜙0𝑔 − 𝜙1𝑔ℎ𝑔 + 𝜙2𝑔ℎ

2
𝑔 − 𝜙3𝑔ℎ

3
𝑔 + 𝜙𝑔𝐷ℎ𝐷 −

− 2𝜓𝑔𝐷ℎ𝑔ℎ𝐷 +
√︀
𝑁𝑔𝜉𝑔, (6)

де 𝜏ℎ𝑚
– обернено пропорцiйнi величини кiнети-

чних коефiцiєнтiв, що мають змiст часу релаксацiї
густин дислокацiй та меж зерен. Стохастичнi дже-
рела описують флуктуацiї основних параметрiв
(внутрiшнiй шум) з iнтенсивностями 𝑁𝐷, 𝑔 [28], а
саме рiзнi неоднорiдностi (фази речовини, домi-
шкi, включення, вакансiї, структурнi дефекти iн-
ших рiвнiв, тепловi флуктуацiї тощо) та змiни зов-
нiшнього термостату, зокрема недосконалостi екс-
периментальної установки. Як вiдомо, IПД зумов-
лює формування МЗ двох типiв: висококутових
або геометрично необхiдних меж, якi виникають у
результатi рiзноманiтної активностi системи ков-
зання довкола МЗ; меж комiрок або субмеж, якi
часто називають випадковими дислокацiйними ме-
жами, оскiльки такi межi виникають при взаємнiй
реалiзацiї статично-випадкового перетину дисло-
кацiй у серединi зерен [27, 29]. Межi мiж довiль-
но розташованими зернами є значно рухливiшими
порiвняно з останнiми. МЗ мають бiльшу нерiвно-
важну енергiю, оскiльки пiд час обробки на них
накопичуються структурнi дефекти iнших рiвнiв,
що приводить до активацiї релаксацiйних процесiв
за рахунок виникнення пластичної течiї. В ходi де-
формацiї, за рахунок накопичення дислокацiй, ко-
мiрки поступово перетворюються у субзерна, що
обмеженi малокутовими межами, та в подальшо-
му стають висококутовими нанозернами. Розгля-
даючи найпростiший вид взаємодiй мiж дефекта-
ми одного рiвня, виникнення флуктуацiй внутрi-

шнiх змiнних вiдбувається за рахунок дiї процесiв
самоорганiзацiї [20–22].

Функцiї 𝜉𝑖(𝑡)(𝑖 = 𝐷, 𝑔) вiдображають випадко-
вi гаусiвськi величини (бiлий шум), що мають ав-
токореляцiйну функцiю, яка математично описує-
ться за допомогою 𝛿-функцiї Дiрака, та задоволь-
няють такi моменти [30]:

⟨𝜉𝑖(𝑡)⟩ = 0, ⟨𝜉𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡′)⟩ = 2𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑡− 𝑡′). (7)

Множник 2 перед символом Кронекера 𝛿𝑖𝑗 дає змо-
гу однозначно записати рiвняння Фоккера–Планка
та надати функцiї 𝑁(ℎ𝑔) (10) сенс коефiцiєнта ди-
фузiї 2. У виразi 𝑁(ℎ𝑔) також врахованi сталi, якi
визначають iнтенсивностi флуктуацiй випадкових
величин.

Згiдно з спостережуваними закономiрностями
пiд час IПД процес самоорганiзацiї комiрчастих
структур, у результатi якого вiдбувається утворен-
ня нових меж зерен, займає бiльшу кiлькiсть часу
порiвняно з формуванням елементарних дислока-
цiй (мається на увазi масштабна вiдмiннiсть основ-
них дефектiв – дислокацiй i МЗ). В зв’язку з цим,
процес встановлення динамiчної рiвноваги систе-
ми слiдує за густиною меж зерен та можна викори-
стати адiабатичне наближення 𝜏ℎ𝑔

≫ 𝜏ℎ𝐷
. В рам-

ках останнього покладаємо в (5) 𝜏ℎ𝐷
𝜕ℎ𝐷/𝜕𝑡 = 0 й

визначаємо стохастичне диференцiальне рiвняння
(СДР) Ланжевена для випадкової змiнної ℎ𝑔 3:

𝜏ℎ𝑔 ℎ̇𝑔 = 𝐹 (ℎ𝑔) +
√︁
𝑁(ℎ𝑔) 𝜉(𝑡). (8)

2 У даному сенсi коефiцiєнт вiдображає процес взаємно-
го проникнення структурних дефектiв рiзних рiвнiв мiж
собою, що викликає самоорганiзоване вирiвнювання кон-
центрацiй дефектiв у всьому об’ємi.

3 Вважається, що кожнiй реалiзацiї 𝜉(𝑡) випадкового про-
цесу вiдповiдає формування ℎ𝑔(𝑡) нового випадкового
процесу (тобто густина МЗ набуває випадкового значе-
ння у будь-який момент часу 𝑡).
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Детермiнiстична сила 𝐹 (ℎ𝑔) та ефективна iнтен-
сивнiсть флуктуацiй

√︀
𝑁(ℎ𝑔) випадкової величини

формулюються таким чином [19]:

𝐹 (ℎ𝑔) ≡ 𝜙0𝑔 +
𝜙0𝐷𝜙𝑔𝐷

𝜙1D
+

+

(︃
𝜙2
𝑔𝐷

𝜙1D
− 2

𝜓𝑔𝐷𝜙0𝐷

𝜙1D
− 𝜙1𝑔

)︃
ℎ𝑔 +

+

(︂
𝜙2𝑔 − 3

𝜓𝑔𝐷𝜙𝑔𝐷

𝜙1D

)︂
ℎ2𝑔 +

(︃
2
𝜓2
𝑔𝐷

𝜙1D
− 𝜙3𝑔

)︃
ℎ3𝑔, (9)

𝑁(ℎ𝑔)≡
(𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ𝑔)

2

𝜙2
1D

𝑁𝐷 +𝑁𝑔. (10)

При доведеннi спiввiдношення (10), що вiдповiдає
мультиплiкативному шуму, враховано властивостi
дисперсiї гаусiвських незалежних випадкових ве-
личин [30]. Для уникнення непорозумiнь, вiдзна-
чимо, що безпосереднi перетворення приводять до
стохастичних доданкiв[︂
(𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ𝑔)

𝜙1D

√︀
𝑁𝐷 +

√︀
𝑁𝑔

]︂
𝜉(𝑡), (11)

квадрат амплiтуди яких вiдрiзняється вiд ефе-
ктивної iнтенсивностi шуму (10).

Для подальшого аналiзу рiвнянню Ланжеве-
на (8) потрiбно поставити у вiдповiднiсть визначе-
ну форму рiвняння Фоккера–Планка, яке описує
еволюцiю функцiї густини розподiлу 𝑝(ℎ𝑔, 𝑡) сто-
хастичних флуктуюючих змiнних (у даному ви-
падку параметра ℎ𝑔). Найчастiше для обчисле-
ння розв’язку використовують такi пiдходи: чи-
слення в iнтерпретацiї Iто (𝐼-форма), числення
Стратоновича (𝑆-форма) та кiнетична форма (𝐾-
форма) числення [30, 31]. У випадку Iто стохасти-
чнi процеси ℎ𝑔(𝑡) та 𝑑𝑊 (𝑡)4 задовольняють визна-
ченню марковостi та представляються статисти-
чно незалежними [32], оскiльки визначення iнте-
грала Iто вiдображає вiдсутнiсть кореляцiй мiж
випадковим процесом ℎ𝑔(𝑡) та випадковою силою
𝑊 (𝑡) в момент часу 𝑡. У загальному випадку фор-
ма Iто використовується для розв’язання систем
з дискретним часом, що зустрiчається переважно
у бiологiчних системах (наприклад, для моделi

4 Представлення вiнерiвського процесу для стохастичного
диференцiального рiвняння (20) [30], що є математичною
моделью броунiвського руху для випадкового коливання
з неперервним часом.

народження-смертностi живих органiзмiв) [28]. Iн-
тегрування рiвняння (8), використовуючи форму
Стратоновича, дозволяє автоматично врахувати
кореляцiї мiж випадковим процесом ℎ𝑔(𝑡) i випад-
ковою величиною 𝑊 (𝑡) на малих iнтервалах часу
за рахунок обчислення промiжних, центральних
точок на сiтцi iнтегрування√︃
𝑁

(︂
ℎ𝑔

(︂
𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1

2

)︂)︂
𝑑𝑊 (𝑡𝑖). (12)

Вказане вiдображає поведiнку реальних фiзичних
систем з неперервним часом та пам’яттю [1, 33,
34]). Таким чином, у представленому дослiдженнi
для опису процесу фрагментацiї полiкристалiчної
структури металу пiд дiєю IПД використовується
пiдхiд Стратоновича, що не показав якiсних змiн
у порiвняннi iз численням Iто.

Вiдповiдне рiвняння Фоккера–Планка записує-
ться таким чином [19]:

�̇�(ℎ𝑔, 𝑡) = − 𝜕

𝜕ℎ𝑔
𝐷(1)(ℎ𝑔)𝑝(ℎ𝑔, 𝑡)+

+
𝜕2

𝜕ℎ2𝑔
𝐷(2)(ℎ𝑔)𝑝(ℎ𝑔, 𝑡), (13)

де функцiї (або коефiцiєнти Крамерса–Мойа-
ла) [30]

𝐷(1)(ℎ𝑔) =
𝐹 (ℎ𝑔)

𝜏ℎ𝑔

+

√︃
𝑁(ℎ𝑔)

𝜏2ℎ𝑔

𝑑
√︁
𝑁(ℎ𝑔)/𝜏2ℎ𝑔

𝑑ℎ𝑔
, (14)

𝐷(2)(ℎ𝑔) =
𝑁(ℎ𝑔)

𝜏2ℎ𝑔

(15)

вiдiграють роль коефiцiєнтiв дрейфу та дифузiї.
Стацiонарнi розв’язки (густини розподiлу ймо-

вiрностi реалiзацiї станiв ℎ𝑔 при 𝜕𝑝(ℎ𝑔, 𝑡)/𝜕𝑡 = 0)
рiвнянь (8) та (13) мають вигляд

𝑝(ℎ𝑔) = 𝑍−1 exp(𝑈ef(ℎ𝑔)). (16)

Тут введено нормуючу константу 5

𝑍 =

+∞∫︁
0

exp(𝑈ef(ℎ̂𝑔))𝑑ℎ̂𝑔 (17)

5 Межi iнтегрування обмежуються фiзичною iнтерпретацi-
єю параметра ℎ𝑔 .
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Самоподiбний режим фрагментацiї металiв

та ефективний синергетичний потенцiал

𝑈ef(ℎ𝑔) = −1

2
ln(𝑁(ℎ𝑔)) + 𝜏ℎ𝑔

ℎ𝑔∫︁
0

𝐹 (ℎ̂𝑔)

𝑁(ℎ̂𝑔)
𝑑ℎ̂𝑔, (18)

який вiдображає ефективну енергiю системи та не
має фiзичного змiсту внутрiшньої енергiї.

Доведемо рiвняння для стацiонарних значень
густини МЗ ℎ𝑔, що визначається за допомо-
гою необхiдної умови iснування екстремумiв
(𝑑𝑝(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔 = 0) густини розподiлу (16) (чи
ефективного потенцiалу (18)). При цьому ма-
ксимуми ефективного синергетичного потенцiа-
лу вiдповiдають максимумам густини розподiлу,
що описують формування стiйких станiв (грани-
чних структур), а вiдповiдно мiнiмуми – нестiй-
ких реалiзацiй. Таким чином, умова стацiонарно-
стi приводить до виразу 𝑑𝑈ef(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔 ≡ 𝐹 (ℎ𝑔)−
− (2𝜏ℎ𝑔

)−1(𝑑𝑁(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔) = 0, перетворення якого
дозволяє одержати рiвняння, що визначає положе-
ння стацiонарних станiв [19](︃
2
𝜓2
𝑔𝐷

𝜙1D
− 𝜙3𝑔

)︃
ℎ3𝑔 +

(︂
𝜙2𝑔 − 3

𝜓𝑔𝐷𝜙𝑔𝐷

𝜙1D

)︂
ℎ2𝑔 +

+

(︃
𝜙2
𝑔𝐷

𝜙1D
− 2

𝜓𝑔𝐷𝜙0𝐷

𝜙1D
− 4

𝜓2
𝑔𝐷

𝜏ℎ𝑔
𝜙2
1D

𝑁𝐷 − 𝜙1𝑔

)︃
ℎ𝑔 +

+𝜙0𝑔 +
𝜙0𝐷𝜙𝑔𝐷

𝜙1D
+ 2

𝜓𝑔𝐷𝜙𝑔𝐷

𝜏ℎ𝑔
𝜙2
1D

𝑁𝐷 = 0. (19)

Видно, що положення екстремумiв ефективного
синергетичного потенцiалу (18), якi саме подають
режими фрагментацiї металу при IПД, не є фун-
кцiями iнтенсивностi шуму 𝑁𝑔.

Також вiдзначимо, що вираз (19), одержаний за
допомогою пiдходу Стратоновича, дещо вiдрiзня-
ється вiд аналогiчного в рамках числення Iто. До-
данки в останньому, якi враховують взаємодiю з
флуктуацiями 𝑁𝐷 (див. у дужках для лiнiйного
внеску за ℎ𝑔 та останнiй вiльний член), додатко-
во множаться на 2, на вiдмiну вiд представлено-
го випадку у (19). Таким чином, збiльшення iн-
тенсивностi флуктуацiй густини дислокацiй в два
рази 2𝑁𝐷 дозволяє отримати в рамках iнтерпре-
тацiї Стратоновича еквiвалентнi результати вiдно-
сно пiдходу Iто. Проте варто вiдзначити, що си-
нергетичний потенцiал (18) (вiдповiдно i густина
розподiлу 𝑝(ℎ𝑔) (16)) набуває iнший вид за ра-
хунок перенормування ефективної iнтенсивностi

шуму 𝑁(ℎ𝑔), оскiльки вiн вiдрiзняється вiд пiд-
ходу Iто лише у першому членi (наявнiсть кон-
станти 1/2). Константа приводить до перерозпо-
дiлу густини розподiлу ймовiрностi 𝑝(ℎ𝑔(𝑡)) стоха-
стичної змiнної ℎ𝑔, що очевидно сприяє видозмiнi
характеру поведiнки часових залежностей густи-
ни МЗ (тобто змiнюється iнтенсивнiсть флуктуа-
цiй параметра ℎ𝑔 довкола стацiонарних станiв си-
стеми), проте сформована стацiонарна морфологiя
матерiалу (гранична структура зi сталим значе-
нням ℎ𝑔) залишається незмiнною, незалежно вiд
вибору форми числення. В роботi [19] вивчались
стацiонарнi розв’язки ефективного синергетично-
го потенцiалу (18) та формування фазових дiа-
грам за допомогою числення Стратоновича. Такий
пiдхiд стохастичного iнтегрування використовує-
ться в данiй роботi, оскiльки її метою є вивчення
не тiльки формування стацiонарних СМК чи НК
структур, а й дослiдження особливостей еволюцiї
ℎ𝑔 пiд час IПД.

4. Процедура побудови
часових залежностей густин МЗ

Для дослiдження кiнетики густини МЗ ℎ𝑔 з ура-
хуванням флуктуацiй основних параметрiв 𝑁𝐷, 𝑔

запишемо рiвняння Ланжевена з мультиплiкатив-
ним шумом у стохастичнiй диференцiальнiй фор-
мi. Для цього помножимо рiвняння (8) на 𝑑𝑡, у ре-
зультатi одержимо

𝜏ℎ𝑔
𝑑ℎ𝑔 = 𝐹 (ℎ𝑔)𝑑𝑡+

√︁
𝑁(ℎ𝑔) 𝑑𝑊 (𝑡), (20)

де 𝑑𝑊 (𝑡) =𝑊 (𝑡+𝑑𝑡)−𝑊 (𝑡) ≡ 𝜉(𝑡)𝑑𝑡 – вiнерiвський
процес, який має властивостi бiлого шуму [28, 30,
32]

⟨𝑑𝑊 (𝑡)⟩ = 0, ⟨(𝑑𝑊 (𝑡))2⟩ = 2𝑑𝑡. (21)

При цьому шум визначається як похiдна вiд вiне-
рiвського процесу 𝜉(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡)/𝑑𝑡.

Нагадаємо, що розподiл випадкових блукань 𝜉(𝑡)
за їх значеннями 𝜉 є нормальним (гаусiвським)
розподiлом [30]:

𝑃 (𝜉) =
1

𝜎
√
2𝜋

exp

{︂
− (𝜉 − 𝜇)2

2𝜎2

}︂
, (22)

де перший та другий моменти стохастичного дже-
рела визначаються як

𝜇 ≡ ⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0, 𝜎2 ≡ ⟨𝜉2(𝑡)⟩ = 2𝛿(0) = 2.
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Варто зазначити, що в рамках дослiджуваного
випадку гаусiвський бiлий шум розглядається як
границя реального фiзичного шуму з кiнцевою iн-
тенсивнiстю джерела.

Перепишемо рiвняння (20) у бiльш загальному
виглядi:

𝑑ℎ𝑔 = 𝐷(1)(ℎ𝑔)𝑑𝑡+
√︁
𝐷(2)(ℎ𝑔) 𝑑𝑊 (𝑡). (23)

Таким чином, у рамках пiдходу Стратоновича (𝑆-
форма) дифузiйний процес визначається коефiцi-
єнтами дрейфу 𝐷(1)(ℎ𝑔) (14) та дифузiї 𝐷(2)(ℎ𝑔)
(15) [30].

Зазначимо, що форми числення Стратоновича
та Iто пов’язанi мiж собою та дозволяють здiй-
снити взаємне перетворення [28, 32]. Якщо поча-
ткове СДР (20) задано в iнтерпретацiї Страто-
новича, то, враховуючи властивостi (21), можна
завжди перейти до еквiвалентного СДР в рамках
iнтерпретацiї Iто 6 за рахунок вiднiмання виразу
𝑔(ℎ𝑔)𝑑𝑔(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔, де 𝑔(ℎ𝑔) =

√︁
𝑁(ℎ𝑔)/𝜏2ℎ𝑔

, вiд ви-
значення коефiцiєнта дрейфу (14). У свою чергу,
зворотний перехiд здiйснюється за рахунок дода-
вання 𝑔(ℎ𝑔)𝑑𝑔(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔. Таким чином, початкова
та еквiвалентна форма СДР будуть мати єдиний
розв’язок.

Залежно вiд вибору форми iнтерпретацiї коефi-
цiєнтiв (14), (15) СДР Ланжевена (23) буде вiдрi-
знятись за видом та мати рiзний фiзичний сенс.
Очевидно, що СДР у формi Стратоновича визна-
чає дифузiйний процес з переносом, оскiльки дру-
гий доданок у визначеннi коефiцiєнта дрейфу (14)
𝑔(ℎ𝑔)𝑑𝑔(ℎ𝑔)/𝑑ℎ𝑔, породжує iндукований шумом пе-
рехiд. У лiтературi цей доданок бiльш вiдомий за
назвою “хибного” переносу, оскiльки вiн не входить
до вихiдного феноменологiчного рiвняння (8) (чи
СДР (20)) [28,30]. Проте вiдомо, що вiн приводить
лише до фiзичних наслiдкiв, оскiльки моделює ре-
альнi системи з середовищем, що здiйснює швидкi
флуктуацiї (тобто враховує кореляцiю мiж випад-
ковим середовищем та системою).

Варто вiдзначити, що у випадку дiї на кiнети-
ку системи адитивного шуму, тобто при 𝑁(ℎ𝑔) =

6 В подальшому, для однозначного сприймання, фор-
ма числення СДР, що визначається видом коефiцiєн-
тiв (14), (15), трактується у вiдповiдностi до початкової
iнтерпретацiї незалежно вiд представлення стохастичних
процесiв.

= const у рiвняннi (20), не iснує принципової рi-
зницi мiж системами числення Iто та Стратонови-
ча. Однак, у випадку дiї мультиплiкативного шу-
му, тобто при 𝑁(ℎ𝑔) ̸= const, коли вплив випадко-
вої сили залежить вiд стану системи, кореляцiя,
закладена у iнтегралi Стратоновича, приводить
до систематичного внеску в еволюцiю випадкового
процесу ℎ𝑔(𝑡). Отже, СДР у формi Стратоновича
найбiльш доцiльно використовувати для опису ре-
альної фiзичної ситуацiї, що пов’язана зi швидкою
змiною середовища [28, 30]. Проте, варто зазначи-
ти, що не iснує об’єктивних причин, за яких слiдує
надавати однозначну перевагу певнiй iнтерпрета-
цiї СДР, у будь-якому випадку вирiшальним кри-
терiєм правильностi вибору є вiдповiднiсть аналi-
тично знайдених результатiв до експерименталь-
них даних.

Зокрема, пiдтвердження коректностi теорети-
чного дослiдження поведiнки основних змiнних
фiзичної системи (у даному випадку ℎ𝑔) зазвичай
вiдбувається шляхом порiвняння результатiв чи-
слового моделювання декiлькох форм СДР. Незва-
жаючи на широкий спектр iснуючих форм числе-
ння, найбiльш виправданими вважають саме пiд-
хiд Стратоновича з урахуванням визначення ди-
фузiйного процесу та форму Iто. Числовий розв’я-
зок спiввiдношення (23) знаходиться за допомо-
гою методу Ейлера [20, 22]. Застосовуючи дискре-
тне наближення диференцiала випадкової величи-
ни 𝑑𝑊 (𝑡) =

√
△𝑡𝑊𝑖, отримуємо звичайну iтерацiй-

ну процедуру для iнтегрування (розв’язання) рiв-
няння (23)

ℎ𝑔𝑖+1 = ℎ𝑔𝑖 +𝐷(1)(ℎ𝑔𝑖)△𝑡+
√︁
𝐷(2)(ℎ𝑔𝑖)△𝑡𝑊𝑖. (24)

Використовуючи коефiцiєнти (14), (15) та вира-
зи (9), (10), обчислимо часову залежнiсть густини
МЗ ℎ𝑔. Зокрема, у випадку числення Стратонови-
ча iтерацiйна процедура має явний вигляд:

ℎ𝑔𝑖+1 = ℎ𝑔𝑖 +

+

[︃
𝐹 (ℎ𝑔𝑖)

𝜏ℎ𝑔

+ 2

(︀
2𝜓2

𝑔𝐷ℎ𝑔𝑖 + 𝜙𝑔𝐷𝜓𝑔𝐷

)︀
𝜏2ℎ𝑔

𝜙2
1D

𝑁𝐷

]︃
△𝑡+

+

√︃
𝑁(ℎ𝑔𝑖)

𝜏2ℎ𝑔

△𝑡 𝑊𝑖. (25)

Розв’язок СДР (23) знаходимо на часовому про-
мiжку 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] для визначеної кiлькостi iтера-
цiй 𝑁 (кiлькостi точок на часовiй залежностi).
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Вiдповiдно прирiст часу визначається за виразом
△𝑡 = 𝑇/𝑁 . Сила 𝑊𝑖 має такi характеристики:

⟨𝑊𝑖⟩ = 0, ⟨𝑊𝑖𝑊𝑖′⟩ = 0, ⟨𝑊 2
𝑖 ⟩ = 2, (26)

що вiдповiдають моментам бiлого шуму (21).
Моделювання випадкової сили, що вiдповiдає

властивостям бiлого шуму, проводиться за допо-
могою моделi Бокса–Мюллера [35]:

𝑊𝑖 = 𝜎
√︀
−2 ln 𝑟1 cos(2𝜋𝑟2), 𝑟𝑛 ∈ (0, 1], (27)

де, згiдно з другим моментом у (26), дисперсiя
𝜎 =

√
2, а 𝑊𝑖 – абсолютно випадкове число, яке

має властивостi (26) та (22). Псевдо-випадковi чи-
сла 𝑟1 та 𝑟2 мають рiвномiрний розподiл та повто-
рюються через певний перiод.

5. Самоподiбний режим фрагментацiї

Визначимо умови формування самоподiбної пове-
дiнки у запропонованiй дводефектнiй системi, що
задається шляхом диференцiювання багатовимiр-
ного термодинамiчного потенцiалу (1) (або густи-
ни ефективної внутрiшньої енергiї). При цьому
однорiдна функцiя розподiлу, що характерна для
самоподiбних систем, визначається залежнiстю:

𝑃𝑞(𝑦) = 𝑦−𝑞Π(ℎ𝑔), 𝑦 = ℎ𝑔ℎ
𝑠
𝑔, (28)

де 𝑞 – порядок однорiдностi або показник розпо-
дiлу [9], що визначає кут нахилу лiнiйної дiлянки.
Вiдзначимо, що показник степенi може визначати-
ся як цiлими значеннями, так i дробовими. Зокре-
ма, режим самоорганiзованої критичностi форму-
ється при степенi 2𝑞 = 1.5 [36]. Проведемо аналiз
стацiонарної густини розподiлу ℎ𝑔 (16), що визна-
чається ефективним синергетичним потенцiалом
(18). При виконаннi умови 𝑁𝑔 ≫ 𝑁𝐷, поклавши
𝑁𝐷 = 0, ефективна iнтенсивнiсть шуму набуває
значення: 𝑁(ℎ𝑔) ≡ 𝑁𝑔 (див. визначення (10)). Вiд-
повiдно густина розподiлу визначається спiввiдно-
шенням

𝑝(ℎ𝑔) = 𝑍−1𝑁−1/2
𝑔 exp

⎛⎜⎝𝜏ℎ𝑔

𝑁𝑔

ℎ𝑔∫︁
0

𝐹 (ℎ̂𝑔)𝑑ℎ̂𝑔

⎞⎟⎠. (29)

Очевидно, що спiввiдношення (29) суттєво вiдрi-
зняється вiд однорiдної функцiї (28).

Флуктуацiї густини дислокацiй за умови

𝑁𝐷 ≫ 𝑁𝑔 (30)

дозволяють отримати при пiдстановцi 𝑁𝑔 = 0 до
(10) ефективний синергетичний потенцiал вигляду

𝑈ef(ℎ𝑔) = ln

(︃
(𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ𝑔)

2

𝜙2
1D

𝑁𝐷

)︃−1/2

+

+ 𝜏ℎ𝑔
𝑁−1

𝐷 𝜙2
1D

ℎ𝑔∫︁
0

𝐹 (ℎ̂𝑔)(︁
𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ̂𝑔

)︁2 𝑑ℎ̂𝑔. (31)

У свою чергу, густина розподiлу набуває вигляду

𝑝(ℎ𝑔) = 𝑍−1 (𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ𝑔)
−1
𝜙1D𝑁

−1/2
𝐷 ×

× exp

⎛⎜⎝𝜏ℎ𝑔𝜙
2
1D

𝑁𝐷

∫︁ ℎ𝑔

0

𝐹 (ℎ̂𝑔)(︁
𝜙𝑔𝐷 − 2𝜓𝑔𝐷ℎ̂𝑔

)︁2 𝑑ℎ̂𝑔
⎞⎟⎠. (32)

Очевидно, що отриманий розподiл характеризу-
ється степеневою асимптотикою 𝑝(ℎ𝑔) ∝ ℎ−1

𝑔 при
𝜙𝑔𝐷 → 0 та у визначенiй областi 0 < ℎ𝑔 ≤ ℎmax

𝑔 ,
при цьому (32) зводиться до канонiчного вигля-
ду (28):

𝑃𝑞(𝑦) = 𝑦−1Π(ℎ𝑔), 𝑦 = ℎ𝑔ℎ
𝑠
𝑔, (33)

де функцiя Π(ℎ𝑔) визначається

Π(ℎ𝑔) = 𝑍−1(−2)−1𝜓−1
𝑔𝐷 𝜙1D 𝑁

−1/2
𝐷 ×

× exp

⎛⎜⎝𝜏ℎ𝑔𝜙
2
1D

𝑁𝐷

ℎ𝑔∫︁
0

𝐹 (ℎ̂𝑔)

4𝜓2
𝑔𝐷ℎ̂

2
𝑔

𝑑ℎ̂𝑔

⎞⎟⎠. (34)

Таким чином, розподiл (33) буде однорiдним у то-
му випадку, коли функцiя Π(ℎ𝑔) (34) набуває по-
стiйного значення (тобто Π(ℎ𝑔) є константою). Ви-
значимо умови формування самоподiбного розпо-
дiлу. Для цього проаналiзуємо пiдiнтегральний ви-
раз в (34)

𝐼 =
𝜏ℎ𝑔

𝜙2
1D

𝑁𝐷

[︃
𝜙0𝑔

4𝜓2
𝑔𝐷ℎ

2
𝑔

−

(︃
𝜙0𝐷

2𝜙1D𝜓𝑔𝐷
+

𝜙1𝑔

4𝜓2
𝑔𝐷

)︃
1

ℎ𝑔
+

+
𝜙2𝑔

4𝜓2
𝑔𝐷

+

(︃
1

2𝜙1D
− 𝜙3𝑔

4𝜓2
𝑔𝐷

)︃
ℎ𝑔

]︃
. (35)

З одержаного результату видно, що внесок першо-
го та другого доданкiв зменшується з пiдвищен-
ням ℎ𝑔, третiй доданок дає слабкий внесок при
𝜙2𝑔 ≈ 0 Дж. Зокрема, вплив цих доданкiв можна

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 6 489



О.В. Хоменко

0 5

20

16

12

8

4

0

Рис. 1. Пiдiнтегральна функцiя (35), що побудована при
деформацiї 𝜀𝑖𝑖 = −0,1 % та 𝐼2 = 10−4 %. Кривi 1–3 вiдпо-
вiдають значенням 𝑁𝐷 = (2, 10, 100) Дж2 · с · м−2

Рис. 2. Функцiя розподiлу (33) при параметрах 𝜙𝑔𝐷 = 0,
𝜀𝑖𝑖 = −0,1 % та 𝐼2 = 10−4 %. Кривi 1–3 вiдповiдають зна-
ченням 𝑁𝑔 = 0 та 𝑁𝐷 = (2, 10, 100) Дж2 · с · м−2

суттєво зменшити при збiльшеннi значення пара-
метра 𝜓𝑔𝐷. Проте четвертий доданок зi збiльшен-
ням густини МЗ ℎ𝑔 дає вагомий внесок у функцiю
розподiлу (33), оскiльки приводить до змiни тен-
денцiї розподiлу: вiдбувається перехiд вiд степене-
вої залежностi до експоненцiальної. З огляду на
це, степеневий розподiл буде реалiзуватися тiльки
при 𝜙1D ≪ 1 Дж ·м або 𝑁𝐷 ≫ 1 Дж2 · с · м−2 i в
обмеженому дiапазонi за значеннями густини МЗ
0 < ℎ𝑔 ≤ ℎmax

𝑔 . Безпосередньо фiзичний змiст за-

значених умов самоподiбностi бiльш зрозумiлий з
виразу (10), оскiльки за таких умов зростає ефе-
ктивна iнтенсивнiсть шуму та, вiдповiдно, збiль-
шується розкид густин МЗ ℎ𝑔 за їх величиною.
Проте, варто вiдзначити, що параметр порядку ℎ𝑔
не може набувати нескiнченно великих значень,
оскiльки з фiзичної точки зору фрагментований
металевий зразок за таких умов буде вiдповiда-
ти аморфнiй структурi, що практично неможливо
отримати шляхом застосування самих лише вiдо-
мих методiв IПД. Таким чином, тiльки в обмеже-
ному дiапазонi формується квазiфрактальна стру-
ктура з характерними розмiрами зерен. При ве-
ликiй густинi МЗ ℎ𝑔 розподiл швидко спадає, ста-
ючи експоненцiальним, та вважається, що бiльш
дрiбнi зерна у комiрчастiй структурi металу не
утворюються.

На рис. 1 побудовано пiдiнтегральну залежнiсть,
що представлено спiввiдношенням (35). Згiдно з
рисунком iнтеграл у виразi (33) набуває наймен-
ших значень при ℎ𝑔 < 1010 м−1. З перевищенням
цiєї величини, внесок функцiї Π(ℎ𝑔) (34) у розпо-
дiлi починає поступово зростати. Вiдповiдно iнте-
грал дає основний внесок у результуючий розподiл
(33), що супроводжується експоненцiальним спа-
данням (див. рис. 2). Таким чином, необхiдна умо-
ва самоподiбностi полягає у степеневому видi фун-
кцiї розподiлу, оскiльки швидкiсть спадання такої
залежностi набагато менша, у порiвняннi з експо-
ненцiальною. Отже, степеневий розподiл, що хара-
ктерний для самоподiбної поведiнки, дiйсно iснує в
обмеженому дiапазонi значень густини МЗ. З пере-
вищенням ℎ𝑔 деякого критичного значення ℎmax

𝑔 ,
самоподiбнi властивостi у системi зникають. За-
значимо, що розподiл (33), отриманий в рамках чи-
слення Стратоновича. У випадку Iто показник сте-
пенi розподiлу набуває значення −2, проте, як вiд-
мiчалось ранiше, вибiр числення має лише кiлькi-
сний вплив на поведiнку системи, що проявляється
у перенормуваннi iнтенсивностей шумiв 𝑁𝐷 та 𝑁𝑔.

Вiдзначимо, що при виконаннi необхiдних умов
самоподiбної поведiнки 𝜙𝑔𝐷 = 0 Дж та 𝜙1D ≪
≪ 1 Дж ·м або 𝑁𝐷 ≫ 1 Дж2 · с ·м−2 фазова дi-
аграма, що визначає режими фрагментацiї [19],
втрачає сенс. Це випливає з того, що при тако-
му спiввiдношеннi параметрiв вагомими залиша-
ються тiльки доданки, якi враховують взаємодiю
з флуктуацiями 𝑁𝐷 (див. у дужках для лiнiйного
внеску за ℎ𝑔 та останнiй вiльний член у рiвнян-
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нi (19)). При цьому згiдно з (33) при ℎ𝑔 = 0 м−1

розподiл розбiгається, оскiльки iнтеграл у функцiї
Π(ℎ𝑔) (34) не дає внесок. Зi збiльшенням ℎ𝑔 розпо-
дiл залишається степеневим до тих пiр, доки вне-
сок останнього доданку в (35) не стане вагомим та
розподiл (33) набуде форми експоненцiально спа-
дної залежностi. Таким чином, у вибраному дiапа-
зонi система має єдиний максимум функцiї розпо-
дiлу в точцi ℎ𝑔 ≈ 0 м−1, далi до ℎ𝑔 = ℎmax

𝑔 розподiл
є степеневим та при ℎ𝑔 > ℎmax

𝑔 починає експонен-
цiально спадати (див. рис. 2). При цьому ймовiр-
нiсть формування густини МЗ ℎ𝑔 > ℎmax

𝑔 набуває
малих, проте можливих значень.

Розглянемо залежностi 𝑃 (ℎ𝑔) (33), що наведе-
но на рис. 2. Вiдзначимо, що одержанi результа-
ти є чисельно нормованi на встановленому дiапа-
зонi значень за ℎ𝑔. В загальному випадку, роз-
рахунок аналiтичної нормуючої константи немо-
жливий, оскiльки розподiл при ℎ𝑔 = 0 м−1 роз-
бiгається. Всi кривi на рис. 2 вiдображенi в ло-
гарифмiчних координатах, що дозволяє спостерi-
гати формування при ℎ𝑔 < 1010 м−1 степеневої
залежностi та вiдповiдно реалiзацiю самоподiбно-
го режиму. Як бачимо, значення ℎ𝑔 ≈ 1010 м−1,
що визначається з рис. 1, вiдповiдає представле-
ним залежностям, хоча вiзуально сам розподiл ще
деякий час зберiгає тенденцiю. Видно, що з пiд-
вищенням iнтенсивностi шуму 𝑁𝐷 збiльшується
дiапазон значень густини МЗ, на якому функцiя
розподiлу 𝑃 (ℎ𝑔) набуває однорiдного характеру
(див. вставку). Зокрема, кут нахилу лiнiйних дi-
лянок, незалежно вiд шумових параметрiв моде-
лi, має стале значення. Отже, при виконаннi умо-
ви (30) встановлюється самоподiбна поведiнка, що
визначається вiдсутнiстю характерного масштабу
густини МЗ в областi ℎ𝑔 < 1010 м−1. Проте, для
отримання статистичних характеристик часових
залежностей ℎ𝑔 потрiбно провести бiльш детальне
дослiдження: мультифрактальний флуктуацiйний
аналiз [37].

Переконаємося в лiнiйностi дiлянок у встановле-
них межах 0 < ℎ𝑔 ≤ 1010 м−1, що зображено вiдпо-
вiдними кривими на рис. 2. Для цього проведемо
кореляцiйний аналiз [35, 38]. Таким чином, засто-
совуючи у дiапазонi значень 10−5 ≤ ℎ𝑔 ≤ 1010 м−1

метод найменших квадратiв, одержуємо рiвняння
регресiї:

lg(𝑃 (ℎ𝑔)) = 𝐴 lg(ℎ𝑔) +𝐵. (36)

Якiсть регресiйної моделi визначається стандар-
тним чином за допомогою коефiцiєнта детермiна-
цiї 𝑅2, який обчислюється таким чином:

𝑅2 = 1−
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2∑︀𝑛
𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2

, (37)

де 𝑦 ≡ lg(𝑃 (ℎ𝑔)) та 𝑦 – значення, що вiдповiдають
рiвнянню (36), 𝑦 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖/𝑛 – середнє значен-

ня, величини 𝑦𝑖 одержується з виразу (33). Кiль-
кiсть точок для наведеного дiапазону 10−5 ≤ ℎ𝑔 ≤
≤ 1010 м−1 становить 𝑛 = 105.

Значення коефiцiєнтiв 𝐴, 𝐵 та 𝑅2 для кожного
випадку наведено у табл. 2. Бачимо, що одержа-
нi значення коефiцiєнта 𝐴 для кривих на рис. 2
становлять 𝐴 ≈ −1, що узгоджується зi степе-
невим виглядом виразу (28) при цiлому значеннi
показника степенi 𝑞 = 1. Вiдповiднi коефiцiєнти
кореляцiї 𝑅2 (37), що також наведено у табл. 2,
демонструють високу кореляцiю рiвняння регре-
сiї (36) i виразу (33) на вiдповiдних лiнiйних дi-
лянках. Таким чином, розподiл (33) дiйсно є степе-
невим. Крiм того, як вже зазначалось, збiльшення
iнтенсивностi шуму 𝑁𝐷 збiльшує протяжнiсть лi-
нiйних дiлянок за значеннями ℎ𝑔 (див. межi лiнiй-
них дiлянок, що позначенi пунктирними лiнiями
на вставцi). Отже, граничний розмiр зерен у квазi-
фрактальнiй металевiй структурi, що формується
пiд час IПД, за встановлених умов буде постiйно
зменшуватися.

На рис. 3 наведено часовi залежностi ℎ𝑔, якi вiд-
повiдають параметрам кривих 1–3 на рис. 2 та
побудованi за методом, що викладено в розд. 4.
Еволюцiю значень густини МЗ наведено у логари-
фмiчному масштабi, що дозволяє продемонстру-
вати в деякому обмеженому дiапазонi самоподi-
бну поведiнку параметра порядку системи. Зокре-
ма, очевидно, що зазначена поведiнка проявляє-
ться за рахунок рiзкого збiльшення параметра ℎ𝑔

Таблиця 2. Значення параметрiв лiнiйної
регресiї (36) та вiдповiднi коефiцiєнти детермiнацiї
(37) для кривих, що наведено на рис. 2

Номер
кривої 𝐴 𝐵 𝑅2

1 −1,032 −2,533 0,9992

2 −1,006 −4,087 0,9995

3 −1,001 −5,407 0,9995
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Рис. 3. Часовi залежностi ℎ𝑔 , що вiдповiдають параметрам
рис. 2: а – 𝑁𝐷 = 2 Дж2 · с · м−2; б – 𝑁𝐷 = 10 Дж2 · с · м−2;
в – 𝑁𝐷 = 100 Дж2 · с · м−2

на рiзних масштабах. З одержаних результатiв ви-
дно, що збiльшення iнтенсивностi флуктуацiй гу-
стини дислокацiй 𝑁𝐷 приводить до реалiзацiї са-
моподiбної поведiнки на бiльшому дiапазонi мас-
штабiв, що пiдтверджується протяжнiстю степене-
вого розподiлу на рис. 2. Пунктирнi кривi вiдпо-
вiдають гранично-допустимим максимальним зна-
ченням ℎ𝑔, нижче яких спостерiгається самоподi-
бнiсть (див. вставку на рис. 2). Крiм того, аналiз
часових залежностей демонструє, що степеневий
вид функцiї розподiлу 𝑃 (ℎ𝑔) (33) обмежується не
тiльки максимальним, а i мiнiмальним значенням
для густини МЗ, що зменшується при збiльшеннi
iнтенсивностi шуму 𝑁𝐷.

Отже, самоподiбний характер еволюцiї метале-
вої структури реалiзується за рахунок активацiї
рiзного роду самоорганiзованих процесiв, що ви-
никають у результатi впливу шумiв основних па-
раметрiв. Вiдомо, що саме взаємодiя структурних
дефектiв мiж собою та дефектами iнших стру-
ктурних рiвнiв, у данному випадку МЗ з дисло-
кацiями, iншими межами та структурними нео-
днорiдностями (структурними дефектами iнших
рiвнiв, тепловими флуктуацiями, фазами речови-
ни, домiшками, вакансiями тощо), приводить до
прояву внутрiшнiх флуктуацiй та змiни розорi-
єнтування зернистої структури металевого зразка
[1, 27, 29, 39, 40]). При цьому сформована грани-
чна структура мiстить кристалiти, що мають спе-
цифiчну будову, та якi, у свою чергу, за результа-
тами рентгенiвських дослiджень, фрагментуються
на окремi областi когерентного розсiяння (комiр-
ки, субзерна) [1, 41–43].

6. Висновки

На основi нерiвноважної еволюцiйної термодина-
мiки дослiджено процес фрагментацiї металевої
структури пiд впливом IПД, що дає цiлiсну карти-
ну основних режимiв звичайної та iнтенсивної пла-
стичностi. Моделювання процесiв дефектоутворе-
ння проведено в рамках дводефектної моделi з
урахуванням шуму. В ролi основних структурних
дефектiв розглядаються МЗ та дислокацiї, оскiль-
ки останнi вiдiграють вагому роль у формуван-
нi дрiбнозернистої структури та межi пластичної
течiї. Модифiкацiя степеневого розвинення для
густини внутрiшньої енергiї дозволила бiльш то-
чно описати самоузгоджену поведiнку структур-
них дефектiв у процесi формування граничних

492 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 6



Самоподiбний режим фрагментацiї металiв

СМК чи НК структур. Вважається, що флуктуацiї
основних параметрiв вiдображають стохастичну
взаємодiю з iншими, неврахованими, структурни-
ми неоднорiдностями (фазами речовини, домiшка-
ми, включеннями, вакансiями, структурними де-
фектами iнших рiвнiв, тепловими флуктуацiями
тощо), якi завжди присутнi при розглядi реальної
металевої структури. Саме результат таких взає-
модiй у процесi обробки IПД визначає конкурен-
тну боротьбу та переходи мiж рiзними структур-
ними станами (фазами).

Показано, що адитивний шум нижнього рiвня
проявляє мультиплiкативний характер на верхньо-
му, макроскопiчному рiвнi, що власне приводить
до нерiвноважних переходiв та формування нових
станiв системи. Проведено порiвняння розрахункiв
у формi Iто та Стратоновича. Зокрема, змiна чи-
слення сприяє лише перенормуванню густини ймо-
вiрностi розподiлу стохастичної змiнної (реалiза-
цiй густини МЗ), що проявляється тiльки у хара-
ктерi поведiнки часових залежностей для густини
МЗ за рахунок змiни її iнтенсивностi флуктуацiй
довкола стiйких конфiгурацiй, та не приводить до
змiни її стацiонарних значень. Виявлено, що при
данiй постановцi проблеми саме пiдхiд Стратоно-
вича дозволяє вiдобразити реальний процес фра-
гментацiї, оскiльки враховує швидкi змiни середо-
вища та враховує передiсторiю розвитку кристалi-
чної структури.

Проведено дослiдження умов формування само-
подiбних структур. Встановлено, що за визначе-
них умов спостерiгається реалiзацiя самоподiбної
поведiнки у фрагментованому металевому зраз-
ку. Виявлено, що в обмеженому дiапазонi значень
параметра порядку (ℎ𝑔 ∼ 10−5–1010 м−1) функцiя
розподiлу густини МЗ набуває степеневого ви-
ду. Зокрема, збiльшення iнтенсивностi флуктуацiй
стохастичного джерела приводить до збiльшення
протяжностi степеневого розподiлу, у результатi
чого у металi чи сплавi формується квазiфрак-
тальна структура на бiльшому дiапазонi масшта-
бiв за значеннями ℎ𝑔. При цьому граничний розмiр
зерен за визначених умов постiйно зменшується.
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SELF-SIMILAR MODE OF METALS
FRAGMENTATION UNDER SEVERE
PLASTIC DEFORMATION

S u m m a r y

In the framework of nonequilibrium evolution thermodynam-

ics, the influence of additive fluctuations on the kinetics of

structural defects under severe plastic deformation has been

studied. The applied method is a new one for the description of

fragmentation modes and corresponding self-organization pro-

cesses. It is found that a fragmented metallic specimen demon-

strates a self-similar behavior, which results in the formation

of a grain structure with various grain sizes. Such a behav-

ior takes place provided that the probability distribution for

the grain boundary density has a power-law dependence. A

comparison of the results obtained in the Itô and Stratonovich

forms demonstrates the absence of qualitative changes in the

behavior of the system.
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