
ЗАГАЛЬНА ФIЗИКА

460 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 6

О.О. ЄРЕМКО,1 Л.С. БРИЖИК,1 В.М. ЛОКТЄВ 1, 2

1 Iнститут теоретичної фiзики iм. М.М. Боголюбова НАН України
(Вул. Метрологiчна, 14-б, Київ 03143)

2 Нацiональний технiчний унiверситет України “КПI iм. Iгоря Сiкорського”
(Просп. Перемоги, 37, Київ 03056)

УЗАГАЛЬНЕНА СПIН-ОРБIТАЛЬНА
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В рамках квантової теорiї поля Дiрака, що описує електрони i позитрони як елемен-
тарнi збудження спiнорного поля, переходом до нерелятивiстського наближення в опе-
раторi Гамiльтона спiнорного поля з урахуванням наявностi зовнiшнього потенцiалу
знайдено узагальнений оператор спiн-орбiтальної взаємодiї. Показано, що цей оператор
мiстить окрiм вiдомих доданкiв також новий внесок. На прикладi модельного потенцi-
алу у виглядi квантової ями показано, що рiвняння Шредiнгера з таким узагальненим
оператором спiн-орбiтальної взаємодiї описує всi спiновi стани, одержанi з самого рiв-
няння Дiрака. Дослiджено залежнiсть спiн-орбiтальної взаємодiї вiд спiнового стану у
квазiдвовимiрних локалiзованих в площинi квантової ями електронних системах. По-
казано, що електричний струм у шарi квантової ями iндукує спiнову поляризацiю носiїв
поблизу граничних поверхонь шару з протилежною поляризацiєю на протилежних по-
верхнях, що цiлком зумовлено дiєю узагальненої спiн-орбiтальної взаємодiї i вiдомо як
спiновий ефект Холла, що i спостерiгалося експериментально у структурах з подiбною
геометрiєю.
Ключ о в i с л о в а: спiн-орбiтальна взаємодiя, рiвняння Дiрака, рiвняння Шредiнгера,
2D електронний газ, квантова яма, спiновий ефект Холла.

1. Вступ

Вважається загально визнаним, що як природа,
так i величина спiн-орбiтальної взаємодiї (СОВ),
що виникає в рiзних електронних системах, добре
вiдомi та глибоко вивченi [1, 2]. В принципi, така
точка зору заперечень не викликає, i можна ствер-
джувати, що СОВ має виключно релятивiстське
походження. СОВ була введена в рiвняння Шре-
дiнгера (РШ) на основi деяких емпiричних (фа-
ктично класичних) мiркувань i вiдома як поправ-
ка Томаса [3] 1. Оскiльки ефект СОВ є суто ре-
лятивiстським, то тiльки теорiя Дiрака може да-
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ти вичерпний його опис. Зазвичай вiдомi реляти-
вiстськi поправки в РШ, одна з яких i одержа-
ла назву оператора СОВ, знаходяться нереляти-
вiстським граничним переходом у рiвняннi Дiра-
ка (РД), або методом наближеного перетворення
Фолдi–Вутхайзена гамiльтонiана Дiрака за малим
параметром 𝑣/𝑐, в якому 𝑣 – характерна швидкiсть
частинок, а 𝑐 – швидкiсть свiтла.

Незважаючи на зазначене, у роботах авторiв
[5, 6] була зроблена спроба отримати вигляд опе-
ратора СОВ, спираючись на безпосереднiй розв’я-

1 Доречно, мабуть, нагадати, що ця поправка незалежно та
одночасно була виписана також Я.I. Френкелем [4], тому
справедливо називати її поправкою Томаса–Френкеля.
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зок РД, в якому зовнiшнiй потенцiал враховується
з самого початку. При цьому було також прийнято
до уваги, що iснує декiлька операторiв – так зва-
них спiнових iнварiантiв, якi комутують з РД, але
не комутують один з одним. З цього, у свою чергу,
випливає, що шуканi розв’язки РД (навiть отри-
манi в рамках теорiї збурень за тим самим малим
параметром) можуть бути рiзними. Iншими слова-
ми, це означає, що РД має не один розв’язок, а
отже, можливе iснування iнших поправок до РШ.
I дiйсно, виявилося, що можна знайти вiдповiд-
нi фiзичнi розв’язки, або власнi функцiї та власнi
значення, якi рiзним чином проявляють себе за рi-
зних обставин, тобто в залежностi вiд вигляду та
форми потенцiалу, геометрiї системи тощо. Проте
знайденi у цих роботах власнi значення та власнi
функцiї не вирiшують задачу остаточно, оскiльки
виникає проблема встановлення вигляду вiдповiд-
них поправок, або оператора СОВ в РШ, з ура-
хуванням спiнових iнварiантiв, яким цi розв’язки
вiдповiдають.

Саме цiй метi i присвячена дана робота, в якiй
ми спираємось на квантову теорiю поля Дiрака,
що описує електрони i позитрони як елементарнi
збудження спiнорного поля. Переходом до нереля-
тивiстського наближення в операторi Гамiльтона
спiнорного поля з урахуванням наявностi зовнi-
шнього потенцiалу вдається знайти узагальнений
оператор СОВ. На прикладi модельного потенцi-
алу у виглядi квантової ями (КЯ) показано, що
РШ з узагальненим оператором СОВ описує всi
спiновi стани, одержанi з самого РД [5, 6]. Дослi-
джено залежнiсть СОВ вiд спiнового стану у ква-
зiдвовимiрних (2D) локалiзованих в площинi КЯ
електронних системах. Нагадаємо, що врахування
СОВ та вивчення її наслiдкiв у низьковимiрних си-
стемах (наприклад, рiзноманiтних гетерострукту-
рах) є актуальною задачею сучасної теоретичної
та прикладної фiзики твердого тiла.

2. Гамiльтонiан частинок
у зовнiшнiх полях

У квантовiй теорiї поля оператор Гамiльтона спi-
норного поля Дiрака має вигляд iнтеграла [7, 8]:

H =

∫︁
ℋ𝑑r =

∫︁
Ψ†(r, 𝑡)�̂�𝐷Ψ(r, 𝑡)𝑑r, (1)

де iнтегрування здiйснюється за всiм об’ємом, а чо-
тирикомпонентна функцiя Ψ(r, 𝑡) = (𝜓1 𝜓2 𝜓3 𝜓4)

𝑇

(4-спiнор або бiспiнор) є амплiтудою спiнорного
поля, що задовольняє РД

𝑖~
𝜕Ψ

𝜕𝑡
= �̂�𝐷Ψ, (2)

з гамiльтонiаном

�̂�𝐷 = 𝑐
(︁
p̂− 𝑒

𝑐
A(r)

)︁
�̂�+ 𝑒Φ(r)𝐼 +𝑚𝑐2𝛽. (3)

Згiдно з квантовою механiкою, компоненти Ψ є 𝑞-
числами, 𝜓†

𝜈𝜓𝜇 ̸= 𝜓𝜇𝜓
†
𝜈 (𝜈, 𝜇 = 1, 2, 3, 4), а оператор

�̂�𝐷 в (1) та (3) називається гамiльтонiаном Дiрака.
Тут p̂ = −𝑖~∇ є оператором iмпульсу частинки з
масою 𝑚 та зарядом 𝑒, �̂� =

∑︀
𝑗 e𝑗�̂�𝑗 – вектор-мат-

риця, компоненти якої �̂�𝑗 (𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧), як i матрицi
𝛽 та одинична 𝐼, є ермiтовi 4-матрицi Дiрака, A(r)
та Φ(r) – векторний та скалярний потенцiали зов-
нiшнього електромагнiтного поля.

Оскiльки довiльний бiспiнор Ψ(r) можна пред-
ставити у виглядi розкладу за повним базисом ор-
тонормованих бiспiнорiв Ψ{𝜈}(r)

Ψ(r) =
∑︁
{𝜈}

𝑐{𝜈}Ψ{𝜈}(r),

гамiльтонiан (1) легко записати через оператори
народження 𝑐†{𝜈} та знищення 𝑐{𝜈}, якi характери-
зуються набором квантових чисел {𝜈}. Природним
вибором такого базису є власнi бiспiнори рiвняння

�̂�
(0)
𝐷 Ψ(0)(r) = 𝐸Ψ(0)(r), �̂�

(0)
𝐷 = 𝑐p̂�̂�+𝑚𝑐2𝛽, (4)

якi описують стацiонарнi стани вiльних частинок
за вiдсутностi зовнiшнiх полiв. При цьому в ролi
базисних функцiй зручно користуватися плоскими
хвилями

Ψ(r) = Ψ (k) exp (𝑖kr) (5)

як власними функцiями оператора p̂, який для за-
дачi (4) є iнтегралом руху. Компоненти хвильового
вектора k визначають власнi значення p = ~k та
входять до набору {𝜈} квантових чисел.

Для умов ортонормування замiсть неперервно-
го спектра простiше працювати з дискретним, для
чого обмежимо простiр кубом з ребром 𝐿. Виби-
раючи при цьому для розв’язкiв циклiчнi грани-
чнi умови, приходимо до квазiнеперервних значень
компонентiв вектора k =

∑︀
𝑗 𝑘𝑗e𝑗

𝑘𝑗 =
2𝜋

𝐿
𝑛𝑗 , 𝑛𝑗 = 0,±1,±2, ..., 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

де числа 𝑛𝑗 набувають всiх значень вiд −∞ до ∞.
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Пiсля пiдстановки (5) в (4) отримуємо матричне
рiвняння(︂
𝑚𝑐2𝐼2 ~𝑐k�̂�
~𝑐k�̂� −𝑚𝑐2𝐼2

)︂(︂
𝜓𝑢

𝜓𝑑

)︂
= 𝐸

(︂
𝜓𝑢

𝜓𝑑

)︂
, (6)

де �̂� – вектор-матриця, компоненти якої задаю-
ться матрицями Паулi, а 𝐼2 – одинична матриця
2-го порядку. При цьому власний бiспiнор рiвнян-
ня (4) набуває форми: Ψ(0) (k) = (𝜓𝑢 (k) 𝜓𝑑 (k))

𝑇 ,
де 𝜓𝑢 = (𝜓1 𝜓2)

𝑇 та 𝜓𝑑 = (𝜓3 𝜓4)
𝑇 – його верхнiй

та нижнiй спiнори.
Нескладно знайти розв’язок рiвняння (6), власнi

ортонормованi бiспiнори якого задаються вираза-
ми [1, 2]:

Ψ(0)
𝑒,𝜎 (k) = 𝐴k

⎛⎝ 𝜒𝑒,𝜎

~𝑐k · �̂�
𝜀 (k) +𝑚𝑐2

𝜒𝑒,𝜎

⎞⎠, 𝐸 = 𝜀 (k),

Ψ(0)
𝑝,𝜎 (k) = 𝐴k

⎛⎝− ~𝑐k · �̂�
𝜀 (k) +𝑚𝑐2

𝜒𝑝,𝜎

𝜒𝑝,𝜎

⎞⎠, 𝐸 = −𝜀 (k),

(7)

в яких введенi позначення

𝐴k =

√︃
𝜀 (k) +𝑚𝑐2

2𝜀 (k)
, 𝜀 (k) =

√︀
𝑚2𝑐4 + 𝑐2~2k2. (8)

Бiспiнор Ψ
(0)
𝑒,𝜎 в (7) є амплiтудою поля частинок

(електронiв, 𝑒), а Ψ
(0)
𝑝,𝜎 – античастинок (позитро-

нiв, 𝑝).
Рiвняння (6) визначає чотири власнi векто-

ри, оскiльки є рiвнянням на власнi значення 4-
матрицi. Тому в розв’язках (7) введено число 𝜎,
що приймає два значення, якi приписуються па-
рi ортогональних спiнорiв: 𝜒†

𝜈,𝜎𝜒𝜈,𝜎′ = 𝛿𝜎,𝜎′ . Таким
чином, система (7) задає повний набiр бiспiнорiв,
за допомогою якого можна представити довiльний
бiспiнор у формi

Ψ(r) =
1

𝐿3/2

∑︁
k,𝜎

𝑒𝑖kr
(︁
𝑎k,𝜎Ψ

(0)
𝑒,𝜎 (k) + 𝑏†−k,𝜎Ψ

(0)
𝑝,𝜎 (k)

)︁
,

(9)

де 𝑎k,𝜎/𝑏k,𝜎 та 𝑎†k,𝜎/𝑏
†
k,𝜎 є операторами народжен-

ня та знищення частинок/античастинок. При цьо-
му фiзична умова додатної визначеностi власних
значень гамiльтонiана (1) потребує для цих опера-
торiв фермiєвської статистики.

Тим не менше, визначення бiспiнорiв в (9) не
є однозначним, оскiльки бiспiнори (7) задоволь-
няють рiвняння (6) при довiльних спiнорах 𝜒𝜈,𝜎

(𝜈 = 𝑒, 𝑝). Тому фiзичне значення 𝜎 як квантового
числа залишається поза кадром. Хоча значення 𝜎
можна визначити як ±1, або ↑, ↓, їх значення як
проекцiй на ту чи iншу вiсь поки вiдсутнє, оскiль-
ки не встановлено напрямок цiєї осi, без чого не
можна говорити про повне задання стану.

Водночас, вiдомо, що стацiонарнi стани системи
характеризуються квантовими числами, що вiдпо-
вiдають повному набору спостережуваних i мають
певнi значення. Оператори цих величин, що нази-
ваються iнварiантами, коммутують як з гамiльто-
нiаном системи, так i мiж собою. Як вiдзначалося,
для виразiв (7) такими числами є власнi значення
оператора p̂, або компоненти вектора k.

Що стосується спiнового числа, то в однорiдно-
му просторi є декiлька спiнових iнварiантiв [9], якi
мають спiльну з гамiльтонiаном систему власних
функцiй (7). Пiдстановка (7) в рiвняння на власнi
значення iнварiанта приводить до рiвнянь

u𝜈 (k) �̂�𝜒𝜈,k,𝜎 = 𝜎𝑢𝜈 (k)𝜒𝜈,k,𝜎, 𝑢𝜈 (k) = |u𝜈 (k) |,
(10)

що визначають для нього як пару ортогональ-
них спiнорiв, так i систему координат, в якiй во-
ни мають найпростiший вигляд: 𝜒↑ = (1 0)

𝑇 , 𝜒↓ =

= (0 1)
𝑇 . Тут iндекси набувають вiдповiдних зна-

чень 𝜈 = 𝑒, 𝑝 та 𝜎 = ±1.
Матрицi u𝜈 (k) �̂� стають при цьому незалежни-

ми iнварiантами для частинок (𝜈 = 𝑒) i антича-
стинок 2 (𝜈 = 𝑝), а рiвняння (10) тим самим надає
смисл числу 𝜎 = ±1 в операторах 𝑎†k,𝜎 та 𝑎k,𝜎 в
(9), вказуючи, що їхня дiя приводить до народже-
ння або знищення частинки з певним значенням
спiнового iнварiанта при заданому u𝜈 (k). Кожно-
му iнварiанту вiдповiдають свої вектори u𝜈 (k) з
характерною залежнiстю вiд k, врахування якої є
обов’язковим. Вiдзначимо, що сам оператор спiну
не є iнтегралом руху навiть в однорiдному про-
сторi, i тому в станах з заданою енергiєю можна
говорити про спiн лише як середнє значення вiд-
повiдного оператора.

2 У загальному випадку вектори u𝑒 (k) та u𝑝 (k) не спiвпа-
дають.

462 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 6



Узагальнена спiн-орбiтальна взаємодiя

Оскiльки спiновi iнварiанти не комутують один
з одним, стацiонарному спiновому стану може вiд-
повiдати певне значення лише одного з них. Наяв-
нiсть кiлькох iнварiантiв приводить до неоднозна-
чного вибору спiнового стану та є фактично при-
чиною довiльностi спiнорiв в (7).

Важливим фактом є також те, що a priori спiно-
вий стан не визначено i у загальному випадку iн-
варiантом може вибиратися довiльна лiнiйна ком-
бiнацiя всiх iнварiантiв, коефiцiєнти якої є вiльни-
ми параметрами. Явний вигляд векторiв u𝑒 (k) i
u𝑝 (k) наведено в [10], де показано, що вони дiйсно
мiстять вiльнi параметри, або компоненти векторiв
u𝜇 ≡ u𝜇 (k) та u𝒮 ≡ u𝒮 (k). Iндекси останнiх по-
в’язанi з позначеннями вихiдних iнварiантiв 𝜇 – ве-
ктора магнiтної спiнової полярiзацiї та 𝒮 – векто-
ра спiнової полярiзацiї [9], лiнiйна комбiнацiя яких
ℐ̂gen = r𝜇 (k) �̂�+ r𝒮 (k) �̂� є iнварiантом загального
вигляду. У координатному просторi k → (1/~)p̂, а
вектори u𝜇 та u𝒮 стають операторами, якi кому-
тують з гамiльтонiаном та з iнварiантами просто-
рового руху. Вибiр u𝜇 та u𝒮 з явною залежнiстю
вiд p̂ вiдповiдає тому чи iншому iнварiанту. На-
приклад, при u𝜇 = p̂ та u𝒮 = 0 маємо оператор
спiральностi, а при u𝜇 = 0 та u𝒮 = e𝑗 × p̂ – вiд-
повiдну компоненту вектора електричної спiнової
поляризацiї.

3. Спiн-орбiтальна взаємодiя

Вирази (7), в яких спiнори задаються рiвнянням
(10) з векторами u𝑒 (k) i u𝑝 (k), визначають явний
вигляд бiспiнорiв Ψ

(0)
𝑒,𝜎 (k) розкладу (9). Пiдстанов-

ка (9) в (1) приводить до гамiльтонiана спiнорно-
го поля Дiрака у представленнi чисел заповнення
вiльних частинок

H =
∑︁
k,𝜎

(︂
𝜀(k)𝑎†k,𝜎𝑎k,𝜎 +

+
1

𝐿3

∑︁
k′,𝜎′

𝑉
(𝑒−𝑒)
𝜎,𝜎′ (k,k′) 𝑎†k,𝜎𝑎k′,𝜎′

)︂
+

+
∑︁
k,𝜎

(︂
−𝜀(k)𝑏−k,𝜎𝑏

†
−k,𝜎 +

+
1

𝐿3

∑︁
q,𝜎′

𝑉
(𝑝−𝑝)
𝜎,𝜎′ (k,k′) 𝑏−k,𝜎𝑏

†
−k′,𝜎′

)︂
+

+
1

𝐿3

∑︁
k,k′,𝜎,𝜎′

(︂
𝑉

(𝑒−𝑝)
𝜎,𝜎′ (k,k′) 𝑎†k,𝜎𝑏

†
−k′,𝜎′ +

+𝑉
(𝑝−𝑒)
𝜎,𝜎′ (k,k′) 𝑏−k,𝜎𝑎k′,𝜎′

)︂
, (11)

де

𝑉
(𝜈−𝜈′)
𝜎,𝜎′ (k,k′) =

(︁
Ψ(0)

𝜈,𝜎 (k)
)︁†

×

×
(︁
𝑉 (k− k′) 𝐼 − 𝑒

𝑐
A(k− k′)�̂�

)︁
Ψ

(0)
𝜈′,𝜎′ (k

′) (12)

– матрицi розсiювання частинка-частинка (𝜈 =
= 𝜈′ = 𝑒), античастинка-античастинка (𝜈 = 𝜈′ = 𝑝)
та частинка-античастинка (𝜈 ̸= 𝜈′), якi мiстять
фур’є-зображення скалярного 𝑉 (r) та векторного
A(r) потенцiалiв, 𝑉 (q) та A (q), вiдповiдно. Тодi
оператор (11) набирає виразу суми H = H𝑒 +H𝑝 +
+V𝑒−𝑝 гамiльтонiанiв частинок H𝑒, античастинок
H𝑝 та оператора V𝑒−𝑝 їх прямого взаємоперетворе-
ння. Пiсля приведення добутку операторiв наро-
дження та знищення до нормального вигляду га-
мiльтонiан (11) стає додатньо визначеним за виня-
тком безмежної адитивної сталої, або енергiї ста-
ну без будь-яких частинок (“вакууму”) – саме вiд
цього значення вiдраховуються енергiї всiх елемен-
тарних збуджень.

Стан системи з заданим їхнiм числом описується
кет-вектором |𝜓⟩, який задовольняє РШ:

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
|𝜓 (𝑡)⟩ = H|𝜓 (𝑡)⟩,

де у вiдповiдностi до розглядуваної задачi та за-
конiв збереження стан |𝜓⟩ породжується добутка-
ми потрiбного числа операторiв народження ча-
стинок та античастинок, якi дiють на вакуумний
стан |0⟩. В однорiдному iзотропному просторi га-
мiльтонiан (11) має не лише дiагональний вигляд i
є сумою гамiльтонiанiв вiльних частинок та анти-
частинок, а й роздiляє їх гамiльтонiани для части-
нок з протилежними спiнами. Як видно, за при-
сутностi зовнiшнiх полiв, по-перше, незалежнiсть
станiв вiльних частинок та античастинок зникає;
по-друге, матричнi елементи розсiювання (12) не
лише породжуються скалярним та векторним по-
тенцiалами, а також залежать вiд вигляду спiнорiв
𝜒𝜈,k,𝜎 в амплiтудах (7). Явна залежнiсть спiнорiв
(10) вiд хвильового вектора безпосередньо вказує
на зв’язок спiнових та просторових ступенiв вiль-
ностi частинок, для опису якого введено поняття,
яке отримало назву СОВ. Пiдкреслимо, що, таким
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чином, СОВ є не що iнше, як безпосереднiй резуль-
тат наявностi того чи iншого зовнiшнього потенцi-
алу, який порушує рiвномiрний прямолiнiйний рух
частинок.

Нижче обмежимося аналiзом випадку вiдсутно-
стi магнiтного поля, поклавши в (12) A(r) = 0.
Як показано в [10], для нерелятивiстських потен-
цiалiв, коли має мiсце нерiвнiсть |𝑉 (r) |/𝑚𝑐2 ≪ 1,
роздiл станiв частинок та античастинок можна на-
ближено здiйснити з заданою точнiстю методом
канонiчного перетворення Шрiффера–Вольфа. У
бiльшостi задач фiзики нерелятивiстською вели-
чиною є i кiнетична енергiя, коли має мiсце дру-
га нерiвнiсть, ~𝑘/𝑚𝑐 ≪ 1, що дозволяє розклада-
ти енергiї (8) та згортки бiспiнорiв у гамiльтонiанi
(11) вже за цим малим параметром. Наближене пе-
ренормування за обома цими параметрами дозво-
ляє перейти в гамiльтонiанi (11) до нерелятивiст-
ського наближення та представити його у виглядi
H = H̃𝑒 + H̃𝑝, де складовi H̃𝜈 описують вже неза-
лежнi (квазi)частинки та (квазi)античастинки, що
несуть в собi малу (з точнiстю до другого поряд-
ку) “домiшку” вихiдних станiв як частинок, так i
античастинок.

Далi розглядатиметься тiльки гамiльтонiан еле-
ктронiв, тому iндекс “𝑒” буде опущено. Розгляд ви-
падку античастинок фактично тотожний розгля-
дуваному. Так, в роботi [10], вважаючи, що оби-
два параметри є величинами одного порядку, отри-
мано нерелятивiстське наближення гамiльтонiана
(11) з точнiстю до поправок другого порядку. Та-
ким чином було показано, що нерелятивiстський
гамiльтонiан H̃𝑒 електронiв у зовнiшньому скаляр-
ному потенцiалi має вигляд

H̃𝑒 ≡ H ≃
∑︁
k,𝜎

(︂
~2k2

2𝑚

(︀
1− 𝜆SO𝑘

2
)︀
𝑎†k,𝜎𝑎k,𝜎 +

+
1

𝐿3

∑︁
k′,𝜎′

𝑉𝜎,𝜎′ (k,k′) 𝑎†k,𝜎𝑎k′,𝜎′

)︂
, (13)

в якому

𝑉𝜎,𝜎′ (k,k′) = 𝑉 (k− k′)𝜒†
𝜎 ×

×
(︂
1− 𝜆SO

2
(k− k′)

2
+ 𝑖𝜆SOΛ (k,k′) �̂�

)︂
𝜒𝜎′, (14)

причому параметр

𝜆SO =
~2

4𝑚2𝑐2
(15)

характеризує порядок релятивiстських поправок i
задає величину СОВ.

Гамiльтонiан (13) мiстить усi релятивiстськi по-
правки другого порядку як до кiнетичної, так i по-
тенцiальної енергiй. Другий доданок перенормова-
ного розсiювання (14) вiдомий як поправка Дар-
вiна, а матриця Λ (k,k′) �̂� є релятивiстською по-
правкою, що отримала назву оператора СОВ. В
останньому операторi вектор Λ (k,k′) описується
виразом

Λ (k,k′) = k× k′ +ΛBEL (k,k
′), (16)

в якому доданок k×k′ вiдповiдає поправцi Томаса–
Френкеля (див., наприклад, [1, 2, 8]), а наступний
доданок ΛBEL (k,k

′), що задається виразом

ΛBEL (k,k
′) = Λ(k)−Λ(k′), (17)

де вектор

Λ (k) = e× u(2) (k) +
e ·
[︀
e𝑧 × u(2) (k)

]︀
1 + ee𝑧

e, (18)

був теж отриманий в [10], коли u𝑒 (k) ≡ u (k) має
вигляд

u (k) ≃ u(0) + 2𝜆SOu
(2) (k) + ... . (19)

В останньому розкладi через u(0) та u(2) позначено
члени нульового та другого порядкiв, вiдповiдно:

u(0) = u𝜇 + u𝒮 ,

u(2) (k) = (u𝒮 · k)k− [u𝜇 × k]× k.

З їх урахуванням розв’язок рiвняння (10) може бу-
ти записано як

𝜒k,𝜎 ≃ 𝜒𝜎 + 𝜆SO𝜒
(2)
k,𝜎 = (1− 𝑖𝜆SOΛ (k) �̂�)𝜒𝜎,

де Λ (k) задається виразом (18), а 𝜒𝜎 задовольняє
спiнорне рiвняння

u(0)�̂�𝜒𝜎 = 𝜎𝑢(0)𝜒𝜎, 𝜎 = ±1. (20)

Направляючi косинуси 𝛾𝑗 (
∑︀

𝑗 𝛾
2
𝑗 = 1) вектора u(0)

вiдносно осей вибраної системи координат є спiно-
вими змiнними. Наприклад, у лабораторнiй систе-
мi 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 розв’язком (20), як легко переконати-
ся, є спiнори

𝜒𝜎 ≡ 𝜒𝜎 (𝜃, 𝜑) = 𝑒𝑖𝜎𝜑/2

⎛⎜⎜⎝𝜎
√︂

1 + 𝜎𝛾𝑧
2

𝑒−𝑖𝜑/2√︂
1− 𝜎𝛾𝑧

2
𝑒𝑖𝜑/2

⎞⎟⎟⎠, (21)
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tan𝜑 =
𝛾𝑦
𝛾𝑥
, 𝛾𝑧 = cos 𝜃.

При цьому у виразi (18) використано одиничний
вектор e = u(0)/𝑢(0), який можна записати у пара-
метричнiй формi (через спiновi змiннi – аргументи
спiнорiв (21)) у виглядi

e(k⊥) = sin 𝜃 cos𝜑e𝑥 + sin 𝜃 sin𝜑e𝑦 + cos 𝜃e𝑧. (22)

З урахуванням виразу (18) вектор Λ (k,k′), що
характеризує СОВ у нерелятивiстському гамiльто-
нiанi, може бути записано в формi

Λ (k,k′) = k×k′+e×𝜆 (k,k′)+
e · [e𝑧 × 𝜆 (k,k′)]

1 + ee𝑧
e,

(23)

де 𝜆 (k,k′) = u(2) (k) − u(2) (k′), а вектор u(2) (k)
визначено у (19).

Зазначимо, що оператори 𝑎†k,𝜎 (𝑎k′,𝜎) в (13) по-
в’язанi зi спiнорами 𝜒𝜎, що задовольняють рiвно-
стi (20), та описують народження (знищення) еле-
ктронiв зi спiновою поляризацiєю, яка задається
вектором u(0) (19). У пiдсумку, вектор e, що вхо-
дить до виразу (23), окрiм залежностi вiд просто-
рових змiнних, вносить в оператор СОВ ще й яв-
ну залежнiсть вiд спiнових ступенiв вiльностi. У
зовнiшньому потенцiалi стацiонарнi стани електро-
на будуть реалiзуватися лише при вiдомому спi-
новому iнварiантi, яким у нерелятивiстському на-
ближеннi є матриця u(0)�̂�. Вiдповiдно до симетрiї
заданого потенцiалу такому спiновому iнварiанту
вiдповiдають вектори u𝜇 та u𝒮 з конкретною зале-
жнiстю вiд k (а в координатному представленнi –
вiд iмпульсу), яка потребує визначення.

4. Дiагоналiзацiя гамiльтонiана
з урахуванням спiн-орбiтальної взаємодiї

Як вiдомо, релятивiстськi ефекти в задачах нере-
лятивiстської фiзики враховуються додаванням до
звичайного гамiльтонiана Шредiнгера лише реля-
тивiстського оператора СОВ, який описує явища,
що залежать вiд спiну. З огляду на це запише-
мо гамiльтонiан (13) з урахуванням (14) та (23)
у виглядi

H =
∑︁
k,𝜎

(︂
~2k2

2𝑚
𝑎†k,𝜎𝑎k,𝜎 +

+
1

𝐿3

∑︁
k′

𝑉 (k− k′) 𝑎†k,𝜎𝑎k′,𝜎 +

+ 𝑖
1

𝐿3
𝜆SO

∑︁
k′,𝜎′

𝑉 (k− k′)×

×𝜒†
𝜎Λ (k,k′) �̂�𝜒𝜎′𝑎†k,𝜎𝑎k′,𝜎′

)︂
. (24)

Якщо мати на увазi власнi стани |𝜓 (𝑡)⟩ =
= exp (−𝑖ℰ𝑡/~) |𝜓⟩ електронiв у заданому потен-
цiалi, то розв’язок РШ H|𝜓⟩ = ℰ|𝜓⟩ зводиться
до дiагоналiзацiї гамiльтонiана унiтарним пере-
творенням

𝑎k,𝜎 =
∑︁
{𝑛}

𝜓{𝑛},𝜎 (k) 𝑎{𝑛},𝜎, (25)

коефiцiєнти якого 𝜓{𝑛},𝜎 (k) визначаються рiвня-
нням на власнi значення та задовольняють умову
ортонормування∑︁
k

𝜓*
{𝑛},𝜎 (k)𝜓{𝑛′},𝜎 (k) = 𝛿{𝑛},{𝑛′}.

Цi коефiцiєнти задаються набором всiх квантових
чисел {𝑛}, якi визначають енергiї 𝐸{𝑛},𝜎, тобто рiв-
нянням

~2k2

2𝑚
𝜓𝜎(k) +

1

𝐿3

∑︁
k′

𝑉 (k− k′)𝜓𝜎(k
′)+

+ 𝑖𝜆SO
1

𝐿3

∑︁
k′,𝜎′

𝑉 (k− k′)𝜒†
𝜎Λ (k,k′)×

× �̂�𝜒𝜎′𝜓𝜎′(k′) = ℰ𝜓𝜎(k). (26)

Для розв’язку рiвняння (26) зручно перейти до
координатного представлення

𝜓𝜎(r) =
1

𝐿3/2

∑︁
k

𝑒𝑖kr𝜓𝜎(k). (27)

Тодi у доданках, що мiстять 𝑉 (k− k′), в яких бе-
реться подвiйна сума по k та k′, треба провести за-
мiну k = k′+q, яка приведе до рiвностi (див. (23)):

𝜆 (k,k′) ≡ 𝜆 (q,k′) = (u𝒮 · q)k′ +

+(u𝒮 · k′)q [u𝜇 × q]×

×k′ − [u𝜇 × k′]× q+ u(2) (q),
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причому u(2) (q) визначено в (19). У пiдсумку рiв-
няння (26) у координатному представленнi пере-
творюється на систему РШ для спiнових станiв(︂
p̂2

2𝑚
+ 𝑉 (r)

)︂
𝜓𝜎(r) + 𝑖𝜆SO ×

×
∑︁
𝜎′

𝜒†
𝜎Λ (p̂,∇𝑉 (r)) �̂�𝜒𝜎′𝜓𝜎′(r) = ℰ𝜓𝜎(r). (28)

Λ (p̂,∇𝑉 (r)) = − 𝑖

~
∇𝑉 (r)× p̂+ e×

×𝜆 (p̂,∇𝑉 (r))− [e× 𝜆 (p̂,∇𝑉 (r))] e𝑧
1 + ee𝑧

e. (29)

В останньому виразi введенi позначення

𝜆 (p̂,∇𝑉 (r)) = − 𝑖

~
�̂�− 𝜆 (∇𝑉 (r)),

�̂� = (u𝒮 ·∇𝑉 (r)) p̂+∇𝑉 (r) (u𝒮 · p̂)+
+ [∇𝑉 (r)× u𝜇]× p̂+∇𝑉 (r)× [u𝜇 × p̂],

𝜆 (∇𝑉 (r)) = ∇ (u𝒮 ·∇𝑉 (r))+

+∇× [u𝜇 ×∇𝑉 (r)].

(30)

Перетворення (25) з коефiцiєнтами, визначени-
ми рiвнянням (28), приводить гамiльтонiан (24) до
дiагонального вигляду за просторовими ступеня-
ми вiльностi, а дiагоналiзацiя за спiновим числом
означає знаходження спiнорiв 𝜒𝜎 (𝜃, 𝜑), для яких
𝜒†
𝜎Λ (p̂) �̂�𝜒𝜎′ ∼ 𝛿𝜎,𝜎′ . Ця умова виконується, коли

спiнори 𝜒𝜎, якi за визначенням (20) є власними
для матрицi e�̂�, будуть такими ж i для матрицi
Λ (p̂) �̂�. Це можливо, коли цi незалежнi матрицi
комутують, а саме:

[e�̂�,Λ (p̂) �̂�] = eΛ (p̂)−Λ (p̂) e+

+ 𝑖 (e×Λ (p̂)−Λ (p̂)× e) �̂� = 0. (31)

Видно, що рiвнiсть (31) вимагає комутацiї векто-
рiв e та Λ (p̂). Згiдно з (30), вектор 𝜆 (p̂) має дода-
нок 𝜆 (∇𝑉 (r)), що залежить вiд координат i, отже,
такий же доданок мiстить i вектор СОВ (29). То-
му умова комутацiї векторного оператора Λ (p̂) та
одиничного вектора e, який у загальному випадку
в координатному представленнi є також операто-
ром, що мiстить p̂, виконується за вiдсутностi в
𝜆 (p̂) вектора, що залежить вiд просторових коор-
динат, що, в свою чергу, задає умову

𝜆 (∇𝑉 (r)) = ∇ (u𝒮 ·∇𝑉 (r))+

+∇× [u𝜇 ×∇𝑉 (r)] = 0.

Остання рiвнiсть накладає обмеження на вектори
u𝜇 та u𝒮 i може бути виконана лише тодi, коли

r𝒮 ·∇𝑉 (r) = 0, r𝜇 ×∇𝑉 (r) = 0, (32)

що є, по сутi, рiвняннями для векторiв r𝜇 та r𝒮 , а
їх розв’язки залежать вiд конкретної симетрiї по-
ля, що вiдображається в його градiєнтi ∇𝑉 (r).

У зв’язку з тим, що вектор градiєнта направ-
лений по нормалi до еквiпотенцiальної поверхнi у
данiй точцi, має мiсце рiвнiсть ∇𝑉 (r) = |∇𝑉 (r)|n,
де n – одиничний вектор нормалi. Тодi у ко-
жнiй точцi M простору можна використовува-
ти ортогональний базис e1(M ), e2(M ), n(M ), де
e1(M ) та e2(M ) – два ортогональних одиничних
вектора, що лежать в площинi, дотичнiй до еквi-
потенцiальної поверхнi у точцi M , та такi, що
e1(M ) × e2(M ) = n(M ). При цьому довiльний
вектор a можна представити у виглядi розкла-
ду a = 𝛼1e1(M ) + 𝛼2e2(M ) + 𝛼3n(M ), який є нi
чим iншим, як записом цього вектора у криволi-
нiйнiй системi координат, що пов’язана з потенцiа-
лом 𝑉 (r). Вiдповiдно до умови (32) у такiй системi
координат

u𝒮 = 𝛼1e1 (M ) + 𝛼2e2 (M ) , u𝜇 = 𝛼3n (M ) (33)

i, отже, e = u𝜇 + u𝒮 = 𝛼1e1 (M ) + 𝛼2e2 (M ) +
𝛼3n (M ), де 𝛼2

1 + 𝛼2
2 + 𝛼2

3 = 1.
Через накладену умову у виразi (29) фiгурує рiв-

нiсть 𝜆 (p̂,∇𝑉 ) = −(𝑖/~)�̂�, де вiдповiдно до (30)

�̂� = ∇𝑉 (u𝒮 · p̂) +∇𝑉 × [u𝜇 × p̂] =

= |∇𝑉 (r) |
{︀
n (M ) (u𝒮 · p̂)+

+u𝜇 (n (M ) · p̂)− p̂ (n (M ) · u𝜇)
}︀
.

Використовуючи тепер визначення (33) та пра-
вила векторного обчислення, знаходимо

�̂� = |∇𝑉 (r) | e× (n (M )× p̂) = e× (∇𝑉 (r)× p̂).

З урахуванням останнього спiввiдношення та рiв-
ностi e2 = 1 вектор (29), що характеризує СОВ в
рiвняннях (28), набуває форми

Λ (p̂,∇𝑉 ) = − 𝑖

~
(e+ e𝑧) ·∇𝑉 (r)× p̂

1 + ee𝑧
e. (34)

Таким чином, при векторах u𝜇 та u𝒮 , що
задовольняють спiввiдношення (32), умова (31)
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виконується автоматично i матричний елемент
𝜒†
𝜎Λ (p̂) �̂�𝜒𝜎′ ∼ 𝛿𝜎,𝜎′ . Прямим наслiдком цього є

роздiлення РШ (28) на незалежнi для кожного спi-
нового стану рiвняння(︂
p̂2

2𝑚
+ 𝑉 (r) + 𝜎

𝜆SO
~

(e+ e𝑧) ·∇𝑉 (r)× p̂

1 + ee𝑧

)︂
×

×𝜓𝜎(r) = ℰ𝜓𝜎(r), (35)

розв’язки яких 𝜓{𝑛},𝜎(r) з вiдповiдними власними
значеннями 𝐸{𝑛},𝜎 визначають коефiцiєнти пере-
творення (25)

𝜓{𝑛},𝜎(k) =
1

𝐿3/2

∫︁
𝑒−𝑖kr𝜓{𝑛},𝜎(r)𝑑r,

а гамiльтонiан (24) повнiстю дiагоналiзується

H =
∑︁
{𝑛},𝜎

ℰ{𝑛},𝜎𝑎†{𝑛},𝜎𝑎{𝑛},𝜎. (36)

Беручи до уваги явний вигляд спiнорiв (21) та
вводячи спiнорнi функцiї∑︁
𝜎

𝜒𝜎𝜓𝜎(r) =

(︃
cos 𝜃

2𝜓+ − 𝑒−𝑖𝜑 sin 𝜃
2𝜓−

𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃
2𝜓+ + cos 𝜃

2𝜓−

)︃
=

= 𝜓(r) =

(︂
𝜓↑(r)
𝜓↓(r)

)︂
,

систему рiвнянь (28) або (35) можна записати
у виглядi єдиного стацiонарного рiвняння Паулi
�̂�P𝜓(r) = ℰ𝜓(r) з гамiльтонiаном �̂�P = 𝐻0 +VSO,
де

𝐻0 =
p̂2

2𝑚
+ 𝑉 (r) , (37)

VSO =
𝜆SO
~

(ê+ e𝑧) · [∇𝑉 (r)× p̂]

1 + êe𝑧
ê�̂�.

При цьому вектор ê = û(0)/𝑢(0), що входить до
оператора СОВ та за означенням характеризує спi-
новий iнварiант, має бути узгодженим з умовою
комутацiї матрицi û(0)�̂� з гамiльтонiаном. Iз цiєї
умови випливає природна вимога[︁
û(0), 𝐻0

]︁
= 0. (38)

Iншими словами, векторний оператор û(0), що ви-
значає оператор узагальненої СОВ VSO, має бу-
ти iнварiантом (або функцiєю iнварiантiв) просто-
рового руху в заданому потенцiалi 𝑉 (r). Кожно-
му конкретному потенцiалу при цьому вiдповiд-
ає “свiй” iнварiант (у загальному випадку не єди-
ний) i, отже, умова (38) задає явний вигляд û(0),

а значить i форму узагальненого оператора СОВ,
який мiстить у цьому потенцiалi не лише поправку
Томаса–Френкеля.

Для iлюстрацiї розглянемо далi модельний по-
тенцiал у виглядi КЯ, в якому зв’язаним станам
вiдповiдають електрони, що захопленi ямою та
вiльно пересуваються в її площинi (2D електрони).

5. Вiльнi 2D електрони

Дослiдимо стани електронiв у потенцiалi КЯ, що
описуються рiвнянням (35). Обираючи вiсь 𝑧 у на-
прямку змiни потенцiалу, 𝑉 (r) = 𝑉 (𝑧), предста-
вимо оператор iмпульсу у виглядi p̂ = p̂⊥ + 𝑝𝑧e𝑧,
де p̂⊥ = 𝑝𝑥e𝑥 + 𝑝𝑦e𝑦. У цьому випадку ∇𝑉 (𝑧) =
= e𝑧𝑑𝑉 (𝑧) /𝑑𝑧 ≡ 𝑉 ′ (𝑧) e𝑧, а рiвняння (35) набуває
виразу(︂
p̂2

2𝑚
+ 𝑉 (𝑧) + 𝜎

𝜆SO
~
𝑉 ′ (𝑧)

ê · e𝑧 × p̂

1 + êe𝑧

)︂
×

×𝜓𝜎(r) = ℰ𝜓𝜎(r).

Легко переконатися, що вибраний потенцiал за-
лишає iнтегралами руху двi компоненти iмпульсу
𝑝𝑥 та 𝑝𝑦. При цьому стани електронiв, захоплених
КЯ, будуть характеризуватися певним значенням
iмпульсу p̂⊥ та описуватимуться нормованою хви-
льовою функцiєю

𝜓k⊥(r) = 𝐿−1𝑒𝑖k⊥r⊥𝜙k⊥(𝑧),

r⊥ = 𝑥e𝑥 + 𝑦e𝑦,

k⊥ = 𝑘𝑥e𝑥 + 𝑘𝑦e𝑦.

(39)

За умовою (38) вектор ê може залежати лише
вiд p̂⊥. Пiсля пiдстановки виразу (39) в (35), отри-
маємо стацiонарне одновимiрне РШ(︂
− ~2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑧2
+

~2k2
⊥

2𝑚
+ 𝑉 (𝑧)+

+𝜎𝜆SO
e(k⊥) · e𝑧 × k⊥

1 + e(k⊥)e𝑧
𝑉 ′ (𝑧)

)︂
×

×𝜙k⊥,𝜎 (𝑧) = ℰ𝜙k⊥,𝜎(𝑧), (40)

в якому четвертий доданок у дужках лiвої части-
ни задає узагальнену СОВ. Це рiвняння спiвпадає
з рiвнянням, отриманим у роботах [6,11] при пошу-
ку аналiтичного загального розв’язку РД для да-
ної задачi, та рiвнянням, отриманим у роботi [10]
на основi нерелятивiстського гамiльтонiана (24).
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На вектор e(k⊥), що визначає спiновий стан еле-
ктрона, додатковi умови не накладаються, i вiн мо-
же вибиратися з довiльною залежнiстю вiд k⊥. Це
означає, що вiльнi 2D електрони все ще зберiгають
певну спiнову свободу, тобто їх стан залишається
спiново невизначеним.

Останнiй доданок у лiвiй частинi рiвняння (40)
характеризує вплив – через механiзм СОВ – кра-
їв КЯ на динамiку електронiв у залежностi вiд їх
спiнового стану. Запишемо k⊥ = 𝑘⊥e𝑘⊥ , де

ek⊥ =
k⊥

𝑘⊥
= e𝑥 cos𝜙k⊥ + e𝑦 sin𝜙k⊥

– одиничний вектор, що визначає напрямок руху
електронiв в площинi, та врахуємо (22). Тут

tan𝜙k⊥ =
𝑘𝑦
𝑘𝑥
, 𝑘⊥ =

√︁
𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦.

Це дозволяє отримати вираз

e(k⊥) · e𝑧 × k⊥

1 + e(k⊥) · e𝑧
= 𝑘⊥𝑓 (k⊥) (41)

для коефiцiєнта, що визначає величину узагальне-
ної СОВ в рiвняннi (40). Тут введена функцiя

𝑓 (k⊥) ≡ 𝑓 (𝜃, 𝜑, 𝜙k⊥) =
sin 𝜃 sin (𝜑− 𝜙k⊥)

1 + cos 𝜃
.

Кути 𝜃 та 𝜑 можуть, взагалi кажучи, залежати вiд
напрямку k⊥, або 𝜃 = 𝜃(k⊥) та 𝜑 = 𝜑(k⊥).

При розв’язуваннi рiвняння (40) слiд брати до
уваги, що гамiльтонiан (24) є нерелятивiстським
наближенням зi збереженням доданкiв порядку
𝜆SO. Тому i самi розв’язки будуть коректними са-
ме з цiєю точнiстю, що дозволяє при розв’язуваннi
рiвняння (40) розглядати доданок ∼ 𝜆SO як збуре-
ння, використовуючи в ролi нульового наближення
розв’язки рiвняння

− ~2

2𝑚

𝑑2𝜓 (𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑉 (𝑧)𝜓 (𝑧) = ℰ𝜓 (𝑧). (42)

Як вiдомо, якщо 𝜓𝑛 (𝑧) та ℰ𝑛 – власнi функцiї та
власнi значення рiвняння (42), то для дискретно-
го спектра КЯ у першому порядку теорiї збурень
розв’язки (40) можуть бути легко записанi, а саме:

𝜙k⊥,𝜎 (𝑧) = 𝜓𝑛 (𝑧) + 𝜎𝜆SO𝑘⊥𝑓 (k⊥)
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

𝑐𝑛,𝑛′𝜓𝑛′ (𝑧),

(43)

ℰ𝑛,𝜎 (k⊥) = ℰ𝑛 +
~2k2

⊥
2𝑚

+ 𝜎𝜆SO𝑘⊥𝑣𝑛𝑛𝑓 (k⊥) . (44)

Тут

𝑐𝑛,𝑛′ =
𝑣*𝑛𝑛′

ℰ𝑛 − ℰ𝑛′
, (45)

𝑣𝑛,𝑛′ =

∫︁
𝜓*
𝑛 (𝑧)

𝑑𝑉 (𝑧)

𝑑𝑧
𝜓𝑛′ (𝑧) 𝑑𝑧, 𝑣*𝑛,𝑛′ = 𝑣𝑛′,𝑛.

Таким чином, 2D електрони описуються гамiль-
тонiаном (36), який набуває вигляду

H2𝐷 =
∑︁

𝑛,k⊥,𝜎

ℰ𝑛,𝜎 (k⊥) 𝑎
†
𝑛,k⊥,𝜎𝑎𝑛,k⊥,𝜎. (46)

Тут оператори 𝑎†𝑛,k⊥,𝜎 (𝑎𝑛,k⊥,𝜎) є операторами на-
родження (знищення) “вiльних” 2D електронiв 3 з
хвильовим вектором k⊥ в 2D зонi ℰ𝑛,𝜎 (k⊥), пов’я-
занiй з 𝑛-м дискретним рiвнем КЯ, а спiновий стан
цих електронiв визначається вектором e(k⊥) (22).

Iз виразiв (44) та (43) видно, що узагальнена
СОВ забезпечує, по-перше, спiнове розщеплення
(ефект Рашби) 2D зон, а по-друге, що ранiше не
вiдзначалося, спiнову залежнiсть розподiлу густи-
ни електронiв за товщиною КЯ

|𝜙k⊥,𝜎 (𝑧) |2 = |𝜓𝑛(𝑧)|2 + 𝜎2𝜆SO𝑘⊥𝑓 (k⊥)𝐹𝑛(𝑧),

де

𝐹𝑛(𝑧) =
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

𝜓𝑛 (𝑧)𝑤𝑛,𝑛′𝜓𝑛′ (𝑧)

ℰ𝑛 − ℰ𝑛′
.

Спiнове розщеплення 2D зон (44) на величину
2𝜆SO𝑘⊥𝑣𝑛𝑛𝑓 (k⊥) вiдмiнне вiд нуля лише при по-
рушенiй iнверснiй симетрiї потенцiалу. Множник
𝑣𝑛𝑛 ̸= 0 при 𝑉0 (−𝑧) ̸= 𝑉0 (𝑧) характеризує асиме-
трiю КЯ (як можливу внутрiшню, так i зумовле-
ну, наприклад, зовнiшнiм, перпендикулярним до
площини 𝑥𝑦 електричним полем). Просторове роз-
дiлення густини електронiв з рiзними спiнами ха-
рактеризується функцiєю 2𝜆SO𝑘⊥𝑓 (k⊥)𝐹𝑛(𝑧), яка
скiнченна i в симетричнiй КЯ, коли вiдсутнє роз-
щеплення Рашби. Це, звичайно, вiдомо, i ми наво-
димо цi результати лише як свiдчення, що узагаль-
нена СОВ вiдтворює встановленi i усталенi ефекти
та дозволяє переконатися, якому спiновому iнва-
рiанту має вiдповiдати потенцiал, щоб мав мiсце,
наприклад, ефект Рашби.

3 У даному випадку “вiльнi” означає, що цi частинки захо-
пленi потенцiалом КЯ та вiльно рухаються в її площинi.
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6. Прояв спiн-орбiтальної
взаємодiї в 2D системi
Як вiдомо, зв’язаним станам електронiв в КЯ
вiдповiдає дискретний невироджений спектр РШ
(42) з дiйсними власними функцiями 𝜓𝑛(𝑧), що
мають певну парнiсть. При цьому парнi та не-
парнi функцiї чергуються зi зростанням вла-
сних енергiй. Матричнi елементи (45) симетрич-
ної вiдносно початку координат КЯ вiдмiннi вiд
нуля лише мiж парними та непарними стана-
ми. Тому 𝐹𝑛(−𝑧) = −𝐹𝑛(𝑧), i розподiл ймо-
вiрностi знаходження електрона з хвильовим ве-
ктором k⊥ та спiновим числом 𝜎 виявляється
асиметричним зi змiщенням до одного з кра-
їв КЯ. При цьому, як легко бачити, електро-
ни з одним i тим же k⊥, але з протилежними
спiнами змiщуються до протилежних поверхонь,
що безпосередньо вказує на появу в такiй си-
туацiї спiнового ефекту Холла i по сутi є його
механiзмом.

Водночас спiнове розщеплення енергетичних
зон та спiн-залежний розподiл електронiв за тов-
щиною КЯ залежать вiд форми, яка визначає
явний вигляд розв’язкiв рiвняння (40) або (42).
Функцiя 𝑓 (k⊥) при цьому вiдiграє свою роль,
привносячи в цi явища явну залежнiсть вiд спiно-
вого стану електронiв. Дiйсно, вiдповiдно до (41)
аргументами цiєї функцiї є спiновi (кути 𝜃 та 𝜑) та
просторовi (кут 𝜙k⊥) змiннi. Конкретнi значення
спiнових змiнних 𝜃 та 𝜑 вiдповiдають певним спi-
новим iнварiантам, що зберiгаються в полi 𝑉 (𝑧).
Зокрема, якщо в ролi спiнового iнварiанта вибрати
(i) 𝑧-компоненту електричної спiнової поляризацii
𝜖𝑧, то 𝜃 = 𝜋/2 та 𝜑 = 𝜋/2 + 𝜙k⊥ ; якщо ж iнварi-
антом служить (ii) складова псевдовектора спiну
𝒮𝑗 в площинi 𝑥𝑦, то 𝜃 = 𝜋/2, а 𝜑 = const i набуває
значення в iнтервалi 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋/2 (значенню 𝜑 = 0
вiдповiдає 𝑥-компонента iнварiанта, а 𝜑 = 𝜋/2 –
𝑦-компонента).

Iз визначень (41) видно, що вплив отриманої
СОВ на динамiку 2D електронiв має мiсце при вiд-
мiннiй вiд нуля проекцiї e(k⊥) на напрямок оди-
ничного вектора e𝑧 × ek⊥ та досягає свого макси-
муму, коли e(k⊥) спiвпадає з цим вектором (спi-
новий стан Рашби). Реалiзацiя конкретного спiно-
вого стану повинна визначатися заданними умова-
ми (концентрацiєю носiїв, наявнiстю електричного
i/або магнiтного полiв, зовнiшнiм тиском, власти-
востями конкретного iнтерфейсу та iнше), а отже,

повинна проявлятися в реальних фiзичних експе-
риментах.

Як вiдзначалося в [6], в iзольованiй 2D зонi (на-
приклад, коли вiльнi електрони заповнюють стани
основного 𝑛 = 0 рiвня КЯ, який нижче тiльки i
розглядатиметься) повна енергiя 𝑁𝑒 електронiв

𝐸tot =
∑︁
𝜎,k⊥

ℰ𝜎 (k⊥) �̄�𝜎k⊥ ,
∑︁
𝜎,k⊥

�̄�𝜎k⊥ = 𝑁𝑒,

з рiвноважною функцiєю розподiлу

�̄�𝜎,k =
1

exp{(ℰ𝜎,k − 𝜇)/kB𝑇}+ 1
= �̄� (ℰ𝜎,k), (47)

найменшу енергiю за вiдсутностi зовнiшнiх полiв
при низькiй температурi 𝑇 має стан Рашби (i).
Розщеплення Рашби 2D зон та їх спiнову поля-
ризацiю було експериментально пiдтверджено для
низки матерiалiв та структур, в яких носiї мають
2D властивостi (див., наприклад, огляд [13]).

Просторове роздiлення за спiном носiїв в КЯ мо-
же вплинути на спостережуване локальне значен-
ня спiну S, або пов’язаного з ним магнiтного мо-
менту M = (𝑒/𝑚𝑐)S, що характеризує систему 2D
електронiв. Сам спiн у стацiонарних станах не має,
як зазначалося, певного значення, оскiльки iнте-
гралом руху є лише його абсолютне значення. То-
му спостережуване значення спiну задається сере-
днiм значенням оператора спiну, який у квантовiй
теорiєї поля, як i сам оператор Гамiльтона (1), за-
дається виразом:

S =
~
2

∫︁
Ψ†(r)Σ̂Ψ(r)𝑑r, Σ̂ =

(︂
�̂� 0
0 �̂�

)︂
,

де бiспiнори наведенi у (9). На вiдмiну вiд гамiль-
тонiана в представленнi вiльних частинок опера-
тор S не приводиться до дiагонального вигляду,
а мiстить доданки, якi пов’язують оператори на-
родження та знищення електронiв та позитронiв
з рiзними спiновими числами. Але при розрахун-
ку середнього значення ⟨S⟩ = Sp (𝜌𝑒S) зi статисти-
чним оператором 𝜌𝑒 для системи електронiв, що
описуються гамiльтонiаном (46), недiагональнi до-
данки зануляються i в нерелятивiстському набли-
женнi для густини спiну ⟨ŝ⟩ = ⟨Ŝ⟩/𝐿2 в КЯ отри-
муємо такий вираз 4:

⟨ŝ⟩ =
∫︁

⟨ŝ(𝑧)⟩𝑑𝑧,

4 Бiльш точно, у нерелятивiстському наближеннi зi збе-
реженням величин порядку 𝜆SO матрицю Паулi в цьо-
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де

⟨ŝ(𝑧)⟩ = ~
2𝐿2

∑︁
k⊥,𝜎

𝜒†
𝜎�̂�𝜒𝜎|𝜙k⊥,𝜎 (𝑧) |2�̄�𝜎,k⊥.

Тут �̄�𝜎,k⊥ = Sp
(︁
𝜌𝑒𝑎

†
𝜎,k⊥

𝑎𝜎,k⊥

)︁
– функцiя розподi-

лу електронiв, а спiнори 𝜒𝜎 заданi виразами (21).
Використовуючи тепер явний вигляд спiнорiв,

знаходимо

𝜒†
𝜎�̂�𝜒𝜎 = 𝜎(sin 𝜃 cos𝜑e𝑥 + sin 𝜃 sin𝜑e𝑦 +

+ cos 𝜃e𝑧) = 𝜎e(k⊥),

а пiсля замiни пiдсумовування за квазiнеперерв-
ним значенням k⊥ iнтегруванням приходимо до
такого виразу для середнього локального значен-
ня густини вектора спiну електронiв в iзольованiй
2D зонi:

⟨ŝ(𝑧)⟩ = ~
8𝜋2

∫︁
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦

∑︁
𝜎

𝜎e (k⊥) |𝜙𝜎,k⊥ (𝑧) |2�̄�𝜎,k⊥ .

У симетричнiй КЯ (𝑣𝑛,𝑛 = 0) спiнове розщепле-
ння зон вiдсутнє i функцiя розподiлу �̄�k⊥ не за-
лежить вiд спiнового числа. З урахуванням цього
пiсля пiдсумовування за спiновим iндексом та пiд-
становки явного виразу |𝜙𝜎,k⊥ (𝑧) |2 знаходимо

⟨ŝ(𝑧)⟩ =

~
2𝜋2

𝜆SO

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙k⊥

∞∫︁
0

𝑑𝑘⊥e (k⊥) 𝑘
2
⊥𝑓 (k⊥) �̄�k⊥𝐹 (𝑧).

Видно, що середнє значення ⟨ŝ(𝑧)⟩ залежить вiд
заданого спiнового стану електронiв, яке визначає
конкретнi значення кутiв 𝜃 та 𝜑 у виразах (22) та
(41). У рiвноважному 2D електронному газi з фун-
кцiєю розподiлу (47), �̄�k⊥ = �̄� (ℰk⊥), спiни електро-
нiв для вибраних вище станiв (i) та (ii) компенсу-
ються по всiй товщинi КЯ ⟨ŝ(𝑧)⟩ = 0. За наявностi
ж у системi струму, зумовленого зовнiшнiм еле-
ктричним полем, ситуацiя змiнюється кардиналь-
но. Зовнiшнє поле, вектор напруженостi якого ле-
жить у площинi КЯ, збурює електронну систему,

му виразi необхiдно замiнити матрицею ^̃𝜎 = �̂�+

+2𝜆SO (Λ (k)× �̂� + k× [k× �̂�]). При цьому в напрямку
спiну, що визначається суто нерелятивiстським виразом,
релятивiстськi поправки дають малий внесок, яким мо-
жна знехтувати.

що зумовлює змiну функцiї розподiлу. У лiнiйному
за збуренням наближеннi ця функцiя може бути
представлена сумою [12]:

�̄�pertk = �̄� (ℰk) + Δ𝑛k,

у якiй зумовлена полем поправка

Δ𝑛k =
~𝜏𝑒
𝑚

E · k
(︂
−𝜕�̄� (ℰk)

𝜕ℰk

)︂
(48)

мiстить феноменологiчний час релаксацiї 𝜏 .
Вибираючи вiсь 𝑥 вздовж напрямку поля, при-

ходимо до такого виразу для локальної спiнової по-
ляризацiї носiїв, спричиненої спiльною дiєю СОВ
та електричного струму в КЯ:

⟨ŝ(𝑧)⟩ = ~2𝜏𝑒𝐸
2𝜋2𝑚

𝜆SO

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙k⊥ ×

×
∞∫︁
0

𝑑𝑘⊥e (k⊥) 𝑘
3
⊥𝑓 (k⊥)×

× cos𝜙k⊥

(︂
−𝜕�̄� (ℰk)

𝜕ℰk

)︂
𝐹 (𝑧).

Внаслiдок того, що як одиничний вектор e (k⊥),
так i функцiя 𝑓 (k⊥) можуть залежати лише вiд
кута 𝜙k⊥ , у цьому виразi можна провести iнтегру-
вання по 𝑘⊥, перетворивши його в iнтегрування
по енергiї та враховуючи, що при низьких темпе-
ратурах (−𝜕�̄� (ℰ) /𝜕ℰ) веде себе як 𝛿-функцiя вiд
(ℰ − ℰF), де ℰF – енергiя Фермi. У такий спосiб
отримуємо середнє:

⟨ŝ(𝑧)⟩ = 𝜏𝑒𝐸𝑛𝑒
𝜋

𝜆SO𝐹 (𝑧)ℐ,

де 𝑛𝑒 – число електронiв на одиницю площi КЯ,
𝐹 (𝑧) ≡ 𝐹0(𝑧), а вектор

ℐ =

2𝜋∫︁
0

e (𝜃, 𝜑) 𝑓 (𝜃, 𝜑, 𝜙k⊥) cos𝜙k⊥𝑑𝜙k⊥

визначається тим, якому спiновому iнварiанту вiд-
повiдають електроннi стани, тобто фактично за-
лежить вiд конкретного вигляду введеного вище
загального спiнового iнварiанту ℐ̂gen.

Якщо спiновий стан задається iнварiантом (i),
то вектор e(k⊥) = − sin𝜙k⊥e𝑥 + cos𝜙k⊥e𝑦 i
𝑓 (k⊥) = 1, звiдки знаходимо ℐ = 𝜋e𝑦.
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Для спiнового стану, що вiдповiдає iнварiанту
(ii), коли e(k⊥) = cos𝜑e𝑥 + sin𝜑e𝑦 i 𝑓(k⊥) =
= sin(𝜑 − 𝜙k⊥), отримуємо ℐ = 𝜋(cos𝜑e𝑥 +
+ sin𝜑e𝑦) sin𝜑. Видно, що при 𝜑 = 0 вектор ℐ = 0,
а при 𝜑 = 𝜋/2 цей вектор ℐ = 𝜋e𝑦.

Вiдзначимо, що зовнiшнє електричне поле, на-
правлене по осi 𝑥, понижує симетрiю системи, а
iнварiантом залишається лише 𝑦-компонента псев-
довектора спiну, 𝜑 = 𝜋/2. Таким чином, локальна
спiнова поляризацiя носiїв у КЯ описується фор-
мулою:

⟨ŝ(𝑧)⟩ = 𝜏𝑒𝐸𝑛𝑒𝜆SO𝐹 (𝑧)e𝑦,

де 𝐹 (−𝑧) = −𝐹 (𝑧) та 𝐹 (0) = 0. Отже, електри-
чний струм у шарi КЯ iндукує спiнову поляри-
зацiю носiїв поблизу граничних поверхонь шару з
протилежною поляризацiєю на протилежних по-
верхнях, що, як зазначалося, цiлком зумовлено дi-
єю узагальненої СОВ. Це явище отримало назву
спiнового ефекту Холла та експериментально спо-
стерiгалося у структурах з подiбною геометрiєю,
наприклад, [14] (див. огляд [15]). У даному випад-
ку вiн є наслiдком виключно геометричних вла-
стивостей дослiджуваних 2D структур.

7. Висновки

Таким чином, спираючись на квантову теорiю спi-
норного поля Дiрака, в роботi знайдено узагаль-
нений оператор СОВ VSO ∼ Λ (p̂,∇𝑉 ) �̂�, що за-
дається виразами (37) та (34), який шляхом йо-
го використання у нерелятивiстському РШ забез-
печує послiдовний опис впливу СОВ на електро-
ни, що рухаються у зовнiшньому потенцiалi 𝑉 (r).
Припускається також, що останнiй теж вiдповiд-
ає певним умовам малостi у порiвняннi з власною
енергiєю електрона, що, принаймнi у задачах фiзи-
ки твердого тiла, завжди виконується. При цьому
вектор Λ (p̂,∇𝑉 ), який, власне, i визначає СОВ,
крiм загально вiдомої поправки Томаса–Френкеля,
мiстить ще й додатковий внесок (див. (16)).

Нагадаємо, що поправка Томаса–Френкеля у ве-
кторi (16) з’являється внаслiдок врахування яв-
ної залежностi нижнього (“малого”) спiнора вiд
iмпульсу, а от додатковий векторний доданок
ΛBEL (k,k

′) виникає через таку ж залежнiсть по-
правок порядку ΛSO до верхнього (“великого”) спi-
нора в електроннiй амплiтудi (бiспiнорi), що, на-
скiльки нам вiдомо, зазвичай iгнорувалося.

Надзвичайно також суттєво, що при знаходжен-
нi вектора (16) важливу роль вiдiграють спiновi
iнварiанти. Деяким з них, наприклад, операторам
спiральностi та вектора електричної спiнової поля-
ризацiї, а також оператору повного моменту кiль-
костi руху Ĵ = L + 1

2~Σ̂ та комутуючому з ним

оператору �̂� =
(︁
L̂Σ̂+ ~

)︁
𝛽 (тут L̂ – обертальний

момент), вiдповiдають вектори u𝜈 (див. (10)) без
релятивiстських поправок.

На останок сформулюємо твердження, коли но-
ва, отримана в роботi поправка, що доповнює стан-
дартну i широко використовувану СОВ, не з’яв-
ляється. Це має мiсце, якщо симетрiя потенцiалу
зберiгає якийсь з названих щойно операторiв i для
вiдповiдного спiнового стану узагальнений опера-
тор СОВ автоматично набуває вигляду поправки
Томаса–Френкеля. Коли ж симетрiя потенцiалу не
порушує збереження ще одного, тобто iншого, iн-
варiанта, то такий спiновий стан (або стани) без
урахування ΛBEL (k,k

′) в (16) буде втрачений, про
що недвозначно свiдчить приклад потенцiалу КЯ,
в якому поправка Томаса–Френкеля може описати
лише спiновий стан з розщепленням Рашби. Але
вона, як показано, не є єдино можливою, i нара-
зi можна лише сподiватися, що не тiльки доданок
Томаса–Френкеля задає усi можливi “спiновi” на-
слiдки СОВ i що узагальнене СОВ знайде своє за-
стосування.
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A.A.Eremko, L. Brizhik, V.M. Loktev

GENERALIZED SPIN-ORBIT
INTERACTION AND ITS MANIFESTATION
IN TWO-DIMENSIONAL ELECTRON SYSTEMS

Р е з ю м е

In frame of Dirac quantum field theory that describes electrons
and positrons as elementary excitations of the spinor field, the
generalized operator of the spin-orbit interaction is obtained
using non-relativistic approximation in the Hamilton operator
of the spinor field taking into account the presence of an
external potential. This operator is shown to contain a new
term in addition to the known ones. By an example of a model
potential in the form of a quantum well, it is demonstrated
that the Schrödinger equation with the generalized spin-orbit
interaction operator describes all spin states obtained directly
from the Dirac equation. The dependence of the spin-orbit
interaction on the spin states in quasi-two-dimensional systems
of electrons localized in a quantum well is analyzed. It is
demonstrated that the electric current in the quantum well
layer induces the spin polarization of charge carriers near the
boundary surfaces of the layer, with the polarization of the
charge carriers being opposite at the different surfaces. This
phenomenon appears due to the spin-orbit interaction and
is known as the spin Hall effect, which was observed experi-
mentally in heterostructures with the corresponding geometry.
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