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КIНЕТИЧНА МОДЕЛЬ
КОМПАКТИЗАЦIЇ ГРАНУЛЬОВАНИХ МАТЕРIАЛIВУДК 538.9:539.215

Для моделi твердих сфер, яка задовольняє рiвняння стану Карнахана–Старлiнга, сфор-
мульовано просте кiнетичне рiвняння, яке описує релаксацiю фактора компактизацiї до
асимптотичного квазiстацiонарного стану. Користуючись пiдходом Ландау знайденi
аналiтичнi розв’язки моделi, якi описують однорiдну релаксацiю вiдповiдно визначеного
параметра впорядкування у послiдовнiй кусково-безперервнiй низцi iнтервалiв значень
параметра впакування. Характерний час релаксацiї ступеня впорядкування визначено
в термiнах параметрiв моделi. Показано, що задовiльний опис компактизацiї може
бути здiйснений за допомогою моделi фракцiйної кiнетики, яка у вiдповiдних границях
вiдтворює вiдомi асимптотичнi закони релаксацiї. Отриманi результати добре узго-
джуються iз даними експериментiв, в яких безпосередньо вимiрюється компактизацiя
гранульованих матерiалiв пiд впливом зовнiшнiх збурень.
К люч о в i с л о в а: гранульованi матерiали, компактизацiя, параметр впорядкування.

1. Вступ

Гранульованi матерiали є конгломерацiями вели-
кої кiлькостi мiкрочастинок, якi взаємодiють мiж
собою лише шляхом вiдштовхування, внаслiдок
яких вони втрачають частку енергiї. Фiзичнi вла-
стивостi, якi показують такi системи пiд впливом
зовнiшнiх збурень, створюють вагомий сектор су-
часних як теоретичних, так i експериментальних
дослiджень [1–4].

Так, компактизацiя гранульованих матерiалiв
пiд впливом зовнiшнiх струсiв, яка має безпосере-
днє ефективне практичне застосування, детально
вивчалася у низцi робiт (див., наприклад, [5–12]).
Експериментально встановлено, що кiнетична фа-
зова дiаграма, яка описує компактизацiю, показує
асимптотичне насичення до квазiрiвноважних ста-
нiв, якi вiдповiдають максимальнiй (або такi, що
близькi до неї) щiльностi впакування. У загально-
му випадку найпростiших систем (твердих кульок)
закон релаксацiї iз достатньою точнiстю вiдтво-
рює вiдомий однорiдний сценарiй Колмогорова–
Фогеля–Фулчера [6, 7]. Теоретичнi пiдходи до опи-
су кiнетики впакування, серед яких достатньо вка-
зати кiнетичну модель вiльного об’єму [7–9, 11, 12]
в цiлому, задовiльно описують асимптотичну по-
ведiнку вiдповiдного параметра впорядкування.
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Водночас, для параметризацiї експериментальних
даних бракує пiдходiв, якi враховували б матерi-
альнi спiввiдношення, якi належать до фiзичної
природи та конструкцiї системи, яка розглядає-
ться. У запропонованiй роботi ми зосередимо ува-
гу на вивченнi саме деяких аспектiв, якi належать
саме до цього останнього питання.

Як було показано у роботi [5], навiть мiнiмаль-
на деталiзацiя в описi структури систем iз скла-
дною внутрiшньою морфологiєю (якими як раз i є
гранульованi матерiали) приводить до формулю-
вання рiвняння стану у виглядi диференцiального
рiвняння Абеля, яке не iнтегрується в квадратурах
i припускає розв’язки лише в окремих визначених
iнтервалах значень параметра впакування.

В данiй роботi буде розглянуто систему твердих
сфер, яка задовольняє рiвняння стану Карнахана–
Старлiнга [13], що формулюється у термiнах па-
раметрiв компактизацiї. Просте кiнетичне рiвнян-
ня для вiдповiдно визначеного параметра впоряд-
кування буде проаналiзоване за допомогою пiд-
ходу Ландау [14, 15]. В рамках запропоновано-
го пiдходу буде проаналiзовано вплив параметрiв
(зокрема – компактизацiї), якi визначають стан
системи та її кiнетику, на характернi часи ре-
лаксацiї системи до асимптотичного квазiстацiо-
нарного стану [8, 16]. На цьому шляху наближен-
ня до квазiстацiонарного стану вiдбувається шля-
хом кусково-неперервних однорiдних релаксацiй-
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них циклiв, якi заповнюють повний iнтервал впа-
кувальної фракцiї.

2. Вiльна енергiя для моделi
твердих кульок Карнахана–Старлiнга

Рiвняння стану Карнахана–Старлiнга для твердих
сфер має вигляд [13]:

𝑃𝑉 = 𝑁𝑘𝑇
1 + 𝜂 + 𝜂2 − 𝜂3

(1− 𝜂)3
, (1)

де 𝑃 – тиск, 𝑉 – об’єм, 𝑁 – кiлькiсть частинок,
𝑘𝑇 – добуток, який, покладемо, нехай визначає
масштаб енергiї частинок, 𝜂 = 1

6𝜋𝜎
3𝑁
𝑉 – параметр

компактизацiї, 𝜎 – дiаметр частинок.
Користуючись спiввiдношенням для визначення

тиску 𝑃 = −
(︀
𝜕𝐹
𝜕𝑉

)︀
𝑇
, енергiю 𝐹 , яка вiдповiдає (1),

в термiнах параметра 𝜂, отримуємо у такому ви-
глядi:

𝐹 = 𝑁𝑘𝑇

(︂
3− 2𝜂

(1− 𝜂)2
− 3− 2𝜂1

(1− 𝜂1)2
+ ln

𝜂

𝜂1

)︂
, (2)

де 𝜂, 𝜂1 – вiдповiдно, поточне та початкове значе-
ння параметра компактизацiї. У граничному ви-
падку, коли розмiри частинок прямують до нуля,
iз (2) випливає вiдоме спiввiдношення для енергiї
iдеального газу:

𝐹 = −𝑁𝑘𝑇 ln
𝑉

𝑉1
.

Експериментальнi спостереження [7] показують,
що система асимптотично насичується (шляхом
впакування) до деякого граничного квазiстацiо-
нарного стану (див. рисунок).

Для дослiдження процесу релаксацiї системи по-
близу насиченого стану введемо параметр впоряд-
кування за таким правилом:

𝜑(𝑡) =
𝜂∞ − 𝜂(𝑡)

𝜂∞ − 𝜂1
, (3)

де 𝜑(0) = 1 – вiдповiдає початковому, а 𝜑(∞) =
= 0 – вiдповiдає асимптотичному квазiстацiонар-
ному станам системи. Надане вище визначення па-
раметра впорядкування дозволяє у подальшому
скористатися пiдходом Ландау [14] у описi рела-
ксацiї поля впорядкування у околi асимптотичного
стацiонарного стану.

Експериментальна залежнiсть (∘) впакування (𝜂−𝜂1) у гра-
нульованiй системi [7], де 𝑛 – кiлькiсть струсiв; апрокси-
мацiя експериментальних даних за законом оберненого ло-
гарифма (крапка-тире) [7] та кусково-безперервна (суцiль-
нi лiнiї) з використанням отриманого тут простого експо-
ненцiального закону релаксацiї (12). Данi експерименту [7]:
𝜂1 = 0,56, 𝜂∞ = 0,591

Вiльну енергiю 𝐹 , яка дається спiввiдношенням
(2) (i не враховує флуктуацiйнi ефекти), як фун-
кцiю параметра 𝜑 перепишемо у такому виглядi:

𝐹 (𝜑)

𝑁𝑘𝑇
=

3− 2𝜂∞ + 2(𝜂∞ − 𝜂1)𝜑

(1− 𝜂∞ + (𝜂∞ − 𝜂1)𝜑)2
− 3− 2𝜂1

(1− 𝜂1)2
+

+ ln
𝜂∞ − (𝜂∞ − 𝜂1)𝜑

𝜂1
. (4)

Розкладаючи 𝐹 (𝜑) у степеневий ряд:

𝐹 (𝜑)

𝑁𝑘𝑇
= 𝐴0 +𝐴𝜑+𝐵𝜑2 + 𝐶𝜑3 +𝐷𝜑4 + ..., (5)

i користуючись (4), (5), отримуємо рiвняння

𝐹 (𝜑)

𝑁𝑘𝑇
= 𝐴0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜑𝑘(𝜂∞ − 𝜂1)
𝑘 ×

×
[︂
(3 + 𝑘)− 2𝜂∞
(1− 𝜂∞)𝑘+2

(−1)𝑘 − 1

𝑘𝜂𝑘∞

]︂
, (6)

де 𝐴0 = ln 𝜂∞
𝜂1

+ 3−2𝜂∞
(1−𝜂∞)2 −

3−2𝜂1

(1−𝜂1)2
. Можна показати,

що сума у виразi (6) безпосередньо не залежить
вiд початкового значення впакування 𝜂1 твердих
сфер. Сказане вище свiдчить про можливiсть пе-
реходу системи, шляхом впакування до одного i
того ж асимптотичного квазiстацiонарного стану
починаючи з рiзних початкових станiв.
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3. Кiнетичне рiвняння

Запишемо кiнетичне рiвняння для параметра впо-
рядкування 𝜑 у такому виглядi:

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= −Γ

𝛿𝐹

𝛿𝜑
, (7)

де Γ – кiнетичний коефiцiєнт.
Аналiз отриманого для 𝐹 виразу показує, що

функцiї, отриманi обмеженням ряду (6) з ураху-
ванням внескiв до квадратичного степеня вклю-
чно, мають у фiзичнiй областi значень параметра
впакування 𝜂 один екстремум (а саме мiнiмум). У
околi таких станiв можна очiкувати сповiльнення
процесiв релаксацiї модельної системи. Розгляне-
мо у ролi прикладу рiвняння (7) з урахуванням
ряду (6), обмеженого врахуванням до квадрати-
чного внеску включно.

Вiдповiдне кiнетичне рiвняння у визначенному
вище наближеннi набуває вигляду

𝜕𝜑

𝜕𝜏
= 𝛼− 𝛽𝜑, (8)

де 𝛼 = −𝐴, 𝛽 = 2𝐵, 𝜏 = 𝑡 · (Γ𝑁𝑘𝑇 ).
Рiвняння (8) має тривiальний розв’язок:

𝜑 =
𝛼

𝛽
+

(︂
1− 𝛼

𝛽

)︂
𝑒−𝛽𝜏 . (9)

Пiдстановка (3) до (9) дає

𝜂(𝜏) = 𝜂1 + (𝜂𝑐 − 𝜂1)
(︁
1− 𝑒−𝜏/𝜏0

)︁
, (10)

де 𝜏0 = 𝛽−1 – характерний час релаксацiї,

𝜂𝑐 = 𝜂∞ − (𝜂∞ − 𝜂1)
𝛼

𝛽
. (11)

Звернемо увагу на самоузгоджене (в рамках моде-
лi) визначення величин 𝜂𝑐.

Рiвняння (10) показує, що характер релаксацiї,
який описує вище побудована спрощена модель,
задовольняє однорiдний сценарiй Колмогорова–
Фогеля–Фулчера [7].

Положення мiнiмумiв
залежно вiд рангу полiнома 𝐹 (𝜂)

𝑁 2 4 6 8 10 12 → ∞

𝜂𝑐 0,647 0,620 0,602 0,589 0,579 0,570 0,48

4. Загальнi риси
релаксацiї параметра компактизацiї

Як випливає з визначення 𝜏0 (див. (8)–(10)), iз ура-
хуванням виразiв (8), (5) та (6), випливає: 𝜏0 v
v (𝜂∞ − 𝜂1)

−2. Тобто, iз збiльшенням початкового
впакування системи (𝜂1 → 𝜂∞), характерний час
релаксацiї 𝜏0 зростає, помiтно уповiльнюючи про-
цес ущiльнення.

Iз спiввiдношення (10) можна бачити, що пара-
метр впакування 𝜂(𝜏) асимптотично прямує до ви-
значеного значення 𝜂𝑐, величина якого дорiвнює
0,647. Вiдхилення значення 𝜂𝑐 вiд 𝜂∞ = 0,74 по-
в’язане з обмеженнями при завданнi функцiї 𝐹 за
рахунок обривання степеневого ряду на квадрати-
чному доданку. Врахування у 𝐹 внескiв до 4-го
ступеня включно, веде до формулювання нелiнiй-
ного рiвняння, розв’язок якого, у першому набли-
женнi також, як i у випадку лiнiйного рiвняння,
показує асимптотичне наближення до впакування
𝜂𝑐, величина якого дорiвнює 0,62. Врахування у (7)
доданкiв до третього порядку включно, дозволяє
сформулювати кiнетичне диференцiальне рiвнян-
ня з квадратичною нелiнiйнiстю.

Вище визначенi нелiнiйнi рiвняння можуть бути
розв’язанi у лiнiйному наближеннi. Остання про-
цедура веде до появи поправок (уточнень) в вира-
зах для 𝛼, 𝛽, 𝜂𝑐.

Отриманi результати показують, що в рамках
запропанованої моделi впакування вiдбувається за
немонотонним сценарiєм. Використання у кiнети-
чному рiвняннi (7) полiномiв з парними степеня-
ми, показують, що iснують певнi значення впаку-
вання 𝜂𝑐, поблизу яких система наближується до
асимптотичного квазiстацiонарного стану.

Використання полiномiв з непарним степенем у
кiнетичному рiвняннi (7), не дає розв’язкiв з на-
сиченням впакування системи до асимптотичних
станiв та добре апроксимуються лiнiйними фун-
кцiями.

Останнє пов’язано з наявнiстю мiнiмуму у полi-
номiв парного степеня та вiдсутнiстю його у по-
лiномiв непарного степеня у фiзичнiй (для впаку-
вання твердих сфер) областi. Положення мiнiму-
мiв у залежностi вiд розмiру полiнома показанi у
таблицi.

Значення 𝜂𝑐 = 0,647, яке було розраховано за
формулою (11) з використанням у ролi максималь-
но можливого впакування величини 𝜂𝑚 = 0,74,

256 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 3



Кiнетична модель компактизацiї гранульованих матерiалiв

знаходиться у межах вiдомого для твердих сфер
значення 𝜂RCP (random close packing) вiд 0,63 до
0,65. Зауважимо, що рiвняння стану Карнахана–
Старлiнга, яким ми скористалися для отримання
цього результату не враховує деяких присутнiх у
реальнiй гранульованiй системi чинникiв: таких як
дисипацiю енергiї, вiдхилення вiд сферичностi ча-
стинок та стан їх поверхнi, дисперсiю розмiрiв,
iнтенсивнiсть та тип збурення системи, а також
наявнiсть зовнiшнiх полiв (наприклад, тяжiння).
Вкажемо, що у багатьох експериментах асимпто-
тичнi значення впакування гранульованих матерi-
алiв мають рiзнi значення [7, 17–22].

Таким чином, наближено для використання от-
риманого результату (10) з метою параметризацiї
експериментальних даних, можна замiнити розра-
ховане критичне значення впакування 𝜂𝑐 на асим-
птотичне 𝜂∞, яке, наприклад, спостерiгається екс-
периментально. З урахуванням вище зроблених за-
уважень, простий експоненцiальний закон рела-
ксацiї може бути надано у такому виглядi [1]:

𝜂(𝜏) = 𝜂1 + (𝜂∞ − 𝜂1)
(︁
1− 𝑒−𝜏/𝜏0

)︁
. (12)

Як можна бачити з рисунка, кусково-безперерв-
на апроксимацiя експериментальних даних експо-
ненцiальними законами релаксацiї параметра впа-
кування (𝜂) з характерними часами (𝜏0), що вiдрi-
зняються один вiд одного майже на порядок при
переходi мiж сусiднiми дiлянками кiнетичної фун-
кцiї впакування, задовiльно дозволяє описати екс-
перимент за допомогою характерних дiлянок [23].
Останнiй результат свiдчить про немонотонний
(нелiнiйний) характер релаксацiї. Серед розв’язкiв
нелiнiйних кiнетичних рiвнянь, якi описують ре-
лаксацiю параметра впакування, можна вказати,
наприклад, так званий стретч-експоненцiальний
розв’язок [7]:

𝜂(𝜏) = 𝜂1 + (𝜂∞ − 𝜂1)
(︁
1− 𝑒−[𝜏/𝜏0]

𝛼
)︁

(13)

та обернений логарифм [1]:

𝜂(𝜏) = 𝜂∞ − 𝜂∞ − 𝜂1
1 +𝐵 ln (1 + 𝜏/𝜏0)

(14)

(див. рисунок), якi, як правило, використовую-
ться для параметризацiї вiдповiдних експеримен-
тiв. Одним з адекватних методiв є застосування

моделi фракцiйної кiнетики до опису процесу рела-
ксацiї до асимптотичного квазiстацiонарного ста-
ну. Результат розв’язку вiдповiдного кiнетичного
рiвняння для поля впакування, в такому пiдходi,
має такий вигляд [22]:

𝜂 = 𝜂∞ −Δ𝜂𝐸𝛼

(︂
−
(︂
𝑡

𝜏

)︂𝛼)︂
, (15)

де Δ𝜂 = 𝜂∞ − 𝜂1; 𝐸𝛼 – функцiя Мiттаг–Леффлера
порядку 𝛼, 0 < 𝛼 < 1; 𝜂∞ та 𝜂1, вiдповiдно, па-
раметр впакування у асимптотичному квазiстацiо-
нарному станi (поблизу якого вiдбувалося розкла-
дання функцiонала вiльної енергiї) та параметр
впакування у початковому станi; 𝜏 = 𝑘Γ; Γ – па-
раметр збудження; 𝑘 – матерiальна стала.

Асимптотично, коли (𝛼 → 1), розв’язок (15) пе-
ретворюється на простий експоненцiальний закон
релаксацiї (12):

𝛼 → 1;=⇒ 𝐸𝛼

(︂
−
(︂
𝑡

𝜏

)︂𝛼)︂
→ exp

(︂
− 𝑡

𝜏

)︂
, (16)

який вiдповiдає кiнетичному сценарiю релаксацiї
Ландау–Гiнзбурга у линiйному наближеннi, який
було описано вище. У випадку, коли показник
𝛼 прямує до нуля асимптотика функцiї Мiттаг–
Леффлера змiнюється на логарифмiчну i описує,
як вже згадувалося, закон релаксацiї повiльної
компактизацiї, який спостерiгається в експеримен-
тах з впакування гранульованих матерiалiв [1].
Отриманi результати показують, що впакування
та властивостi мобiльностi в гранульованих (по-
ристих) матерiалах цiлком вписуються у сцена-
рiй фракцiйної (дробової) кiнетики, а сам про-
цес є неоднорiдним i суттєво залежить вiд iнтер-
валу значень впакувальної фракцiї, в якому вiн
здiйснюється.

5. Висновки

Отриманi результати свiдчать про можливiсть
формального застосування методiв статистичної
фiзики до опису окремих явищ у мiкромеханiчних
багаточастинкових системах (зокрема, компакти-
зацiї гранульованих матерiалiв, якi є суто динамi-
чними дисипативними системами) поблизу асим-
птотичних квазiстацiонарних станiв.

Також проаналiзованi можливостi використан-
ня моделi фракцiйної кiнетики у застосуваннi до
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опису релаксацiї параметра компактизацiї, яка є
бiльш загальною у випадку неоднорiдного розпо-
дiлу щiльностi.
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КИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПАКОВКИ
В ГРАНУЛИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ

Р е з ю м е

Для модели твердых сфер Карнахана–Старлинга сформу-
лировано кинетическое уравнение, описывающее релакса-
цию упаковки (компактизации). С помощью определения
параметра порядка используя подход Ландау найдены ана-
литические и численные решения модели. Характерное вре-
мя релаксации параметра порядка определено в терминах
материальных постоянных и кинетических коэффициен-
тов. Полученные результаты хорошо согласуются с экспе-
риментами, в которых непосредственно измеряется компа-
ктизация гранулированных материалов под воздействием
внешних возмущений. Показано, что наблюдаемые режи-
мы релаксации упаковки удовлетворяют асимптотическим
сценариям фракционной кинетики.

O.I.Gerasymov, A.Ya. Spivak

KINETIC MODEL OF COMPACTION
IN GRANULAR MATERIALS

S u m m a r y

A simple kinetic equation describing the process of compaction

relaxation to the asymptotic quasistationary state and satis-

fying the Carnahan–Starling equation of state has been for-

mulated for the hard sphere model. In the framework of the

Landau approach, we obtain the corresponding analytical so-

lutions, which describe the homogeneous relaxation of the rel-

evant order parameter in a sequential piecewise continuous se-

ries of intervals for the packing parameter. The characteristic

relaxation time of the order parameter is found as a function of

the model parameters. It is shown that the compaction can be

satisfactorily described using the model of fractional kinetics,

which reproduces the well-known asymptotic dependences in

the corresponding limits. The results obtained agree well with

the data of measurements concerning the compaction in gran-

ular materials under the action of external perturbations.
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