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АНАЛIТИЧНИЙ ОПИС КРИТИЧНОЇ
ПОВЕДIНКИ ТРИВИМIРНОГО ОДНОВIСНОГО
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З ВИДIЛЕННЯМ СИСТЕМИ ВIДЛIКУУДК 538.9, 537.611.2

Роботу присвячено теоретичному вивченню критичної поведiнки систем класу унiвер-
сальностi тривимiрної моделi Iзинга. Тривимiрна iзингоподiбна система з експонен-
цiйно спадним потенцiалом взаємодiї дослiджується в методi колективних змiнних
за наявностi однорiдного зовнiшнього поля. Характерною особливiстю розрахунку ста-
тистичної суми та вiльної енергiї одновiсного магнетика є видiлення системи вiдлi-
ку. Роль останньої вiдiграє гамiльтонiан молекулярного поля. Метод опису критичної
поведiнки з видiленою системою вiдлiку розвинуто на основi негаусового (четвiрного)
розподiлу флуктуацiй параметра порядку (моделi 𝜌4).

К люч о в i с л о в а: модель Iзинга, критична поведiнка, система вiдлiку, негаусовi розпо-
дiли, вiльна енергiя.

1. Вступ

Об’єктом дослiдження даної статтi є поведiнка
тривимiрних iзингоподiбних систем в околi крити-
чної точки.

При розрахунку статистичної суми моделi Iзин-
га, подiбно до вивчення критичної поведiнки флюї-
дних систем [1], видiляється система вiдлiку. Оста-
ння є деякою iдеалiзованою фiзичною системою,
яка описує найбiльш загальнi риси дослiджуваної
системи i є достатньо простою. Вона не претен-
дує на повний опис явища, в той самий час до-
пускає точний (або достатньо загальний) розв’я-
зок. Для флюїдiв прикладом такої системи є су-
купнiсть пружних кульок. Для моделi Iзинга в ро-
лi системи вiдлiку пропонується використати мо-
дельну систему з гамiльтонiаном середнього поля.
Iдея такого пiдходу була запропонована в моногра-
фiї [2], де було отримано складне рiвняння для са-
моузгодженого поля, з точнiстю до четвертого вi-
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рiального коефiцiєнта. Однак у критичнiй областi
в кожному iз вiрiальних коефiцiєнтiв виникають
розбiжнi iнтеграли, що є наслiдком використання
гаусового базисного розподiлу.

Метою даної роботи є побудова методу опису
критичної поведiнки, де гамiльтонiан самоузго-
дженого поля використовується в ролi системи вiд-
лiку, а розрахунок статистичної суми виконується
з використанням негаусових розподiлiв флуктуа-
цiй параметра порядку.

Розвинутий у статтi мiкроскопiчний опис кри-
тичної поведiнки iзингоподiбних систем може бути
застосований для побудови теорiї критичних явищ
у рiзноманiтних тривимiрних системах. Теорети-
чний опис критичної поведiнки реальних систем на
певному етапi розрахунку зводиться до опису фа-
зового переходу в деякiй моделi [3]. Розвиток мето-
ду розрахунку основних термодинамiчних та стру-
ктурних характеристик одної iз базових моделей
фазового переходу – тривимiрної моделi Iзинга –
вiдкриває шлях до опису складнiших фiзичних си-
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стем. Тому максимально повний розв’язок триви-
мiрної iзингоподiбної системи є ключем до опису
критичної поведiнки багатьох фiзичних об’єктiв.

Запропонована у данiй роботi методика дослiд-
жень може знайти використання, зокрема, при
вивченнi кристалiв з сильно анiзотропними взає-
модiями, магнiтнi моменти молекул яких можна
вважати направленими тiльки “вверх” або “вниз”
(наприклад, FeCl2, FeCO3) [4]. Прикладами iзин-
гових (анiзотропних) феромагнетикiв також слу-
жать деякi рiдкоземельнi гiдроокиси R(OH)3 (такi
як Tb(OH)3, Dy(OH)3, Ho(OH)3) та рiдкоземельнi
лiтiєвi фториди LiRF4 (LiTbF4, LiHoF4) [5]. При-
кладами iзингових антиферомагнетикiв є рiдкозе-
мельнi ортоалюмiнати DyAlO3, TbAlO3, рiдкозе-
мельнi алюмiнати-гранати Dy3Al5O12, Tb3Al5O12.
Модель Iзинга i реальнi магнiтнi матерiали забез-
печують зручну можливiсть взаємовигiдної взає-
модiї теорiї та експерименту [6].

2. Система вiдлiку

Розрахуємо статистичну суму системи iз гамiльто-
нiаном

𝐻 = −1

2

∑︁
i,j

Φ(𝑟ij)𝜎i𝜎j −ℋ
∑︁
l

𝜎l. (1)

Тут 𝜎i = ±1 – спiнова змiнна, Φ(𝑟ij) =
= 𝐴 exp(−𝑟ij/𝑏) – експоненцiйно спадний по-
тенцiал взаємодiї, де 𝐴, 𝑏 – сталi, 𝑟ij – вiдстань
мiж частинками. Пiдсумовування в (1) ведеться за
вузлами простої кубiчної ґратки з перiодом 𝑐, ℋ –
зовнiшнє поле. Завдання полягає в розрахунку
статистичної суми

𝑍 = Sp 𝑒−𝛽𝐻 (2)

та вiльної енергiї

𝐹 (𝑇,ℋ) = −𝑘𝑇 ln𝑍(𝑇,ℋ). (3)

Тут 𝛽 = (𝑘𝑇 )−1 – обернена температура. Розраху-
нок (2) будемо здiйснювати в просторi колектив-
них змiнних (КЗ), побудованих на операторах

𝜌k=
1√
𝑁

∑︁
l

𝜎l𝑒
−𝑖kl, 𝜌0 =

1√
𝑁

∑︁
l

𝜎l,

(𝜌0)
2=

1

𝑁

(︃∑︁
l

𝜎l

)︃2
,

де 𝑁 – число частинок у системi. Запишемо вираз
(2) в представленнi КЗ:

𝑍 = Sp

{︂∫︁
(𝑑𝜌)𝑁𝑒

1
2

∑︀
k∈ℬ

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k+ℎ
∑︀
l

𝜎l

×

×
∏︁
k∈ℬ

𝛿(𝜌k − 𝜌k)

}︂
. (4)

Тут ℎ = 𝛽ℋ, 𝜌k – колективна змiнна, означена в
[2], Φ(𝑘) – фур’є-образ потенцiалу взаємодiї, а пiд
знаком добутку маємо дельта-функцiї. Пiдсумову-
вання вiдбувається за хвильовими векторами, що
належать до першої зони Брiллюена

ℬ
{︁
k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧)|𝑘𝑖 = −𝜋

𝑐
+

𝜋

𝑐

𝑛𝑖

𝑁𝑖
;

𝑛𝑖 = 1, 2, ..., 2𝑁𝑖, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧
}︁
, (5)

де величини 𝑁𝑖 визначають загальне число части-
нок 𝑁 = 𝑁𝑥𝑁𝑦𝑁𝑧.

Видiлимо в (4) доданок 1
2𝛽Φ(0)𝜌

2
0 та замiнимо

його виразом

1

2
𝛽Φ(0)

1

𝑁

(︃∑︁
l

𝜎l

)︃2
.

Така операцiя справедлива, оскiльки пiд знаком
iнтеграла в (4) присутня дельта-функцiя 𝛿(𝜌0−𝜌0),
яка дає змогу здiйснювати взаємозамiну змiнної 𝜌0
та оператора 𝜌0. В результатi такої операцiї вираз
(4) набуває вигляду

𝑍 =

∫︁
(𝑑𝜌)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

𝐽𝑅𝑆(𝜌), (6)

при цьому

𝐽𝑅𝑆(𝜌) = Sp

{︂
𝑒

𝛽Φ(0)
2𝑁

(︂∑︀
l

𝜎l

)︂2

+ℎ
∑︀
l

𝜎l ∏︁
k∈ℬ

𝛿(𝜌k−𝜌k)

}︂
. (7)

Розрахуємо явний вигляд (7). Для цього скориста-
ємося iнтегральним представленням

∏︁
k∈ℬ

𝛿(𝜌k − 𝜌k) =

∫︁
(𝑑𝜔)𝑁 exp

[︂
2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

(𝜌k − 𝜌k)𝜔k

]︂
,

(8)

де змiннi 𝜔k є спряженими до КЗ 𝜌k. Пiдставивши
(8) в (7), знаходимо

𝐽𝑅𝑆(𝜌) =

∫︁
(𝑑𝜔)𝑁𝑒

2𝜋𝑖
∑︀
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

×
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×Sp

{︂
𝑒

𝛽Φ(0)
2𝑁

(︂∑︀
l

𝜎l

)︂2

+ℎ
∑︀
l

𝜎l

𝑒
−2𝜋𝑖

∑︀
k∈ℬ

𝜔k𝜌k
}︂
. (9)

Покладемо у виразi (6) Φ(𝑘) = 0 при 𝑘 ̸= 0 i
позначимо вiдповiдну цiй умовi статистичну суму
через 𝑍𝑅𝑆 . Приходимо до вiдомого спiввiдношення
для статистичної суми в наближеннi молекулярно-
го поля:

𝑍𝑅𝑆 = Sp

{︂
exp

[︂
𝛽Φ(0)

2𝑁

∑︁
l,l′

𝜎l𝜎l′ + ℎ
∑︁
l

𝜎l

]︂}︂
. (10)

Вiльна енергiя, що вiдповiдає (10), набуває вигля-
ду [4]

𝐹 = −𝑘𝑇𝑁

{︂
1

2
ln

4

1−𝑀2

}︂
+

1

2
Φ(0)𝑀2. (11)

Намагнiченiсть на один вузол 𝑀 в цьому набли-
женнi задається виразом

𝑀 = tanh [(Φ(0)𝑀 +ℋ)𝛽], (12)

який вперше було отримано в [7]. Легко бачити,
що при ℋ = 0 маємо рiзнi розв’язки для 𝑀 при
𝑇 > 𝑇CM та 𝑇 < 𝑇CM, де 𝑇CM – температура фазо-
вого переходу в наближеннi молекулярного поля
𝑇CM = Φ(0)/𝑘. Вiдмiнний вiд нуля параметр по-
рядку iснує лише при 𝑇 < 𝑇CM. Вiдповiдно до (12)
можна записати вiдоме спiввiдношення

ℋ = −Φ(0)𝑀 + 𝑘𝑇 arctanh𝑀. (13)

Повернемося до виразу (6), де видiлена система
вiдлiку i не виконано жодних наближень. Скори-
стаємося вiдомою тотожнiстю

𝑒
1
2𝛽Φ(0) 1

𝑁

(︂∑︀
l

𝜎l

)︂2

=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
×

×
∞∫︁

−∞

exp

(︃
− 𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)
+ 𝜙

∑︁
l

𝜎l

)︃
𝑑𝜙, (14)

яка має мiсце при Φ(0) > 0. Тодi статистична сума
системи зобразиться у виглядi

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2 ∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)

∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁×

× exp

(︂
1

2

∑︁
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k + 2𝜋𝑖
∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

)︂
×

×Sp

{︂
𝑒
(ℎ+𝜙)

∑︀
l

𝜎l−2𝜋𝑖
∑︀
k∈ℬ

𝜔k
1√
𝑁

𝑁∑︀
l=1

𝜎l𝑒
−𝑖kl}︂

. (15)

Виконуючи операцiю Sp, знаходимо шукане пред-
ставлення для статистичної суми в представленнi
КЗ з видiленою системою вiдлiку:

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

𝑒
2𝜋𝑖

∑︀
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

𝐽CM(𝜔).

(16)
Тут введено позначення

𝐽CM(𝜔) = exp

[︂∑︁
l

ln cosh (𝜙+ ℎ− 2𝜋𝑖𝜔l)

]︂
, (17)

де

𝜔l =
1√
𝑁

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝑒
−𝑖kl. (18)

Вираз (17) можна подати у формi кумулянтного
розкладу

𝐽CM(𝜔) = exp

(︂∑︁
𝑛≥0

𝐷(𝜔)

)︂
. (19)

Тут

𝐷𝑛(𝜔)=
(−2𝜋𝑖)𝑛

𝑛!

ℳ𝑛(ℎ, 𝜙)

𝑁𝑛/2−1
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛
k𝑖∈ℬ

𝜔k1
... 𝜔k𝑛

𝛿k1+...+k𝑛
, (20)

а 𝛿k1+...+k𝑛
– символ Кронекера. Для кумулянтiв

ℳ𝑛(ℎ, 𝜙) маємо вирази

ℳ0= ln cosh(𝜙+ ℎ), ℳ1 = tanh(𝜙+ ℎ),

ℳ2= 1−ℳ2
1, ℳ3 = −2ℳ1ℳ2,

ℳ4= −2ℳ2 + 4ℳ2
1ℳ2,

ℳ5= 16ℳ1ℳ2
2 − 8ℳ3

1ℳ2,

ℳ6= 16ℳ2
2 − 88ℳ2

1ℳ2
2 + 16ℳ4

1ℳ2, ... .

(21)

Вираз (16), де 𝐽CM задане в (19)–(21), є осно-
вою для подальших розрахункiв. Кумулянти ℳ𝑛

iз (21) залежать вiд величини зовнiшнього поля ℋ
та деякого внутрiшнього поля 𝜙.
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Для з’ясування природи поля 𝜙 покладемо
𝛽Φ(𝑘) = 0 для всiх 𝑘 ̸= 0, що має мiсце при нехту-
ваннi внесками багаточастинкових взаємодiй. Тодi
з використанням (16) та

𝐽CM(𝜔) = 𝐽CM(0) = 𝑒𝑁 ln cosh(ℎ+𝜙) (22)

знаходимо вiдповiдний вираз для статистичної су-
ми:

𝑍0=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)
+𝑁 ln cosh(ℎ+𝜙)𝑑𝜙.

(23)

Скориставшись iз методу перевалу, отримаємо
вiльну енергiю

𝐹0 = −𝑘𝑇𝑁

[︂
− 𝜙2

2𝛽Φ(0)
+ ln cosh(ℎ+ 𝜙)

]︂
, (24)

де величина 𝜙 визначається iз рiвняння

𝜙 = 𝛽Φ(0) tanh(ℎ+ 𝜙). (25)

Порiвнюючи (25) iз (12), знаходимо

𝜙 = 𝛽Φ(0)𝑀. (26)

Таким чином, середнє значення внутрiшнього по-
ля 𝜙 пов’язане iз параметром порядку. Однак, на
вiдмiну вiд “введення” внутрiшнього поля в мето-
дi молекулярного поля, даний пiдхiд приводить до
виразу (23), який передбачає процедуру iнтегрува-
ння за всiма можливими полями 𝜙 з певною фун-
кцiєю розподiлу.

У загальному випадку величина 𝛽Φ(𝑘) є вiдмiн-
ною вiд нуля i саме це веде до впливу багаточа-
стинкових взаємодiй на формування фiзичних ве-
личин поблизу точки фазового переходу другого
роду. Для статистичної суми маємо представлен-
ня (16), де величина 𝐽CM(𝜔) задана виразом (19),
в якому присутнi як парнi, так i непарнi кумулян-
ти, якi, в свою чергу, є функцiями зовнiшнього ℎ
та внутрiшнього 𝜙 полiв.

3. Частковi представлення статистичної
суми з видiленою системою вiдлiку

Функцiональне представлення статистичної суми
(16) є достатньо складним з точки зору подаль-
шого iнтегрування за змiнною 𝜙 та визначення

залежностi вiд зовнiшнього поля ℎ, оскiльки ко-
жна з цих величин входить до складу кумулянтiв
ℳ𝑛(ℎ, 𝜙). Тому повернемося до виразу (15) i пода-
мо його у виглядi

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2 ∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)

∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁 ×

× 𝑒
1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

𝑒
ℎ
√
𝑁𝜌0+2𝜋𝑖

∑︀
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

×

×Sp

{︃
𝑒
𝜙
∑︀
l

𝜎l

exp

(︃
−2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

𝜔k
1√
𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜎l𝑒
−𝑖kl

)︃}︃
.

(27)

В порiвняннi з (15), експонента exp (ℎ
∑︀

l 𝜎l) вине-
сена в (27) з-пiд знака Sp, оскiльки пiд iнтегралом
є множник 𝛿(𝜌0 − 𝜌0), що дозволяє замiнити опе-
ратор 𝜌0 на змiнну 𝜌0. В результатi такої операцiї
для статистичної суми отримуємо

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

×

× exp

(︃
ℎ
√
𝑁𝜌0 + 2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

)︃
𝐽𝜙(𝜔), (28)

де

𝐽𝜙(𝜔) = exp

[︂∑︁
𝑛≥0

(−2𝜋𝑖)𝑛

𝑛!

ℳ𝑛(𝜙)

𝑁𝑛/2−1
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛
k𝑖∈ℬ

𝜔k1
... 𝜔k𝑛

𝛿k1+...+k𝑛

]︂
. (29)

Кумулянти ℳ𝑛(𝜙), на вiдмiну вiд (21), зале-
жать лише вiд внутрiшнього поля 𝜙, а залежнiсть
вiд зовнiшнього поля присутня лише в доданку
ℎ
√
𝑁𝜌0 показника експоненти пiдiнтегрального ви-

разу (28). Тут

ℳ0(𝜙)= ln cosh𝜙, ℳ1(𝜙) = tanh𝜙 ≡ 𝑥𝜙,

ℳ2(𝜙)= 1− 𝑥2
𝜙 ≡ 𝑦𝜙, ℳ3(𝜙) = −2𝑥𝜙𝑦𝜙,

ℳ4(𝜙)= −2𝑦𝜙 + 4𝑥2
𝜙𝑦𝜙,

ℳ5(𝜙)= 16𝑥𝜙𝑦
2
𝜙 − 8𝑥3

𝜙𝑦𝜙,

ℳ6(𝜙)= 16𝑦2𝜙 − 88𝑥2
𝜙𝑦

2
𝜙 + 16𝑥4

𝜙𝑦𝜙, ... .

(30)
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Представлення (28) суттєво спрощує подальшi
розрахунки з точки зору встановлення залежностi
вiд зовнiшнього поля, однак залежнiсть кумулян-
тiв вiд внутрiшнього поля залишається.

Вираз (15) дає змогу записати також представ-
лення для статистичної суми

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

×

× exp

(︃
𝜙
√
𝑁𝜌0 + 2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

)︃
𝐽ℎ(𝜔), (31)

де

𝐽ℎ(𝜔) = exp

[︂∑︁
𝑛≥0

(−2𝜋𝑖)𝑛

𝑛!

ℳ𝑛(ℎ)

𝑁𝑛/2−1
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛
k𝑖∈ℬ

𝜔k1
... 𝜔k𝑛

𝛿k1+...+k𝑛

]︂
. (32)

Кумулянти ℳ𝑛(ℎ) мають вигляд (30), однак зале-
жать вiд ℎ, а не вiд 𝜙.

Найбiльш проста форма представлення стати-
стичної суми iз видiленою системою вiдлiку зада-
ється формулою

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

×

× exp

[︃
(𝜙+ ℎ)

√
𝑁𝜌0 + 2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜌k

]︃
𝐽(𝜔), (33)

де для якобiану переходу 𝐽(𝜔) маємо вираз

𝐽(𝜔)= exp

[︂∑︁
𝑛≥1

(−2𝜋𝑖)2𝑛

(2𝑛)!
ℳ2𝑛𝑁

1−𝑛×

×
∑︁

k1,...,k2𝑛

𝜔k1
... 𝜔k2𝑛

𝛿k1+...+k2𝑛

]︂
. (34)

Зауважимо, що всi непарнi кумулянти в (33), а та-
кож кумулянт ℳ0 обертаються на нуль, а парнi

кумулянти набувають таких конкретних числових
значень [2]:

ℳ2 = 1, ℳ4 = −2, ℳ6 = 16, ... . (35)

Порiвнюючи мiж собою отриманi вище вирази,
приходимо до важливого висновку. Функцiональ-
не представлення статистичної суми моделi Iзинга
в зовнiшньому полi при видiленнi системи вiдлiку
(гамiльтонiана молекулярного поля) може вклю-
чати лише парнi кумулянти, як це є в (33), або
мiстити поряд з парними також i непарнi куму-
лянти, як це має мiсце в (16), (28) та (31). Ко-
жне iз згаданих вище представлень є точним i мо-
же бути використане для проведення подальших
розрахункiв. Звичайно, що виконання конкретних
обчислень вимагає обмеження скiнченним числом
доданкiв у показнику експоненти пiдiнтегрального
виразу. Для опису явищ поблизу точки фазового
переходу другого роду слiд брати до уваги всi до-
данки до четвертого степеня змiнної включно [2].
Це дає змогу отримати якiсну картину фазового
переходу за наявностi зовнiшнього поля [8]. Вра-
хування при розрахунках шостого степеня змiнної
дозволяє говорити про кiлькiснi результати тео-
рiї [9]. Тому точнiсть методу розрахунку необхi-
дно пов’язувати лише з кiлькiстю доданкiв (куму-
лянтiв), якi приймаються до уваги при проведен-
нi розрахунку статистичної суми, а не з формою
розподiлу, який мiстить лише парнi (чи непарнi)
степенi змiнної в показнику експоненти.

4. Наближення моделi 𝜌4

Для подальших обчислень вiзьмемо за основу ви-
раз (33), в якому обмежимося для 𝐽(𝜔) врахуван-
ням доданкiв другого та четвертого степенiв змiн-
ної 𝜔k. Тодi для статистичної суми системи будемо
мати

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁 (𝑑𝜔)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

𝑒(ℎ+𝜙)
√
𝑁𝜌0×

× exp

[︂
2𝜋𝑖

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜌k − (2𝜋)2

2

∑︁
k∈ℬ

𝜔k𝜔−k −

− (2𝜋)4

12

1

𝑁

∑︁
k1,...,k4

k𝑖∈ℬ

𝜔k1
... 𝜔k4

𝛿k1+...+k4

]︂
. (36)
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Виконаємо в (36) iнтегрування за змiнними 𝜔k.
Використовуючи методику розрахунку iз [10],
отримуємо явний вигляд статистичної суми в на-
ближеннi моделi 𝜌4:

𝑍=

(︂
𝑁

2𝜋𝛽Φ(0)

)︂1/2
2𝑁𝑒𝑎0𝑁

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0)×

×
∫︁
(𝑑𝜌)𝑁𝑒

1
2

∑︀
𝑘 ̸=0

𝛽Φ(𝑘)𝜌k𝜌−k

×

× exp

[︂
(ℎ+ 𝜙)

√
𝑁𝜌0 −

1

2
𝑎2
∑︁
k∈ℬ

𝜌k𝜌−k −

− 1

4!

𝑎4
𝑁

∑︁
k1,...,k4

k𝑖∈ℬ

𝜌k1 · · · 𝜌k4𝛿k1+···+k4

]︂
. (37)

Коефiцiєнти 𝑎2𝑙 обчислюються згiдно з формулами

𝑎0= ln
[︁
(2𝜋)−1/2(3/2)1/4𝑒𝑦

2/4𝑈(0, 𝑦)
]︁
,

𝑎2= (3/2)1/2𝑈(𝑦), 𝑎4 = (3/2)𝜙(𝑦),
(38)

де 𝑈(𝑦) та 𝜙(𝑦) – комбiнацiї функцiй параболiчно-
го цилiндра 𝑈(𝑎, 𝑦) [10], а аргумент набуває значе-
ння 𝑦 = (3/2)1/2. Тодi 𝑎0 = −1,0557, 𝑎2 = 0,6449,
𝑎4 = 0,1826. Залежна вiд КЗ частина пiдiнтеграль-
ного виразу за своїм функцiональним виглядом
подiбна до аналогiчного виразу роботи [8]. Є ли-
ше двi вiдмiнностi. Перша з них полягає в замiнi
безрозмiрного поля ℎ на величину

ℎ𝜙 = ℎ+ 𝜙. (39)

Iнша вiдмiннiсть пов’язана iз вiдсутнiстю в (37) до-
данка iз 𝑘 = 0. Це не є суттєвим з точки зору ви-
конання поетапного розрахунку статистичної суми
вiдповiдно до методу Юхновського [2, 10]. Змiнна
𝜌0 задiяна в цьому процесi лише на заключному
етапi розрахунку, тобто пiсля точки виходу систе-
ми iз критичного режиму флуктуацiй. Тому вiд-
повiдно до результатiв роботи [8] для статистичної
суми моделi iз гамiльтонiаном (1) маємо

𝑍 = 2𝑁
∞∫︁

−∞

𝑑𝜙𝑒−
𝑁𝜙2

2𝛽Φ(0) 𝑒−𝛽𝐹𝑎−𝛽𝐹
(+)
CR −𝛽𝐹TR𝑍 ′(𝜙), (40)

де аналiтична частина вiльної енергiї 𝐹𝑎 як функ-
цiя вiдносної температури 𝜏 = (𝑇 − 𝑇𝑐)/𝑇𝑐 пред-
ставляється у виглядi

𝐹𝑎 = −𝑘𝑇𝑁(𝛾0 + 𝛾1𝜏 + 𝛾2𝜏
2)− 1

2
𝑁Φ(0)Φ̄. (41)

Коефiцiєнти 𝛾𝑙 та величина Φ̄ наведенi в [8].

Для внеску до вiльної енергiї вiд критичного ре-
жиму флуктуацiй одержуємо

𝐹
(+)
CR = 𝑘𝑇𝑁0𝛾

+𝑠−3(𝑛𝑝+1). (42)

Тут 𝑁0 = 𝑁𝑠−𝑑
0 , 𝑑 = 3 – вимiрнiсть простору. Па-

раметр 𝑠0 визначає область значень хвильового ве-
ктора, де для фур’є-образу потенцiалу Φ(𝑘) спра-
ведлива параболiчна апроксимацiя. Коефiцiєнт 𝛾+

означений в [8], а 𝑠 – параметр подiлу фазового
простору КЗ на шари. Для 𝑛𝑝 маємо спiввiдноше-
ння

𝑛𝑝 + 1 = − ln(ℎ̃𝜙 + ℎ𝑐)

ln𝐸1
, (43)

де введенi позначення

ℎ̃𝜙 = 𝑠
𝑑/2
0 (ℎ+ |𝜙|)/ℎ0, ℎ𝑐 = |𝜏 |𝑝0 , (44)

причому

𝜏 = 𝜏 (𝑐1𝑘/𝑓0), 𝑝0 =
ln𝐸1

ln𝐸2
. (45)

Тут 𝐸1 та 𝐸2 – бiльше та менше власнi значення
матрицi лiнiйного перетворення ренормалiзацiйної
групи. Величини 𝑐1𝑘 та 𝑓0 характеризують вiдпо-
вiдно один iз коефiцiєнтiв розв’язкiв рекурентних
спiввiдношень та одну iз координат фiксованої то-
чки, а параметр ℎ0 задає умову нормування кри-
тичної амплiтуди кореляцiйної довжини (при кри-
тичнiй температурi 𝑇𝑐).

Внесок до вiльної енергiї вiд перехiдної областi
(вiд негаусових до гаусових флуктуацiй параметра
порядку) задовольняє формулу (див. [8])

𝐹TR = −𝑘𝑇𝑁0𝑓𝑛𝑝+1𝑠
−3(𝑛𝑝+1). (46)

Для 𝑍 ′(𝜙) iз (40) маємо

𝑍 ′ = 2(𝑁𝑛𝑝+2−1)/2
[︀
𝑄
(︀
𝑃𝑛𝑝+1

)︀]︀𝑁𝑛𝑝+2
𝑍𝑛𝑝+2, (47)

де

𝑍𝑛𝑝+2=

∫︁
(𝑑𝜌)𝑁𝑛𝑝+2 exp

[︂
ℎ𝜙

√
𝑁𝜌0 −

− 1

2

∑︁′

k∈ℬ𝑛𝑝+2

𝑑𝑛𝑝+2(𝑘)𝜌k𝜌−k−

− 𝑎
(𝑛𝑝+2)
4

4!
𝑁−1

𝑛𝑝+2

∑︁
k1,...,k4

k𝑖∈ℬ𝑛𝑝+2

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

]︂
. (48)
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Штрих бiля суми означає, що при 𝑘 = 0 виконує-
ться рiвнiсть

𝑑𝑛𝑝+2(0) = 𝑎
(𝑛𝑝+2)
2 . (49)

При всiх 𝑘 ̸= 0 справедливим є вираз

𝑑𝑛𝑝+2(𝑘) = 𝑎
(𝑛𝑝+2)
2 − 𝛽Φ(0)(1− 2𝑏2𝑘2). (50)

Використаємо позначення

𝑟𝑛𝑝+2 = (𝑎
(𝑛𝑝+2)
2 − 𝛽Φ(0))𝑠2(𝑛𝑝+2),

𝑢𝑛𝑝+2 = 𝑎
(𝑛𝑝+2)
4 𝑠4(𝑛𝑝+2),

(51)

де величини

𝑟𝑛𝑝+2 = 𝛽Φ(0)𝑓0 (−1 + 𝐸2𝐻𝑐),

𝑢𝑛𝑝+2 = (𝛽Φ(0))
2
𝜙0 (1 + Φ𝑓𝐸2𝐻𝑐)

(52)

розрахованi в [8]. Виконуючи в (48) замiну змiнних

𝜌k = 𝜂k +
√
𝑁𝜎𝛿k,

будемо мати

𝑍𝑛𝑝+2=𝑒𝑁𝐸0(𝜎,𝜙)

∫︁
(𝑑𝜂)𝑁𝑛𝑝+2 ×

× exp

[︂
𝐴0

√
𝑁𝜂0 −

1

2

∑︁
k∈ℬ𝑛𝑝+2

𝑑(𝑘)𝜂k𝜂−k −

− �̄�

6

1√︀
𝑁𝑛𝑝+2

∑︁
k𝑖∈ℬ𝑛𝑝+2

𝜂k1
... 𝜂k3

𝛿k1+...+k3
−

− 𝑎
(𝑛𝑝+2)
4

24

1

𝑁𝑛𝑝+2

∑︁
k𝑖∈ℬ𝑛𝑝+2

𝜂k1 ... 𝜂k4𝛿k1+...+k4

]︂
. (53)

Тут

𝐸0(𝜎, 𝜙) = (𝜙+ ℎ)𝜎 − 1

2
𝜎2𝑎

(𝑛𝑝+2)
2 −

−
𝑢𝑛𝑝+2

24
𝑠30𝑠

−(𝑛𝑝+2)𝜎4,

𝐴0 = (𝜙+ ℎ)− 𝜎𝑎
(𝑛𝑝+2)
2 −

𝑢𝑛𝑝+2

6
𝑠30𝑠

−(𝑛𝑝+2)𝜎3,

�̄� = 𝑢𝑛𝑝+2𝑠
3/2
0 𝑠−5/2(𝑛𝑝+2)𝜎.

(54)

Як i в [8], величину змiщення 𝜎 шукатимемо iз умо-
ви

𝜕𝐸0(𝜎, 𝜙)

𝜕𝜎
≡ 𝐴0 = 0. (55)

Легко бачити, що при великих значеннях 𝑛𝑝 (об-
ласть критичних флуктуацiй) розв’язком (55) є

𝜎 =
𝜙+ ℎ

𝑎
(𝑛𝑝+2)
2

. (56)

Порiвнюючи значення величини змiщення (56) iз
вiдповiдним виразом роботи [8] (де не видiляється
система вiдлiку), знаходимо принципову вiдмiн-
нiсть. Остання пов’язана iз вiдсутнiстю доданка
𝛽Φ(0)𝜌20 в показнику експоненти у виразi (48).

Пiдставляючи (56) у формулу для 𝐸0(𝜎, 𝜙) iз
(54), отримуємо

𝐸0(𝜙) =
1

2

ℎ2
𝜙

�̄�2
−

𝑢𝑛𝑝+2𝑠
3
0

24�̄�42
𝑠−(𝑛𝑝+2)ℎ4

𝜙. (57)

Тут введене позначення �̄�2 = 𝑎
(𝑛𝑝+2)
2 . Коефiцiєнт

𝑑(𝑘) iз виразу (53) при 𝑘 = 0 задовольняє спiввiд-
ношення

𝑑(0) = �̄�2 +
1

2
𝑢𝑛𝑝+2𝑠

3
0𝑠

−(𝑛𝑝+2)
ℎ2
𝜙

�̄�22
, (58)

а при всiх 𝑘 ̸= 0 маємо

𝑑(𝑘) = 𝑟𝑛𝑝+2𝑠
−2(𝑛𝑝+2) +

1

2
𝑢𝑛𝑝+2𝑠

3
0𝑠

−(𝑛𝑝+2)
ℎ2
𝜙

�̄�22
+

+2𝛽Φ(0)𝑏2𝑘2. (59)

У випадку 𝑇 > 𝑇𝑐 та малих значень поля коефiцi-
єнт 𝑟𝑛𝑝+2 > 0. Тому при обчисленнi (53) можна
використати гаусовий розподiл флуктуацiй подi-
бно до того, як це запропоновано в [8]. Результат
обчислень внеску до вiльної енергiї вiд (47) зобра-
зиться у виглядi

𝐹 ′(𝜙) = −𝑘𝑇𝑁
[︁
𝐸0(𝜙) + 𝑠−3

0 𝑠−3𝑓𝐺𝑠
−3(𝑛𝑝+1)

]︁
, (60)

де для 𝑓𝐺 маємо вираз

𝑓𝐺 =
1

2
ln 2− 1

4
ln 3 + ln 𝑠+

1

4
ln𝑢𝑛𝑝+1 −

1

2
ln 𝑟𝑅 −

− 1

2
ln𝑈(𝑥𝑛𝑝+1)−

3

8
𝑦−2
𝑛𝑝+1 −

1

2
𝑓 ′′
𝐺. (61)

Тут

𝑟𝑅 = 𝑟𝑛𝑝+2 +
1

2

𝑢𝑛𝑝+2

�̄�22
𝑠30𝑠

𝑛𝑝+2ℎ2
𝜙,

𝑥𝑛𝑝+1 = 𝑑𝑛𝑝+1(𝐵𝑛𝑝+2, 𝐵𝑛𝑝+1)

(︂
3

𝑎
(𝑛𝑝+1)
4

)︂1/2
,
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𝑦𝑛𝑝+1 = 𝑠3/2𝑈(𝑥𝑛𝑝+1)

(︂
3

𝜙(𝑥𝑛𝑝+1)

)︂1/2
,

𝑑𝑛𝑝+1(𝐵𝑛𝑝+2, 𝐵𝑛𝑝+1) = 𝑎
(𝑛𝑝+1)
2 −𝛽Φ(𝐵𝑛𝑝+2, 𝐵𝑛𝑝+1).

(62)

Величина Φ(𝐵𝑛𝑝+2, 𝐵𝑛𝑝+1) є середнiм значенням
фур’є-образу потенцiалу Φ(𝑘) в дiапазонi хвильо-
вих векторiв k ∈ ℬ𝑛𝑝+1∖ℬ𝑛𝑝+2. Для 𝑓

′′

𝐺 знаходимо

𝑓
′′

𝐺 = ln
(︀
1 + 𝑎2

)︀
− 2

3
+

2

𝑎2
− 2

𝑎3
arctan 𝑎, (63)

при цьому

𝑎 =
𝜋

𝑠0

𝑏

𝑐

(︂
2𝛽Φ(0)

𝑟𝑅

)︂1/2
.

Приймаючи до уваги отриманi вище вирази, за-
писуємо статистичну суму моделi Iзинга з видiле-
ною системою вiдлiку:

𝑍 =

∞∫︁
−∞

𝑑𝜙 exp

[︂
− 𝜙2𝑁

2𝛽Φ(0)
− 𝛽𝐹𝑎 − 𝛽𝐹

(+)
CR −

−𝛽𝐹TR − 𝛽𝐹 ′(𝜙)

]︂
. (64)

Тут 𝐹𝑎 описує аналiтичну частину вiльної енер-
гiї, яка не залежить вiд 𝜙 (див. (41)), 𝐹 (+)

CR вiдпо-
вiдає внеску вiд критичного режиму флуктуацiй.
Вiн задається формулою (42), де залежнiсть вiд 𝜙
мiститься у величинi 𝑛𝑝 iз (43). Розрахунок (64)
виконується методом перевалу. Рiвняння на точку
екстремуму 𝜙 пiдiнтегрального виразу в (64) ма-
тиме вигляд{︂
𝜙+ ℎ

�̄�2
− 𝜙

𝛽Φ(0)
+

𝜕𝛾
(+)
𝑠

𝜕𝜙
𝑠−3(𝑛𝑝+1) −

−
𝑢𝑛𝑝+2𝑠

3
0

6�̄�42
𝑠−(𝑛𝑝+2)ℎ3

𝜙 − ln 𝑠
𝜕𝑛𝑝

𝜕𝜙
×

×
[︂
3𝛾(+)

𝑠 𝑠−3(𝑛𝑝+1) −
𝑢𝑛𝑝+2𝑠

3
0

24�̄�42
𝑠−(𝑛𝑝+2)ℎ4

𝜙

]︂}︂
𝜙=𝜙

= 0.

(65)

В (65) врахованi доданки, пропорцiйнi до величини
ℎ4
𝜙, а 𝛾

(+)
𝑠 = 𝑠−3

0

(︀
𝑓𝑛𝑝+1 − 𝛾(+) + 𝑓𝐺/𝑠

3
)︀
.

Збираючи розрахованi внески вiд усiх режимiв
флуктуацiй, можемо тепер для температур 𝑇 > 𝑇𝑐

записати повний вираз для вiльної енергiї системи:

𝐹 = 𝐹𝑎 + 𝐹𝑠(𝜙) + 𝐹
(+)
0 . (66)

Тут

𝐹𝑠(𝜙) = −𝑘𝑇𝑁𝛾(+)
𝑠

(︁
ℎ𝜙 + ℎ𝑐

)︁ 2𝑑
𝑑+2

, (67)

а для 𝐹
(+)
0 маємо

𝐹
(+)
0 = −𝑘𝑇𝑁𝐸0(𝜙). (68)

Значення величини 𝜙 отримується iз (65). У ви-
падку 𝜏 > 𝜏* величина 𝑛𝑝 є сталою (близькою до
одиницi) i не залежить вiд ℎ𝜙, а отже, i вiд 𝜙. То-
му похiдна вiд неї за 𝜙 обертається на нуль. Це ж
стосується i величини 𝛾

(+)
𝑠 . Рiвняння (65) дає для

𝜙 результат теорiї молекулярного поля. Для всiх
𝜏 < 𝜏* отримуємо неаналiтичну залежнiсть 𝜙 вiд
𝜏 та ℎ i вiдповiдно до цього матимемо вираз для
вiльної енергiї (66) в критичнiй областi.

5. Висновки

Розроблено методику опису критичної поведiнки
тривимiрного одновiсного магнетика в зовнiшньо-
му полi, згiдно з якою гамiльтонiан самоузгодже-
ного поля використовується як система вiдлiку, а
розрахунок статистичної суми здiйснюється в на-
ближеннi четвiрного розподiлу флуктуацiй пара-
метра порядку. При цьому одержано i обговорено
рiзнi форми функцiонального представлення ста-
тистичної суми з видiленою системою вiдлiку. Ко-
жна iз таких форм є точною i може бути вико-
ристана для здiйснення подальших розрахункiв.
Вибiр найбiльш простої форми представлення ста-
тистичної суми з лише парними степенями змiн-
ної (до четвертого включно) дав змогу застосувати
результати попереднiх дослiджень, якi були отри-
манi без видiлення системи вiдлiку. Виходячи iз
цiєї найпростiшої форми представлення, знайдено
вiльну енергiю однокомпонентної спiнової системи
в критичнiй областi.

Виконанi дослiдження поглиблюють знання про
критичнi властивостi систем iзингового класу унi-
версальностi та служать також певним методо-
логiчним внеском у теоретичний опис критичних
явищ.
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Результати даної роботи, отриманi для триви-
мiрної iзингоподiбної системи в зовнiшньому по-
лi, можуть виявитись корисними при описi кри-
тичних точок рiдина–газ як однокомпонентного
флюїду [11–13], так i бiнарної флюїдної сумiшi
(див., наприклад, [14]). Функцiонал статистичної
суми цих систем вiдповiдає статистичнiй сумi мо-
делi Iзинга в зовнiшньому полi. Новим моментом
при описi критичної точки рiдина–газ в порiвняннi
з випадком моделi Iзинга є залежнiсть великої ста-
тистичної суми вiд температури та хiмiчного по-
тенцiалу. Останнiй є рiвнозначний включенню по-
стiйного зовнiшнього поля в модель Iзинга.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
КРИТИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ ТРЕХМЕРНОГО
ОДНООСНОГО МАГНЕТИКА ВО ВНЕШНЕМ ПОЛЕ
С ВЫДЕЛЕНИЕМ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

Р е з ю м е

Работа посвящена теоретическому изучению критического
поведения систем класса универсальности трехмерной мо-
дели Изинга. Трехмерная изингоподобная система с экспо-
ненциально убывающим потенциалом взаимодействия ис-
следуется в методе коллективных переменных в присут-
ствии однородного внешнего поля. Характерной особенно-
стью расчета статистической суммы и свободной энергии
одноосного магнетика является выделение системы отсче-
та. Роль последней играет гамильтониан молекулярного по-
ля. Метод описания критического поведения с выделенной
системой отсчета развит на основе негауссова (четверно-
го) распределения флуктуаций параметра порядка (моде-
ли 𝜌4).

M.P.Kozlovskii, I.V. Pylyuk

ANALYTICAL DESCRIPTION OF THE CRITICAL
BEHAVIOR OF A THREE-DIMENSIONAL UNIAXIAL
MAGNET IN AN EXTERNAL FIELD BY SINGLING
OUT A REFERENCE SYSTEM

S u m m a r y

The critical behavior of systems belonging to the universality

class of the three-dimensional Ising model has been studied

theoretically. A three-dimensional Ising-like system with ex-

ponentially decreasing interaction potential and in the pres-

ence of a homogeneous external field was considered in the

framework of the collective variables method. A specific fea-

ture in the calculation of the partition function and the free

energy of a uniaxial magnet consists in singling out a reference

system. The role of the latter is played by the molecular-field

Hamiltonian. A method to describe the critical behavior with

the use of a singled out reference system is developed on the ba-

sis of a non-Gaussian (quartic) distribution of order-parameter

fluctuations (the 𝜌4 model).
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