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ПРО ЕФЕКТИВНУ МАСУ ЕЛЕКТРОНА ЗА ПЕНДРIУДК 539

У 1996 р. англiйський фiзик-теоретик Дж. Пендрi, пояснюючи дiелектричний вiдгук
металевих сiток, висунув iдею про залежнiсть ефективної маси електрона вiд ма-
гнiтного поля. Ця iдея ґрунтується на вiдомому спiввiдношеннi мiж кiнематичним
i канонiчним iмпульсами заряду, що рухається в магнiтному полi. В данiй статтi,
виходячи з унiверсальностi зазначеного спiввiдношення, дослiджується можливiсть
застосування поняття ефективної маси електрона за Пендрi 𝑚eff не лише до електро-
нiв у металевих сiтках, а й до бiльш широкого кола задач про рух зарядiв у магнiтному
полi. Встановлено загальнi властивостi ефективної маси 𝑚eff , якi випливають безпо-
середньо з її означення. Виявлено аналогiю мiж 𝑚eff та ефективною масою електронiв
𝑚*, що розглядається у теорiї твердого тiла. Запропоновано фiзичну iнтерпретацiю
𝑚eff . На кiлькох прикладах показано, що, незважаючи на унiверсальнiсть використову-
ваного в означеннi 𝑚eff спiввiдношення мiж кiнематичним i канонiчним iмпульсами,
застосування поняття 𝑚eff поза межами проблематики дiелектричного вiдгуку мета-
левих сiток не дозволяє одержати правильнi результати.
Ключ о в i с л о в а: ефективна маса, магнiтне поле, канонiчний iмпульс, гамiльтонiан.

1. Вступ

Поняття ефективної маси носiїв заряду широко ви-
користовується для опису рiзноманiтних явищ, що
вiдбуваються в металах i напiвпровiдниках. Зокре-
ма, воно використовується в теорiї електропровiд-
ностi, ефекту Холла i циклотронного резонансу в
металах [1–3].

В теорiї твердого тiла ефективна маса електро-
нiв провiдностi 𝑚* зазвичай визначається з їхнього
закону дисперсiї 𝐸(k) (𝐸 i k – енергiя i хвильо-
вий вектор електрона). Наприклад, у найпростi-
шому випадку iзотропного квадратичного закону
дисперсiї [3]:

𝑚* ≡
(︂
1

~2
𝜕2𝐸

𝜕𝑘2

)︂−1

.

Вiдмiннiсть 𝑚* вiд маси спокою 𝑚 вiльних еле-
ктронiв зумовлена, як вiдомо, взаємодiєю електро-
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нiв провiдностi твердого тiла з перiодичним вну-
трiшньокристалiчним полем. Внаслiдок цiєї взає-
модiї електрони всерединi твердого тiла прискорю-
ються пiд дiєю зовнiшнiх електромагнiтних полiв
не як вiльнi частинки з масою 𝑚, а як деякi уявнi
частинки (квазiчастинки) з масою 𝑚*. За експери-
ментальними даними, величина 𝑚* може значно
(на 1-2 порядки) вiдрiзнятись вiд 𝑚 [4].

У випадку анiзотропної дисперсiї ефективна ма-
са електрона залежить вiд напрямку його приско-
рення. В цьому випадку динамiчнi властивостi еле-
ктрона характеризують не одним скаляром 𝑚*,
а набором трьох скалярiв 𝑚*

𝑖 (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧), що є
оберненими до головних значень тензора оберне-
них ефективних мас електрона [3]:

(𝑚*)
−1
𝑖𝑗 =

(︂
1

~2
𝜕2𝐸

𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘𝑗

)︂
.

Варто зауважити, що ефективна маса 𝑚* (або 𝑚*
𝑖 )

визначається особливостями енергетичного спе-
ктра електронiв в тому чи iншому твердому тiлi
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i є функцiєю хвильового вектора k, а також тем-
ператури i тиску [5].

В 1996 р. Пендрi та iн. [6], розглядаючи часто-
тну залежнiсть дiелектричної функцiї металевих
сiток, ввели поняття залежної вiд магнiтного поля
ефективної маси електронiв. На вiдмiну вiд ефе-
ктивної маси електронiв 𝑚*, яка розглядається в
теорiї твердого тiла, введена в [6] ефективна ма-
са 𝑚eff (будемо називати її ефективною масою за
Пендрi) визначається на основi вiдомого з класи-
чної механiки спiввiдношення мiж кiнематичним i
канонiчним iмпульсами зарядженої нерелятивiст-
ської безспiнової частинки, що рухається в магнi-
тному полi (як i в [6–8], всюди в данiй статтi вико-
ристовуються одиницi СI):

𝑚effv ≡ P, (1)
P = p+ 𝑞A, (2)

де p ≡ 𝑚v та P ≡ 𝜕𝐿/𝜕v – кiнематичний та ка-
нонiчний iмпульси частинки; 𝑚, v, 𝑞 та 𝐿 – ма-
са частинки, її швидкiсть, заряд та функцiя Ла-
гранжа, A – векторний потенцiал магнiтного поля
(B = rotA). Використовуючи поняття 𝑚eff , Пен-
дрi та iн. отримали аналiтичний вираз для пла-
змової частоти 𝜔𝑝 сiток, який непогано пiдтвер-
джується експериментальними даними (див., на-
приклад, [9, 10]).

Ефективна маса за Пендрi 𝑚eff кардинально вiд-
рiзняється вiд розглядуваної в теорiї твердого тiла
маси 𝑚* не лише за своїм означенням, а й за свої-
ми властивостями. Наприклад, на вiдмiну вiд 𝑚*,
для 𝑚eff легко досяжними є гiгантськi значення
порядку (104–106)𝑚 [6, 7]. Бiльше того, внаслiдок
калiбровочної iнварiантностi векторного потенцiа-
лу A, який фiгурує в (2), 𝑚eff виявляється неодно-
значно визначеною величиною [11]. З огляду на це
висловлювались критичнi зауваження стосовно як
коректностi самого означення 𝑚eff [11], так i ре-
альностi тих передбачень, до яких призводить ви-
користання 𝑚eff [12, 13].

Критичнi зауваження щодо 𝑚eff спонукали де-
яких авторiв шукати шляхiв виведення основних
результатiв роботи [6] без залучення поняття 𝑚eff .
Успiшнiсть цих пошукiв [14–17] свiдчить про те,
що, незважаючи на продемонстровану Пендрi та
iн. продуктивнiсть цього поняття, його введення не
є необхiдним для пояснення дiелектричного вiдгу-
ку металевих сiток. Тим не менш, в останнiх моно-

графiях з метаматерiалiв [7, 8] цей вiдгук поясню-
ється сáме iз залученням 𝑚eff .

Чи можна використовувати поняття 𝑚eff поза
межами проблематики роботи [6]? Спiввiдношен-
ня (2) мiж p i P є досить загальним i використо-
вується не лише в класичнiй, а й у квантовiй меха-
нiцi. Виходячи з його унiверсальностi i керуючись
принципом єдностi фiзики, можна сподiватися на
те, що i поняття 𝑚eff має бути застосовним до роз-
гляду широкого кола задач (як класичних, так i
квантово-механiчних) про рух зарядiв у магнiтно-
му полi. Проте можливiсть такого застосування до
цього часу нiким не розглядалася.

До цього часу не розглядалося i питання iн-
терпретацiї 𝑚eff . Вiдсутнiсть такої iнтерпретацiї,
яка була б сумiсною хоча б з результатами роботи
[6], залишає низку запитань щодо фiзичного змi-
сту ефективної маси 𝑚eff . Наприклад, чи характе-
ризує 𝑚eff iнертнi властивостi електрона в магнi-
тному полi? Зокрема, чи означає спiввiдношення
𝑚eff = 104𝑚, що iнертна (а внаслiдок принципу
еквiвалентностi Ейнштейна – i гравiтацiйна) маса
електрона збiльшується в магнiтному полi на чо-
тири порядки? Твердження типу “електрони ста-
ють такими ж важкими, як i атом водню” ([6], с.
4775) ґрунтуються на вiльнiй трактовцi спiввiдно-
шення 𝑚eff = 104𝑚, а не на фiзичнiй iнтерпретацiї
власне 𝑚eff , i скорiше заплутують ситуацiю, анiж
прояснюють її.

Варто нагадати, що аналогiчнi питання стосов-
но “звичайної” ефективної маси 𝑚* електронiв у
твердому тiлi виникали в перiод становлення тео-
рiї твердого тiла у 30-i роки ХХ ст., зокрема пiд
час дискусiй щодо iнтерпретацiї результатiв кла-
сичних експериментiв Толмена i Стюарта [18] та
Барнетта [19]. Вiдповiдi на них було знайдено лише
пiсля появи належної iнтерпретацiї 𝑚*, яка ґрун-
тується на означеннi i властивостях 𝑚* (див., на-
приклад, [20]).

Питання щодо iнтерпретацiї запропонованої
Пендрi та iн. ефективної маси 𝑚eff можна було б
так само зняти пiсля детального аналiзу власти-
востей 𝑚eff , якi випливають з її означення. Проте
такий аналiз, наскiльки вiдомо автору даної робо-
ти, до цього часу нiким не був проведений.

Метою даної роботи є (а) встановлення загаль-
них властивостей ефективної маси 𝑚eff , якi випли-
вають безпосередньо з її означення, (б) формулю-
вання фiзичної iнтерпретацiї 𝑚eff , яка була б сумi-
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Схема металевої сiтки, що збуджується зовнiшньою електромагнiтною хвилею. Електричнi коливання виникають в тих
провiдниках сiтки (їх називають активними), якi є паралельними до вектора E падаючої хвилi. При довiльнiй орiєнтацiї E
вiдносно сiтки активними будуть, взагалi кажучи, всi провiдники (а). Пiдґратка активних провiдникiв кубiчної металевої
сiтки. При гомогенiзацiї такої пiдґратки її елементарна комiрка, яка охоплює сегмент провiдника довiльної довжини,
розглядається як така, що заповнена однорiдною електронною плазмою з концентрацiєю 𝑛eff (б)

сна, як мiнiмум, з пiдтвердженими результатами
роботи [6], i (в) аналiз застосування 𝑚eff поза про-
блематикою металевих сiток – у бiльш широкому
колi задач про рух зарядiв у зовнiшньому магнi-
тному полi, коли має мiсце закладений в означення
𝑚eff зв’язок мiж p та P.

Статтю органiзовано наступним чином. В роз-
дiлi 2 наведено основнi результати роботи [6], якi
стосуються ефективної маси 𝑚eff електронiв в ме-
талевих сiтках i плазмової частоти 𝜔𝑝 цих сiток.
Мета цього роздiлу – не лише продемонструвати
спосiб, у який поняття 𝑚eff використовується для
розв’язання конкретної задачi, а й надати читаче-
вi, незнайомому з цим поняттям, деяку початкову
iнформацiю щодо 𝑚eff (як от порядок величини
𝑚eff i залежнiсть вiд параметрiв задачi). В роздiлi
3, виходячи з означення (1), встановлюються за-
гальнi властивостi 𝑚eff i пропонується iнтерпрета-
цiя 𝑚eff . В роздiлi 4 розглядаються декiлька при-
кладiв функцiонування поняття 𝑚eff в рiзних ситу-
ацiях руху заряджених класичних або квантових
частинок у магнiтному полi.

2. Ефективна маса
електрона в металевих сiтках

Металевi сiтки являють собою, як правило, триви-
мiрнi перiодичнi структури, виготовленi з тонких
металевих провiдникiв (рисунок, а). Такi сiтки до-
слiджуються вже бiльш як пiвстолiття – спочатку
як штучнi дiелектрики, а на сучасному етапi як

фотоннi кристали i метаматерiали (короткий iсто-
ричний екскурс див. у [21]). В галузi метаматерi-
алiв сiтки найчастiше називають сiтчастими ме-
таматерiалами i зазвичай використовують в ролi
середовищ з вiд’ємною ефективною дiелектричною
проникнiстю 𝜀eff. Оскiльки дiелектрична функцiя
𝜀eff(𝜔) сiток має, як це було встановлено ще в 60-
тi роки, друдiвський вигляд, вiд’ємнi значення 𝜀eff
досягаються на частотах, менших за плазмову ча-
стоту 𝜔𝑝 сiтки.

Плазмова частота 𝜔𝑝 залежить вiд параметрiв
сiтки. Знання явного вигляду цiєї залежностi є
важливим як для проектування сiток, так i для
iнтерпретацiї експериментальних даних. Для най-
простiшої моделi кубiчної сiтки з нескiнченних
тонких iдеальних провiдникiв ця залежнiсть має
вигляд

𝜔𝑝 =

√︃
2𝜋𝑐2

𝑎2 ln (𝑎/𝑟0)
, (3)

де 𝑎 – перiод сiтки, 𝑟0 – радiус провiдникiв (𝑟0 ≪
≪ 𝑎), 𝑐 – швидкiсть свiтла у вакуумi. Вираз (3)
вперше був виведений в [6] з таких мiркувань.

Для суцiльних середовищ плазмова частота да-
ється, як вiдомо, формулою Ленгмюра [22]:

𝜔𝑝 =

√︃
𝑛𝑒2

𝜀0𝑚
, (4)
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де 𝑛 – концентрацiя електронiв в середовищi, 𝑚 =
= 9,11 · 10−31 кг та 𝑒 = 1,60 · 10−19 Кл – маса i
заряд електрона, 𝜀0 = 8,85 · 10−12 Ф/м – електри-
чна стала. Формула (4) елементарно виводиться з
розгляду динамiки електронiв при плазмових ко-
ливаннях.

Плазмова частота кубiчної металевої сiтки до-
рiвнює плазмовiй частотi пiдґратки її активних
провiдникiв. Останню можна розглядати як деяке
суцiльне середовище (рисунок, б) з ефективною
концентрацiєю електронiв:

𝑛eff =
𝜋𝑟20
𝑎2

𝑛, (5)

де 𝑛 – концентрацiя електронiв у матерiалi провiд-
никiв сiтки. Крiм цього, в [6] запропоновано вра-
хувати, що на динамiку електронiв в сiтцi впливає
магнiтне поле струмiв 𝐼, що виникають в активних
провiдниках сiтки при плазмових коливаннях. Цей
вплив можна ефективно представити як змiну ма-
си електронiв 𝑚 → 𝑚eff , де 𝑚eff визначається фор-
мулами (1) i (2), а в якостi A в (2) потрiбно взяти
векторний потенцiал магнiтного поля iндукованих
струмiв 𝐼.

Для нескiнченної сiтки векторний потенцiал A
струмiв 𝐼 є перiодичним i всерединi кожної елемен-
тарної комiрки сiтки, центрованої на осi провiдни-
ка, може бути розрахований за формулою [6, 9]:

𝐴(𝑟) =
𝜇0𝐼

2𝜋
ln(𝑎/𝑟), (6)

де 𝑟 – вiдстань вiд осi провiдника (𝑟 ∈ [𝑟0, 𝑎/2]),
𝜇0 = 4𝜋 · 10−7 Гн/м – магнiтна стала. Враховую-
чи 𝐼 = 𝜋𝑟20𝑛𝑒𝑣 (𝑣 є дрейфова швидкiсть електро-
нiв у провiднику) i те, що в iдеальних провiдниках
електрони рухаються лише по їх поверхнi i тому
“вiдчувають” поле 𝐴(𝑟0), маємо

𝐴(𝑟0) =
𝜇0𝑟

2
0𝑛𝑒𝑣

2
ln(𝑎/𝑟0).

При цьому для реальних сiтчастих метаматерi-
алiв доданок 𝑒𝐴(𝑟0) в (2) виявляється набагато
бiльшим за кiнематичний iмпульс 𝑚𝑣 електро-
нiв провiдностi (див. чисельний приклад нижче),
тому, нехтуючи кiнематичним iмпульсом, можна
вважати

𝑚eff =
𝑒𝐴(𝑟0)

𝑣
,

або

𝑚eff =
𝜇0𝑟

2
0𝑛𝑒

2

2
ln(𝑎/𝑟0). (7)

Це i є шуканий вираз для ефективної маси еле-
ктронiв (за Пендрi) у металевих сiтках. Формула
(3) для плазмової частоти сiтки тепер легко отри-
мується з формули Ленгмюра (4) пiдстановкою (5)
i (7) замiсть 𝑛 i 𝑚.

Зробимо декiлька зауважень стосовно 𝑚eff .
1. Уявлення про величину ефективної маси еле-

ктронiв у металевих сiтках можна одержати з на-
ступного чисельного прикладу [6]. Для сiтки з
параметрами 𝑎 = 5 мм, 𝑟0 = 1 мкм (так що
𝑎/𝑟0 = 5000 ≫ 1), виготовленої з алюмiнiєвих
(𝑛 = 1,81 · 1029 м−3) провiдникiв, маємо

𝑚eff/𝑚 ≈ 2,7 · 104.

Величезна величина цього вiдношення (𝑚eff/𝑚 ≫
≫ 1) означає, мiж iншим, що виконується спiв-
вiдношення 𝑒𝐴 ≫ 𝑚𝑣, яке було використано при
виведеннi виразу (7) для 𝑚eff .

Коефiцiєнт розбавлення електронiв для розгля-
дуваної сiтки дорiвнює

𝑛eff/𝑛 = 𝑎2/
(︀
𝜋𝑟20

)︀
≈ 8,0 · 106,

а плазмова частота сiтки виявляється на п’ять по-
рядкiв меншою за плазмову частоту 𝜔𝑝(Al) об’єм-
ного алюмiнiю:

𝜔𝑝(Al)
𝜔𝑝

=

√︂
𝑛

𝑛eff

𝑚eff

𝑚
≈ 4,6 · 105. (8)

Оцiнка (8) пiдтверджується експериментальними
даними.

2. Як видно з наведеного прикладу, збiльшення
маси електронiв 𝑚 → 𝑚eff вiдiграє суттєву роль у
формуваннi величини 𝜔𝑝. Врахування одного лише
ефекту розбавлення носiїв заряду 𝑛 → 𝑛eff (який
є iнтуїтивно зрозумiлим) не дозволило б одержати
правильнi чисельнi значення 𝜔𝑝.

3. Згiдно з (7), ефективна маса електронiв зале-
жить вiд геометричних параметрiв (𝑎, 𝑟0) сiтки у
такий спосiб, що, збiльшуючи перiод 𝑎 сiтки (тобто
переходячи, в граничному випадку, до iзольовано-
го провiдника), “можна було б легко одержати еле-
ктрони з ефективною масою, скажiмо, 1 кг” [12].
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4. Фiзичною причиною збiльшення маси еле-
ктронiв у сiтках автори [6] вважають взаємну iн-
дуктивнiсть 𝐿 провiдникiв сiтки. Проте при виве-
деннi формул для 𝑚eff та 𝜔𝑝 величина 𝐿 нiде не
фiгурує.

3. Властивостi та iнтерпретацiя 𝑚eff

3.1. Загальнi властивостi 𝑚eff

Одна з властивостей ефективної маси 𝑚eff , що ви-
пливає безпосередньо з її означення – а саме її не-
визначенiсть внаслiдок калiбровочної iнварiантно-
стi векторного потенцiалу A, який входить в озна-
чення 𝑚eff – вже була вiдзначена в [11]. Розглянемо
iншi властивостi 𝑚eff , якi є наслiдком означення

𝑚effv = 𝑚v + 𝑞A (9)

i не були нiким вiдзначенi до цього часу.
1. Ефективна маса 𝑚eff є, взагалi, тензорною ве-

личиною. Дiйсно, при непаралельних v i A маємо
також v ∦ P. Непаралельнiсть v та P означає, що
у виразi 𝑚effv = P величина 𝑚eff є тензором, а
не скаляром. Скалярнiсть 𝑚eff має мiсце лише у
випадку v ‖ A.

Аналiтичний вираз для тензора 𝑚eff можна
одержати з (9), представляючи вектор A як ре-
зультат дiї на v деякого оператора T:

A = Tv.

Дiя T зводиться до розтягнення вектора v у 𝐴/𝑣
разiв i повороту його до сумiщення з A. Виходячи
з цього, подамо T у виглядi

T =
𝐴

𝑣
R(n, 𝜙),

де R(n, 𝜙) є оператор повороту на кут 𝜙 навколо
осi з ортом n, причому

𝜙 = ∠(𝑣,𝐴), 𝑛 =
𝑣 ×A

|𝑣 ×A|
.

Таким чином, з (9) одержимо

𝑚eff = 𝑚 · 1+
𝑞𝐴

𝑣
R(n, 𝜙),

або в координатнiй формi

(𝑚eff)𝑖𝑗 = 𝑚𝛿𝑖𝑗 +
𝑞𝐴

𝑣
𝑅𝑖𝑗(n, 𝜙),

де 1 ≡ {𝛿𝑖𝑗} є одиничний оператор (𝛿𝑖𝑗 – сим-
вол Кронекера), а елементи 𝑅𝑖𝑗 матрицi операто-
ра R(n, 𝜙) мають, як вiдомо, вигляд (див., наприк-
лад, [23])

𝑅𝑖𝑗(n, 𝜙) = 𝛿𝑖𝑗 cos𝜙− 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑛𝑘 sin𝜙+ 𝑛𝑖𝑛𝑗(1− cos𝜙),

𝜖𝑖𝑗𝑘 є символ Левi-Чивiти.
2. У випадку, коли ефективна маса 𝑚eff є скаля-

ром, вона може бути як бiльшою, так i меншою за
масу частинки 𝑚. Бiльше того, 𝑚eff може набувати
нульового або навiть вiд’ємнi значення.

3. В будь-якому випадку величина та знак 𝑚eff

визначаються взаємним напрямом v та A i, крiм
того, спiввiдношенням мiж абсолютними величи-
нами доданкiв p = 𝑚v i 𝑞A, що визначають 𝑚eff .
Наприклад, для позитивно зарядженої частинки
(𝑞 > 0) матимемо 𝑚eff ≤ 0, якщо v ↑↓ A (частинка
рухається проти поля A) i 𝑣 ≤ 𝑞𝐴/𝑚.

4. Ефективна маса залежить, взагалi, вiд часу:
𝑚eff = 𝑚eff(𝑡). Це зумовлено тим, що заряджена
частинка в своєму русi проходить крiзь рiзнi то-
чки простору, де може бути рiзним як поле A (за
рахунок його просторової неоднорiдностi або часо-
вої залежностi), так i швидкiсть частинки.

3.2. Аналогiя мiж 𝑚eff та 𝑚*

Деякi з зазначених властивостей ефективної ма-
си за Пендрi 𝑚eff є аналогiчними до властивостей
ефективної маси 𝑚* електронiв провiдностi у твер-
дому тiлi. Наприклад, в загальному випадку iснує
анiзотропiя властивостей як 𝑚eff , так i 𝑚*, так що
вони описуються вiдповiдними тензорами 1. Крiм
цього, для 𝑚eff , як i для 𝑚*, можливими є вiд’єм-
нi значення. Цi властивостi, зокрема, вiдрiзняють
обидвi ефективнi маси 𝑚eff та 𝑚* вiд звичайної
маси спокою частинок 𝑚, котра завжди є невiд’-
ємною скалярною величиною.

3.3. Iнтерпретацiя 𝑚eff

Який фiзичний змiст має маса 𝑚eff? Чи є вона “ре-
альною”? Чи означають гiгантськi значення 𝑚eff

для електронiв у металевих сiтках (i не лише у
них, див. далi), що насправдi гiгантськи збiльшу-
ється маса електрона 𝑚, так що вiн стає надзви-
чайно важким?

1 Строго кажучи, тензорнi властивостi має, як було зазна-
чено у Вступi, не сама маса 𝑚*, а обернена до неї вели-
чина 1/𝑚*.
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Припущення про збiльшення маси 𝑚 електронiв
у магнiтному полi виглядає нефiзичним, оскiль-
ки ми не можемо вказати нiякий реальний меха-
нiзм, який мiг би вiдповiдати за колосальне збiль-
шення маси електронiв за тих фiзичних умов,
якi є в сiтках. Проте таке припущення дозволяє
отримати правильнi кiлькiснi результати стосов-
но плазмової частоти металевих сiток. Колiзiю
мiж нефiзичнiстю i практичнiстю цього припуще-
ння можна усунути шляхом належної iнтерпрета-
цiї 𝑚eff .

Як було зазначено у Вступi, питання щодо фi-
зичного змiсту 𝑚eff є подiбними до тих, якi сво-
го часу виникали стосовно 𝑚*. Враховуючи це, а
також певну схожiсть ефективних мас 𝑚eff та 𝑚*

(не лише термiнологiчну, див. попереднiй пункт),
можна спробувати iнтерпретувати 𝑚eff в дусi 𝑚*.
А саме, можна вважати, що реальна заряджена
частинка масою 𝑚 рухається в магнiтному по-
лi з потенцiалом A пiд дiєю електромагнiтних
сил так, як деяка частинка з таким же заря-
дом i масою 𝑚eff рухалася б пiд дiєю тих же сил,
але за вiдсутностi магнiтного поля. При цьому,
як i при iнтерпретацiї ефективної маси 𝑚* в теорiї
твердого тiла [5], ключовим є те, що 𝑚eff дозволяє
обчислити прискорення частинки (в даному разi –
в магнiтному полi) пiд дiєю лише електромагнi-
тних сил. Прискорення тiєї ж частинки внаслiдок
дiї сил будь-якої iншої природи – наприклад, гра-
вiтацiйних – залежить вiд величини її маси спокою
𝑚, яка в магнiтному полi залишається такою ж, як
i за вiдсутностi поля.

Легко бачити, що запропонована iнтерпретацiя
принаймнi узгоджується з описаними в роздiлi 2
результатами для металевих сiток. Чи не буде во-
на протирiчити iншим вiдомим результатам? Роз-
глянемо декiлька прикладiв.

4. Ефективна маса 𝑚eff з рiзних сторiн

В даному роздiлi ми аналiзуємо ефективну масу
за Пендрi 𝑚eff у рiзних ситуацiях руху зарядiв у
магнiтному полi, iгноруючи при цьому проблему
неоднозначностi вибору потенцiалу A поля i, вiд-
повiдно, неоднозначностi маси 𝑚eff . Як i в [6–9],
передбачається, що наведенi нижче результати є
справедливими для деякої калiбровки потенцiалу
A, вибiр якої не конкретизується i залишається
“поза кадром”.

4.1. Електрон в магнiтному
полi провiдника зi струмом

У роздiлi 2 було показано, що в металевих сi-
тках при належному виборi їх параметрiв легко
досягти великих (порядку 104𝑚) значень ефектив-
ної маси 𝑚eff електронiв. Оцiнимо тепер ефектив-
ну масу електрона, який рухається в магнiтному
полi нескiнченно довгого провiдника зi струмом.
Для поодинокого прямого нескiнченного провiдни-
ка радiусом 𝑟0, по якому протiкає струм силою 𝐼,
вектор-потенцiал A створюваного ним магнiтно-
го поля напрямлений паралельно провiднику i має
вигляд [24]

𝐴(𝑟) = −𝜇0𝐼

4𝜋

(︂
1 + 2 ln

𝑟

𝑟0
+ 𝐶

)︂
, (10)

де 𝑟 – вiдстань вiд осi провiдника, 𝐶 – довiльна
стала. При виборi 𝐶 = 𝜇0𝐼/(4𝜋) потенцiал (10) має
“мiнiмальну форму”:

𝐴(𝑟) =
𝜇0𝐼

2𝜋
ln

𝑟

𝑟0
. (11)

Цей вираз майже збiгається з виразом (6) для по-
тенцiалу магнiтного поля струмiв, що iндукуються
в сiтках, вiдрiзняючись вiд останнього лише замi-
ною 𝑎 → 𝑟0.

Розглянемо електрон, який рухається зi швидкi-
стю 𝑣 = 1 мм/с (це є типовий порядок величини
дрейфової швидкостi електронiв у металах при гу-
стинi струму 1 А/мм2) на вiдстанi 𝑟 = 1 м вiд осi
провiдника радiусом 𝑟0 = 1 мм, по якому протiкає
струм 𝐼 = 1 А. Згiдно з (11), потенцiал магнiтного
поля струму в мiсцi знаходження електрона дорiв-
нює 𝐴 ≈ 10−6 Тл·м. При цьому внесок 𝑒𝐴 в канонi-
чний iмпульс (2) електрона є величиною порядку
10−25 кг·м/с, в той час як кiнематичний iмпульс
електрона 𝑝 = 𝑚𝑣 за цих умов є величиною поряд-
ку 10−33 кг·м/с. Оскiльки 𝑒𝐴/𝑝 ≈ 108, то в даному
випадку 𝑚eff ≈ 108𝑚.

Звернiмо увагу на такi моменти.
1. Для досягнення колосальних значень 𝑚eff ≈

≈ 108𝑚 зовсiм не потрiбно використовувати над-
сильнi магнiтнi поля або створювати якiсь екзо-
тичнi фiзичнi умови. Такi значення зовсiм легко
реалiзувати в звичайних лабораторних умовах.

2. Чи означають великi значення 𝑚eff , що еле-
ктрони насправдi стають надзвичайно важкими?
Якби це було так, то, наприклад, пiд час пуску
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електродвигунiв маса обмотки їх роторiв (а з нею –
i маса двигунiв в цiлому) збiльшувалася б на де-
кiлька порядкiв. Таке, зрозумiло, нiколи не спо-
стерiгалося. Запропонована в п. 3.3 iнтерпретацiя
дозволяє уникнути помилкової iнтерпретацiї вели-
ких значень 𝑚eff як ефекту збiльшення маси 𝑚
електронiв.

4.2. Електрон в магнiтному полi Землi

В бiльшостi електротехнiчних задач магнiтне поле
Землi не береться до уваги, оскiльки спричиненi
ним ефекти є малими. Втiм, ефективна маса 𝑚eff

електрона в цьому полi виявляється навiть бiль-
шою, анiж в щойно розглянутому прикладi магнi-
тного поля струму.

Дiйсно, iндукцiя магнiтного поля прямолiнiй-
ного струму на вiдстанi 1 м дорiвнює 𝐵 =
= 𝜇0𝐼/(2𝜋𝑟) = 0, 2 мкТл. Магнiтне поле Землi по-
близу її поверхнi дорiвнює, як вiдомо, приблизно
50 мкТл [25], тобто є на два порядки сильнiшим.
З лiнiйностi зв’язку мiж B та A (який є наслiд-
ком спiввiдношення B = rotA) випливає, що вiд-
повiдно на два порядки вiдрiзняються також i по-
тенцiали 𝐴 цих полiв. Враховуючи результати по-
переднього прикладу, доходимо висновку, що ефе-
ктивна маса електрона, який рухається з тiєю ж
швидкiстю 𝑣 = 1 мм/с поблизу земної поверхнi,
вiдрiзняється вiд маси спокою електрона не на 8,
а на 10 (!) порядкiв.

4.3. Вiльнi заряди в електричному
та магнiтному полях

Аналiз руху вiльних зарядiв в електричних та ма-
гнiтних полях рiзноманiтних конфiгурацiй – одно-
рiдних або неоднорiдних, паралельних або схреще-
них, стацiонарних або змiнних – становить iнтерес
для кiлькох роздiлiв фiзики (напр., фiзики при-
скорювачiв та фiзики плазми). Результати цього
аналiзу є добре вiдомими (див., напр., [26, 27]) i
передбачають, що для правильного опису руху за-
рядiв необхiдно враховувати в явному виглядi оби-
двi складовi дiючої на них сили Лоренца – як еле-
ктричну складову 𝑞E, так i магнiтну 𝑞v × B. На
вiдмiну вiд цього, в рамках концепцiї ефективної
маси можна виключити магнiтне поле i розглядати
рух частинки масою 𝑚eff в одному лише електри-
чному полi (див. п. 3.3). Зрозумiло, що при такому
розглядi вiдтворити вже вiдомi результати не вда-

сться. Наприклад, замiсть вiдомого E×B-дрейфа
частинок у схрещених полях E та B, який являє
собою складний рух в площинi, перпендикулярнiй
до E та B ([27], с. 587), в рамках концепцiї ефе-
ктивної маси отримаємо просто рiвноприскорений
рух частинки масою 𝑚eff в напрямi E.

4.4. Вплив 𝑚eff на електропровiднiсть

Автори роботи [13] звернули увагу на те, що гiгант-
ськi значення ефективної маси електронiв у мета-
левих сiтках мають призводити не лише до змен-
шення плазмової частоти сiток порiвняно з пла-
змовою частотою матерiала їх провiдникiв, а й до
вiдповiдного гiгантського зменшення провiдностi
сiток i збiльшення джоулевих втрат у них. Це мо-
жна пояснити iснуванням зв’язку мiж провiднiстю
𝜎 середовища i масою носiїв заряду у ньому. У ви-
падку електронної провiдностi [2]

𝜎 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
, (12)

де 𝜏 – час релаксацiї електронiв. Для кристалiчних
твердих тiл 𝑚 замiнюють на ефективну масу 𝑚*,
яка характеризує динамiчнi властивостi електро-
нiв всерединi кристала. Для сiток необхiдно в (12)
виконати замiну 𝑚 → 𝑚eff , що, враховуючи чи-
сельнi оцiнки для 𝑚eff , має наслiдком зменшення
провiдностi 𝜎 на декiлька порядкiв i, вiдповiдно,
збiльшення джоулевих втрат. Як вiдомо, жоден з
цих ефектiв у сiтках не спостерiгається.

Враховуючи результати, викладенi у п. 4.1 i 4.2,
можна стверджувати, що вплив 𝑚eff на електро-
провiднiсть мав би бути значним не лише в сiтках,
а i в суцiльних металевих зразках. Наприклад, з
результатiв п. 4.2 випливає, що в умовах наземної
лабораторiї провiднiсть i опiр звичайного метале-
вого провiдника можуть на 10 порядкiв вiдрiзня-
тися вiд значень, якi ми отримали б за вiдсутностi
магнiтного поля Землi. Зрозумiло, що таке перед-
бачення суперечить всiй сукупностi накопичених
експериментальних даних.

4.5. Електрони в твердому тiлi

Покажемо тепер, що поняття ефективної маси 𝑚eff

не працюватиме i в квантовiй теорiї твердого тiла.
Згадаємо спочатку, що ефективна маса 𝑚* еле-

ктронiв провiдностi, що використовується в тео-
рiї твердого тiла, неявно враховує ефект взаємодiї
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електронiв з перiодичним полем 𝑈(r) = 𝑈(r + a)
кристалiчної ґратки i дозволяє виключити це поле
з рiвняння Шредiнгера. При цьому гамiльтонiан
вихiдного рiвняння Шредiнгера

�̂� =
1

2𝑚
(p̂− 𝑒A)2 + 𝑈 + 𝑉,

який описує реальний електрон масою 𝑚, що ру-
хається в перiодичному полi 𝑈 , зовнiшньому ма-
гнiтному полi з векторним потенцiалом A та полi
𝑉 усiх iнших зовнiшнiх сил (наприклад, електри-
чних i гравiтацiйних), зводиться до бiльш простої
форми 2:

�̂� =
1

2𝑚* (p̂− 𝑒A)2 + 𝑉, (13)

яка вiдповiдає вiльнiй частинцi масою 𝑚* в полях
A та 𝑉 [3].

Чи можна ще бiльш спростити гамiльтонiан еле-
ктрона в твердому тiлi, використовуючи надалi
поняття залежної вiд магнiтного поля ефектив-
ної маси електрона 𝑚eff ? Згiдно з iнтерпретацi-
єю 𝑚eff , гамiльтонiан (13) можна було б спрости-
ти, виключаючи з нього A з одночасною замiною
𝑚* → 𝑚eff (при цьому 𝑚eff слiд розраховувати з
(1) та (2), попередньо замiнивши в них 𝑚 → 𝑚*).
В результатi отримаємо гамiльтонiан вiльної ча-
стинки масою 𝑚eff , що рухається в полi 𝑉 :

�̂� =
1

2𝑚eff
p̂2 + 𝑉.

Чи будуть розв’язки рiвняння Шредiнгера з таким
гамiльтонiаном збiгатися з розв’язками, якi вiдпо-
вiдають гамiльтонiану (13)? Зрозумiло, що нi. (Це
є найбiльш очевидним у випадку 𝑉 = 0.) Вся пра-
ктика розгляду рiзноманiтних явищ у фiзицi твер-
дого тiла, в яких суттєву роль вiдiграє магнiтне
поле (наприклад, циклотронного резонансу i ефе-
кту Холла), свiдчить про те, що для правильно-
го опису цих явищ слiд явним чином враховува-
ти залежнiсть �̂� вiд A. Отже, в рамках концепцiї
ефективної маси 𝑚eff неможливо вiдтворити вже
вiдомi результати теорiї твердого тiла.

2 Тут для спрощення розглядаємо найпростiший випадок
iзотропного квадратичного закону дисперсiї, для якого
ефективна маса є скаляром.

5. Висновки

Поняття ефективної маси електрона в магнiтно-
му полi було введено в [6] при розв’язаннi зада-
чi про плазмову частоту металевих сiток. Спосiб
введення маси 𝑚eff суттєво використовує поняття
канонiчного iмпульсу P ≡ 𝜕𝐿/𝜕v зарядженої ча-
стинки в зовнiшньому електромагнiтному полi, а
також зв’язок мiж кiнематичним p ≡ 𝑚v i кано-
нiчним iмпульсами частинки. Поняття канонiчно-
го iмпульсу є важливим елементом лагранжевого
та гамiльтонового формалiзмiв класичної механi-
ки i використовується також i у квантовiй механi-
цi. Унiверсальнiсть цього поняття та зв’язку мiж
P i p дозволяє сподiватися, що концепцiя ефектив-
ної маси 𝑚eff може використовуватися не лише в
тiй конкретнiй задачi, де її було запроваджено, а
й у iнших задачах (як класичних, так i квантово-
механiчних) про рух зарядiв у магнiтному полi.

Проведений в данiй статтi аналiз ефективної ма-
си 𝑚eff показує, що її властивостi є досить незви-
чними – наприклад, 𝑚eff виявляється, взагалi, тен-
зорною величиною, а в частинних випадках мо-
же набувати нульовi або навiть вiд’ємнi значення.
Iснування певної аналогiї мiж 𝑚eff i вiдомою в те-
орiї твердого тiла ефективною масою 𝑚* дозволяє
iнтерпретувати 𝑚eff в дусi 𝑚*, таким чином знiма-
ючи, до певної мiри, проблему нефiзичностi 𝑚eff ,
яку рiзнi автори вiдзначали ранiше. Крiм того, та-
ка iнтерпретацiя 𝑚eff не протирiчить експеримен-
тально пiдтвердженим результатам роботи [6].

Незважаючи на унiверсальнiсть закладених в
означення 𝑚eff спiввiдношень, застосування поня-
ття 𝑚eff поза межами проблематики дiелектрично-
го вiдгуку металевих сiток не дозволяє одержати
правдоподiбнi (або вiдтворити вже вiдомi) резуль-
тати. Наприклад, концепцiя залежностi ефектив-
ної маси електронiв вiд магнiтного поля веде до
висновку про колосальне збiльшення опору мета-
лiв навiть у слабких магнiтних полях. Враховуючи
це, таку концепцiю слiд визнати гипотезою ad hoc,
яка дозволяє отримати правильнi результати лише
для однiєї конкретної задачi про частоту плазмо-
вих коливань у тонких металевих сiтках.
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ОБ ЭФФЕКТИВНОЙ МАССЕ
ЭЛЕКТРОНА ПО ПЕНДРИ

Р е з ю м е

В 1996 г. английский физик-теоретик Дж. Пендри для
объяснения диэлектрического отклика металлических се-
ток выдвинул идею о зависимости эффективной массы эле-
ктрона от магнитного поля. В основе этой идеи лежит изве-
стное соотношение между кинематическим и каноническим
импульсами заряда, движущегося в магнитном поле. В дан-
ной статье, исходя из универсальности указанного соотно-
шения, исследуется применимость понятия эффективной
массы электрона по Пендри 𝑚eff не только к электронам в
металлических сетках, но и к более широкому кругу задач
о движении зарядов в магнитном поле. Установлены общие
свойства эффективной массы 𝑚eff , вытекающие непосред-
ственно из ее определения. Выявлена аналогия между 𝑚eff

и эффективной массой электронов 𝑚*, рассматриваемой в
теории твердого тела. Предложена физическая интерпре-
тация 𝑚eff . На нескольких примерах показано, что, несмо-
тря на универсальность заложенного в определении 𝑚eff

соотношения между кинематическим и каноническим им-
пульсами, использование понятия 𝑚eff за пределами про-
блематики диэлектрического отклика металлических сеток
не позволяет получить правильные результаты.

V.V.Gozhenko

ON PENDRY’S EFFECTIVE ELECTRON MASS

S u m m a r y

In 1996, J. Pendry, an English theoretical physicist put forward

an idea about the dependence of the effective electron mass on

the magnetic field, while interpreting the dielectric response of

metal wire mesh structures. The idea was based on the well-

known relation between the kinematic and canonical momenta

of a charged particle moving in the magnetic field. In this pa-

per, proceeding from the universal character of that relation,

the applicability of Pendry’s effective electron mass 𝑚eff to the

problem of electrons in metal mesh structures, as well as to a

wide class of problems for charges moving in the magnetic field,

has been examined. The general properties of 𝑚eff following di-

rectly from its definition were found, and an analogy between

the effective electron mass 𝑚eff and 𝑚* known in the solid-

state theory was established. A physical interpretation of 𝑚eff

was proposed. It was demonstrated in several examples that,

despite the generality of the defining relation for the effective

mass 𝑚eff, the use of 𝑚eff beyond the problem of the dielec-

tric response of metal wire mesh structures leads to incorrect

results.
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