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КОМБIНАЦIЙНЕ РОЗСIЮВАННЯ СВIТЛА
В НАДҐРАТКАХ З Ge КВАНТОВИМИ ТОЧКАМИУДК 539

Проведено дослiдження надґраток (НГ) з шарами Ge квантових точок (КТ) методом
комбiнацiйного розсiювання свiтла (КРС) та запропоновано теоретичну модель, що
описує експериментальнi спектри. Модель враховує реальну кристалiчну структуру
КТ та навколишньої матрицi, а також фонон-фононну взаємодiю КТ з матрицею.
Iнтенсивностi спектрiв КРС розраховувалися з використанням процедури вторинно-
го квантування та методу функцiй Грiна. Отриманi результати показали, що кри-
сталiчна структура надґратки, що складається з кремнiєвих шарiв та шарiв з Ge
квантовими точками, може бути описана як змiшаний кристал з певним розподiлом
“домiшок” (Ge-“молекул”). Продемонстровано якiсну кореляцiю в положеннi та iнтен-
сивностi смуг у теоретично розрахованих та експериментально отриманих спектрах
КРС вiд надґраток з шарами Ge (SiGe) квантових точок та пояснено дублетний ха-
рактер смуг.
К люч о в i с л о в а: квантова точка, надґратка, комбiнацiйне розсiювання свiтла, функцiя
Грiна, фонони.

1. Вступ i постановка задачi

В останнi два десятирiччя ведуться активнi до-
слiдження електронних та оптичних властивостей
квантово-розмiрних кристалiчних структур, якi
створюють передумови для їх практичного засто-
сування в ролi перспективних матерiалiв сучасної
нано- та оптоелектронiки [1–3]. Вiдомо, що при на-
ближеннi розмiрiв КТ до борiвського радiуса екси-
тону в них, їх фундаментальнi властивостi почина-
ють суттєво вiдрiзнятися вiд характеристик об’єм-
них кристалiв. Зважаючи на важливiсть розумiн-
ня фiзичних процесiв, що вiдбуваються в КТ та
НГ, їх вже тривалий час вивчають як експеримен-
тально, так i теоретично [1–16].

У перших теоретичних роботах [4, 7] для опи-
су експериментально отриманих спектрiв КРС вiд
НГ, якi складалися з квантово-розмiрних шарiв,
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брали за основу модель лiнiйного ланцюжка. По-
яву низки додаткових смуг в спектрах КРС в обла-
стi акустичних коливань пояснювали за рахунок
ефекту збiльшення розмiру елементарної комiр-
ки кристала. Цю модель було успiшно застосовано
для розрахунку дисперсiйних спiввiдношень аку-
стичних i оптичних фононiв в НГ GaAs/AlAs i
InAs/GaAs [6]. Чисельнi розрахунки дисперсiї фо-
нонних гiлок (як акустичних, так i оптичних) для
НГ були зробленi в роботi [5].

Поширення акустичних коливань в перiодично-
му шаруватому середовищi було вперше розгля-
нуто С.М. Ритовим [10]. В його моделi дисперсiя
акустичних фононiв збiгається з дисперсiєю, отри-
маною в рамках моделi лiнiйного ланцюжка для
фононiв у низькочастотнiй областi спектра. Вiд-
мiннiсть для високочастотних фононiв пов’язана з
нелiнiйнiстю дисперсiї фононiв в цiй областi. В ро-
ботах [12, 13] були зробленi бiльш складнi теоре-
тичнi дослiдження частотної залежностi коливань
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в НГ вiд їх параметрiв, проте коливання в таких
структурах були описанi макроскопiчною модел-
лю, за допомогою перiодичної змiни щiльностi се-
редовища i його пружних констант.

З появою НГ з шарами КТ почалися iнтенсив-
нi дослiдження їх властивостей [17–20]. Одним з
перших дослiджень в цьому напрямку була робо-
та [17], де CdSe наносфери розглядалися в рам-
ках класичної моделi, згiдно з якою наносфера ра-
дiусом 𝑟 i дiелектричною проникнiстю 𝜀 знаходи-
ться у матрицi з проникнiстю 𝜀𝑑. У роботах [18,
19] КТ розглядалися у виглядi сферичного одно-
рiдного середовища. Для опису коливань в цьому
середовищi були використанi рiвняння Нав’є та за-
стосованi спецiальнi граничнi умови. В результатi
було отримано два типи коливань в КТ: сферичнi
та торсiйнi. Iнший пiдхiд до проблеми було запро-
поновано в роботi [20]. Автори цiєї роботи вважали
КТ однорiдним цилiндричним диском з перерiзом,
нормальним до осi у виглядi елiпса або круга. Згi-
дно з їх моделлю КТ взаємодiють мiж собою через
акустичнi коливання [21, 25–29]. Розрахунки спе-
ктрiв КРС були зробленi з використанням дефор-
мацiйного потенцiалу взаємодiї мiж акустичними
фононами i електронними станами, якi локалiзо-
ванi в КТ. На основi отриманих результатiв автори
цих робiт зробили висновок, що смуги в спектрах
КРС пов’язанi з iнтерференцiєю розсiювання свi-
тла з рiзних шарiв КТ в НГ.

Також теоретичний розгляд спектра оптичних
фононiв в КТ проводився в рамках моделi вален-
тних силових полiв [22, 23]. Ця модель є емпiри-
чною i дозволяє розраховувати частоти фононiв у
КТ, що складаються з декiлькох тисяч атомiв. Для
розрахункiв, виконаних в рамках цiєї моделi, не-
обхiдно використовувати великi масиви даних, що
робить їх досить трудомiсткими.

В роботi [24] для опису спектрiв КРС при до-
слiдженнi НГ використовували модель дiелектри-
чного континууму, однак вона є макроскопiчним
наближенням.

Тому, незважаючи на велику кiлькiсть робiт,
присвячених моделюванню спектрiв КРС вiд над-
ґраток з шарами КТ, проблема їх опису залишає-
ться актуальною. У нашому дослiдженнi ми буде-
мо описувати експериментальнi спектри КРС на
мiкроскопiчному рiвнi, тобто буде врахована ре-
альна атомна структура КТ i матрицi. Врахову-
ючи те, що значення сталих ґраток 𝑎 для Ge i Si

Рис. 1. TEM-зображення Ge КТ точок в кремнiєвiй ма-
трицi (а), схема нової комiрки в НГ з КТ (b): 𝐿𝑥 – число
старих елементарних комiрок в новiй елементарнiй комiрцi;
𝐿0𝑥 – число старих елементарних комiрок у КТ

є близькими (наприклад, для Ge/Si Δ𝑎/𝑎 ∼ 0,04)
i розмiри КТ досить великi, 𝑑 ≫ 𝑎, можна увести
нову комiрку, яка включає в себе Ge КТ i, частко-
во, навколишню Si матрицю, як показано на рис. 1.
Ця нова елементарна комiрка – досить велика за
розмiрами i складається з багатьох старих комiрок
як КТ, так i Si матрицi. Приймаючи, що у нульо-
вому наближеннi сталi ґраток однаковi, ми отри-
муємо новий кристал з iншим параметром ґратки,
𝑎 → 𝐿𝑎, 𝐿 = {𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧}. Суттєво, при цьому, що
приблизна рiвнiсть сталих ґраток Ge i Si означає
один i той самий вектор оберненої ґратки 𝑘 = 2𝜋/𝑎
для всiєї кристалiчної структури.

Дисперсiйнi кривi акустичних фононiв бiльшо-
стi матерiалiв НГ перекриваються в досить широ-
кiй областi частот, тому акустичнi фонони з рiзних
шарiв поширюються вiльно через всю кристалiчну
структуру. Нова перiодичнiсть кристала призво-
дить до згортання дисперсiйних фононних гiлок
в новiй зонi Брiллюена. Якщо дисперсiйнi гiлки
оптичних фононiв лежать в рiзних спектральних
дiапазонах, то оптичнi фонони виявляються лока-
лiзованими всерединi певного шару. У цьому ви-
падку, оптичнi фонони одного матерiалу не мо-
жуть поширюватися в шарах iншого матерiалу i
швидко згасають на вiдстанi одного-двох моноша-
рiв вiд межi подiлу. Такi фонони не проявляють
дисперсiю в напрямку, нормальному до шарiв на-
ноструктури, i можуть бути представленi як стоячi
хвилi, локалiзованi всерединi кожного шару.
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Рис. 2. Змiна дисперсiї гiлок фононiв при збiльшеннi ста-
лої ґратки, 𝑎 → 𝑎𝐿, (показано для 𝐿 = 10)

Модель, запропонована в нашому дослiджен-
нi, дозволяє робити аналiз особливостей спектрiв
КРС для всiх типiв фононiв у рамках мiкроско-
пiчного пiдходу, використовуючи тiльки загальнi
параметри реальних кристалiв (в тому числi ча-
стоти фононiв, атомнi маси i сталi ґраток). Оче-
видно, що в НГ з КТ кiлькiсть оптичних фононiв
зростає, оскiльки новий вектор оберненої ґратки
𝑏𝐿, є меншим, нiж визначений в широкiй зонi Брi-
ллюена (ЗБ), 𝑏 = 2𝜋/𝑎 → 𝑏𝐿 = 2𝜋/𝐿𝑎.

Тому кожна дисперсiйна оптична гiлка у широ-
кiй ЗБ перетворюється в декiлька оптичних гiлок
у новiй зонi, а кожна акустична гiлка трансформу-
ється в одну акустичну гiлку i декiлька оптичних
(рис. 2). Це призводить до появи в спектрi КРС,
багатьох нових оптичних низькочастотних фоно-
нiв, якi зумовленi утворенням великих кристалi-
чних комiрок. Необхiдно вiдзначити, що дисперсiя
оптичних фононiв, як правило, мала, тому окремi
новi компоненти в спектрi можуть не проявлятись,
але фононна смуга стане асиметричною, згiдно з
рис. 2, у низькочастотну сторону.

2. Теорiя

2.1. Гамiльтонiан кристала

Гамiльтонiан кристала складається з кiлькох ча-
стин, якi характеризують енергiю електронної пiд-

системи, 𝐻el, енергiю коливань, 𝐻ph, та енергiю
електрон-фононної взаємодiї, 𝐻el−ph. В цiй роботi
ми розглядаємо процеси нерезонансного КРС, то-
му можна обмежитись тiльки фононною частиною
гамiльтонiана. В представленнi вторинного кван-
тування i гармонiйному наближеннi гамiльтонiан
можна записати таким чином:

𝐻 =
∑︁
𝑞,𝑔,𝑠1

𝜔𝑞+𝑔,𝑠1𝑏
+
𝑞+𝑔,𝑠1

𝑏𝑞+𝑔,𝑠1 +

+
∑︁
𝑞,𝑔,𝑠0
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− 1
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𝑞,𝑔,𝑠0,𝑔′,𝑠′0
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′
0
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𝑠0,𝑠
′
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∑︁
𝑞,𝑔,𝑠0,𝑔′,𝑠′0

[︂
𝛿𝑔,𝑔′𝐿𝑉𝑞(

𝑠0,𝑠
′
0
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0
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×
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𝑔+𝑞)𝑎
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𝑔′+𝑞 − 𝑎*𝐿0
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𝑔+𝑞)×

× 𝑎*𝐿0

𝑔′+𝑞𝐿𝑉𝑞(
𝑠1,𝑠

′
0

𝑔,𝑔′ )𝜙𝑔+𝑞,𝑠1𝜙
+
𝑔′+𝑞,𝑠′0

+
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𝑎𝐿0

𝑔+𝑞(𝑎
*𝐿
𝑔′+𝑞 − 𝑎*𝐿0

𝑔′+𝑞)×
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𝑠0,𝑠
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1
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𝑔′+𝑞,𝑠′1

. (1)

Гамiльтонiан записаний в такiй формi, що реальна
кристалiчна структура представлена як два вiр-
туальнi кристали Ge i Si, кожний об’ємом 𝑉 =
= 𝑣0𝑁 , де 𝑣0 i N об’єм i число елементарних ко-
мiрок, вiдповiдно [30]. Тому окремi доданки у ви-
разi (1) вiдповiдають такому: першi два додан-
ки описують гамiльтонiани обох кристалiв, Si та
Ge, що характеризуються iндексами 1 i 0, вiдпо-
вiдно; третiй i четвертий доданки описують збу-
дження, зумовлене кiнетичною енергiєю криста-
лiв, 𝑇 (0), Δ𝑇 (0) i Δ𝑇 (1); останнi чотири вирази
пов’язанi з потенцiальною енергiєю реальної кри-
сталiчної структури, яку представлено як суму
𝑉 = 𝑉 00 +𝑉 11 +(Δ𝑉 00 +Δ𝑉 11 +Δ𝑉 10 +Δ𝑉 01). В
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операторах нормальних координат коливань ґра-
тки, 𝜙𝑞,𝑠 =

1√
2
(𝑏𝑞,𝑠 + 𝑏+−𝑞,𝑠) = 𝜙+

−𝑞,𝑠, та вiдповiдних
iмпульсiв, 𝜋𝑞,𝑠 = 1√

2
(𝑏+𝑞,𝑠 − 𝑏−𝑞,𝑠) = −𝜋+

−𝑞,𝑠, хви-
льовий вектор виражений таким чином: 𝑞 = 𝑔 + 𝑞,
де 𝑔 – хвильовий вектор нової оберненої ґратки,
а хвильовий вектор 𝑞 змiнюється в iнших межах
(−𝜋/𝑎𝐿𝑗 6 𝑞𝑗 6 𝜋/𝑎𝐿𝑗 , j = x, y, z ) в такiй стру-
ктурi. Фононнi гiлки при цьому нумеруються iн-
дексами 𝑠𝑗 = {𝑠0, 𝑠1} для КТ i матрицi вiдповiд-
но; осцилюючi величини 𝑎𝐿0

𝑔+𝑞 = 𝐿0

𝐿 𝑓𝐿0

𝑔+𝑞, де 𝑓𝐿0

𝑔+𝑞 =

= 1
𝐿0

∑︀𝐿0

𝑛0=1 exp[𝑖(𝑞 + 𝑏𝑔)𝑛0] залежать вiд розмiрiв
КТ, тобто вiд числа “старих” комiрок кристала, 𝑛0,
що складають КТ.

2.2. Iнтенсивнiсть спектрiв
КРС i рiвняння для функцiй Грiна

Iнтенсивнiсть в спектрах КРС може бути вираже-
на уявною частиною фур’є-компоненти запiзню-
вальної функцiї Грiна (ФГ) вiд тензора розсiюва-
ння �̄�𝑘,𝜆,𝑘′,𝜆′ [30, 31, 32]:

𝐼𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 ∼ −[1+𝑛(𝜔)]Im⟨⟨�̄�𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑡), �̄�
+
𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(0)⟩⟩𝜔,

(2)
�̄�𝑘,𝜆.𝑘′,𝜆′=

∑︁
𝛼,𝛽

𝑒𝛼(𝑘, 𝜆)𝑒
*
𝛽(𝑘

′, 𝜆′)𝜒𝛼,𝛽(𝑄=𝑘′−𝑘),

𝜒𝛼,𝛽(𝑄) =
∑︁
𝑝,𝛾

𝜒𝛼,𝛽(𝑛) exp(−𝑖𝑄𝑛),
(3)

де 𝑒𝛼(𝑘, 𝜆) i 𝑒𝛽(𝑘′, 𝜆′) – орти вектора електрично-
го поля падаючого i розсiяного свiтла, вiдповiдно.
Можна показати, що для дослiджуваної криста-
лiчної структури з КТ тензор 𝜒𝛼,𝛽(𝑄) має такий
вигляд:

𝜒𝛼,𝛽(𝑄) =
√︀

𝐿𝑁0

{︂∑︁
𝑔,𝑠0

�̃�𝑠0
𝛼,𝛽(𝑏𝑔 +𝑄)𝑎𝐿0

𝑔 𝜙𝑔+𝑄,𝑠0 +

+
∑︁
𝑔,𝑠1

�̃�𝑠1
𝛼,𝛽(𝑏𝑔 +𝑄)[𝛿𝑔,0 − 𝑎𝐿0

𝑔 ]𝜙𝑔+𝑄,𝑠1

}︂
, (4)

(𝑁 = 𝐿𝑁0), де 𝑁0 – число нових великих комiрок.
З рiвнянь (2)–(4) можна знайти спектральну за-

лежнiсть iнтенсивностi розсiювання свiтла, яка ви-
ражається через фур’є-компоненти ФГ вiд фонон-
них операторiв. Далi для спрощення розумiння
розглядається випадок, коли тiльки одна фононна
гiлка (𝑠0 = 𝛼0i 𝑠1 = 𝛼1) для кожного кристала Ge
i Si є актуальною. Тодi iнтенсивнiсть розсiювання
свiтла можна виразити таким чином:

𝐼𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝜔) ∼

∼ −[1 + 𝑛(𝜔)]
1

�̃�
Im

{︂∑︁
𝑔

�̃�𝛼0

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔 +𝑄)𝑎𝐿0
𝑔 ×

×
∑︁
𝑔′

�̃�*𝛼0

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔′ +𝑄)𝑎*𝐿0

𝑔′ ×

×⟨⟨𝜙𝑔+𝑄,𝛼0(𝑡);𝜙
+
𝑔′+𝑄,𝛼0

(0)⟩⟩𝜔 +

+
∑︁
𝑔

�̃�𝛼0

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔 +𝑄)𝑎𝐿0
𝑔 ×

×
∑︁
𝑔′

�̃�*𝛼0

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔′ +𝑄)[𝛿𝑔′,0 − 𝑎*𝐿0

𝑔′ ]×

×⟨⟨𝜙𝑔+𝑄,𝛼0
(𝑡);𝜙+

𝑔′+𝑄,𝛼1
(0)⟩⟩𝜔 +

+
∑︁
𝑔

�̃�𝛼1

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔 +𝑄)[𝛿𝑔,0 − 𝑎𝐿0
𝑔 ]×

×
∑︁
𝑔′

�̃�*𝛼0

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔′ +𝑄)𝑎*𝐿0

𝑔′ ×

×⟨⟨𝜙𝑔+𝑄,𝛼1
(𝑡);𝜙+

𝑔′+𝑄,𝛼0
(0)⟩⟩𝜔 +

+
∑︁
𝑔

�̃�𝛼1

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔 +𝑄)[𝛿𝑔,0 − 𝑎𝐿0
𝑔 ]×

×
∑︁
𝑔′

�̃�*𝛼1

𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝑏𝑔′ +𝑄)[𝛿𝑔′,0 − 𝑎*𝐿0

𝑔′ ]×

×⟨⟨𝜙𝑔+𝑄,𝛼1
(𝑡);𝜙+

𝑔′+𝑄,𝛼1
(0)⟩⟩𝜔

}︂
. (5)

Спiввiдношення (5) показує, що iнтенсивнiсть
розсiювання свiтла виражається через компоненти
Фур’є запiзнюючої ФГ для фононних операторiв
типу 𝜙𝑔+𝑄,𝑠, де 𝑄 – хвильовий вектор падаючого
випромiнювання. Надалi ми будемо використову-
вати фононнi оператори 𝜙𝑝+𝑘,𝛼, де 𝛼 = {𝛼0, 𝛼1}
характеризують фононнi гiлки КТ i матрицi, вiд-
повiдно. ФГ описується таким виразом:

⟨⟨𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼(0)⟩⟩ =

= −𝑖Θ(𝑡)⟨[𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)]⟩, (6)

де Θ(𝑡) – ступiнчата функцiя; вираз [..., ...] – кому-
татор двох операторiв; ⟨...⟩ означають статистичне
усереднення операторiв; 𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡) = exp(𝑖𝐻𝑡)×
×𝜙𝑝+𝑘,𝛼 exp(−𝑖𝐻𝑡).

Рiвняння для ФГ має такий вигляд:

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
⟨⟨𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡);𝜙

+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩ =

= 𝛿(𝑡)⟨[𝜙𝑝+𝑘,𝛼(0);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)]⟩+

+ ⟨⟨𝑖 𝜕
𝜕𝑡

𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩, (7)
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де

𝜙−(𝑝+𝑘),𝛼 = 𝜙+
𝑝+𝑘,𝛼,

а комутатор [𝜙𝑝+𝑘,𝛼(0);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)] = 0. Оскiльки

перший доданок у виразi (7) дорiвнює нулю, то
внесок у ФГ буде давати тiльки останнiй.

Похiдна вiд оператора залежить вiд гамiльтонi-
ана системи (1) i описується таким виразом:

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜙𝑝+𝑘,𝛼(𝑡) = [𝜙𝑝+𝑘,𝛼;𝐻0 +Δ𝐻],

𝛼 = {𝛼1, 𝛼0},
(8)

в якому

𝐻0 =
∑︁
𝑞,𝑔,𝛽

𝜔𝑞+𝑔,𝛽𝑏
+
𝑞+𝑔,𝛽𝑏𝑞+𝑔,𝛽 , 𝛽 = {𝑠1, 𝑠0}. (9)

Решта доданкiв у виразi (1) є збуренням, зумов-
леним неiдеальнiстю початкового кристала, i вони
приводять до системи зв’язаних мiж собою рiвнянь
для ФГ.

Надалi будемо вважати, як зазначалося вище,
що КТ i матриця (тобто, кристали з матерiалу КТ
i матрицi) мають тiльки по однiй (оптичнiй чи аку-
стичнiй) коливнiй модi, а сталi, якi характеризу-
ють взаємодiю мiж фононами гiлки 𝛼 i вектора
𝑔 + 𝑘 та фононами сорту 𝛽, 𝑝+ 𝑘, не залежать вiд
хвильових векторiв, 𝐿𝑉𝑘(

𝛼,𝛽
𝑔,𝑝 ) = 𝑉 𝛼,𝛽 .

Для аналiзу рiвнянь для ФГ введемо такi позна-
чення:

𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =

=
∑︁
𝑔1

𝑎𝐿0

𝑔1+𝑘⟨⟨𝜙𝑔1+𝑘,𝛼0
(𝑡);𝜙+

𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩𝜔, (10a)

𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =

=
∑︁
𝑔1

(𝑎𝐿𝑔1+𝑘 − 𝑎𝐿0

𝑔1+𝑘)⟨⟨𝜙𝑔1+𝑘,𝛼1(𝑡);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩𝜔,

(10b)

𝐺𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =

=
∑︁
𝑔1

𝑎𝐿0

𝑔1+𝑘⟨⟨𝜙𝑔1+𝑘,𝛼1
(𝑡);𝜙+

𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩𝜔. (10c)

Тодi два рiвняння для фур’є-компонент ФГ запи-
шуться у такому виглядi:

⟨⟨𝜙𝑝+𝑘,𝛼0(𝑡);𝜙
+
𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩𝜔 =

1

Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼0)
×

×
{︁
�̃�𝑝+𝑘,𝛼0

𝛿𝛼0,𝛼′𝛿𝑝+𝑘,𝑝′+𝑘′ + �̃�𝑝+𝑘,𝛼0
𝑎*𝐿0

𝑝+𝑘 ×

× [𝑉 𝛼0𝛼0𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ + 𝑉 𝛼1𝛼0𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ ]
}︁
, (11a)

⟨⟨𝜙𝑝+𝑘,𝛼1
(𝑡);𝜙+

𝑝′+𝑘′,𝛼′(0)⟩⟩𝜔 =

=
1

Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼1)
{�̃�𝑝+𝑘,𝛼1𝛿𝛼1,𝛼′𝛿𝑝+𝑘,𝑝′+𝑘′ −

− �̃�𝑝+𝑘,𝛼1
[𝑉 𝛼1𝛼1𝑎*𝐿𝑝+𝑘𝐺

𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′)−

− (𝑎*𝐿𝑝+𝑘 − 𝑎*𝐿0

𝑝+𝑘)𝑉
𝛼0𝛼1𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ ]}. (11b)

В рiвняннях (11a), (11b) прийнятi такi позначення:

�̃�𝑝+𝑘,𝛼0
= 𝜔𝑝+𝑘,𝛼0

𝑎𝐿0
0 ,Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼0) =

= 𝜔2 − 𝜂0𝜔𝑝+𝑘,𝛼0 �̃�𝑝+𝑘,𝛼0 , (𝜂0 → 0), (12a)

�̃�𝑝+𝑘,𝛼1
= 𝜔𝑝+𝑘,𝛼1

(1− 𝑎𝐿0
0 ),Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼1) =

= 𝜔2 − 𝜂1𝜔𝑝+𝑘,𝛼1 �̃�𝑝+𝑘,𝛼1 (𝜂1 = 1). (12b)

Спiввiдношення (12a), (12b) дозволяють отрима-
ти систему рiвнянь для всiх функцiй (10a)–(10c).
Помноживши (10a) на 𝑎𝐿0

𝑝+𝑘 i просумувавши по iн-
дексу 𝑝, отримаємо:

𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ [1− 𝑓𝐿0𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼0 ]−

−𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′𝑓
𝐿0𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼0 = 𝐴𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ ,

(13)
де

𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘) =
∑︁
𝑝

𝑎𝐿0

𝑝+𝑘𝑎
*𝐿0

𝑝+𝑘�̃�𝑝+𝑘,𝛼0

Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼0)
, (14a)

𝐴𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =
∑︁
𝑝

𝑎𝐿0

𝑝+𝑘

𝛿𝑝,𝑝′𝛿𝑘,𝑘′

Δ(𝜔, 𝑝+𝑘, 𝛼0)
�̃�𝑝+𝑘,𝛼0

𝛿𝛼0,𝛼′=

=
𝑎𝐿0

𝑝′+𝑘′ �̃�𝑝′+𝑘′,𝛼0

Δ(𝜔, 𝑝′ + 𝑘′, 𝛼0)
𝛿𝛼0,𝛼′𝛿𝑘,𝑘′ . (14b)

З (11b) таким же чином можемо отримати iншi
два рiвняння, що зв’язують мiж собою функцiї
(10a)–(10c). Помножимо (11b) на фактори 𝑎𝐿0

𝑝+𝑘 i
(𝑎𝐿𝑝+𝑘 − 𝑎𝐿0

𝑝+𝑘) тодi, здiйснюючи пiдсумовування по
𝑝, отримуємо:

−𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′𝑓
𝐿0,𝐿−𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼1 +

+𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′𝑓
𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 +𝐺𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ ×

× [1 + 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ] = 𝐴𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ , (15)

1230 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 12



Комбiнацiйне розсiювання свiтла в надґратках

−𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′𝑓
𝐿−𝐿0,𝐿−𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼1 +

+𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ [1 + 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ] +

+𝐺𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′𝑓
𝐿−𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 =

= 𝐴𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ , (16)

𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘) =
∑︁
𝑝

(𝑎𝐿𝑝+𝑘 − 𝑎𝐿0

𝑝+𝑘)𝑎
*𝐿0

𝑝+𝑘�̃�𝑝+𝑘,𝛼0

Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼0)
,

(17a)

𝑓𝐿−𝐿0,𝐿−𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘) =

=
∑︁
𝑝

(𝑎𝐿𝑝+𝑘 − 𝑎𝐿0

𝑝+𝑘)(𝑎
*𝐿
𝑝+𝑘 − 𝑎*𝐿0

𝑝+𝑘)�̃�𝑝+𝑘,𝛼0

Δ(𝜔, 𝑝+ 𝑘, 𝛼0)
. (17b)

Зазначимо, що точний розв’язок системи рiв-
нянь (13), (15) i (16) призводить до досить громi-
здких виразiв. Для їх спрощення ми обмежимось
в чисельнику i знаменнику лiнiйними членами по
сталих взаємодiї 𝑉 𝛼1𝛼1 та 𝑉 𝛼0𝛼0 i знехтуємо 𝑉 𝛼1𝛼0 i
𝑉 𝛼0𝛼1 , як досить малими. Як результат, отримуємо

𝐺𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ = − 𝑎

Δ(𝜔, 𝑘)
𝐴𝐿0

𝛼0,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ , (18a)

𝐺𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =

=
1

Δ(𝜔, 𝑘)
(𝑏𝐴𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ − 𝑐𝐴𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′), (18b)

𝐺𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ =

=
1

Δ(𝜔, 𝑘)
(𝑑𝐴𝐿−𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′ − 𝑒𝐴𝐿0

𝛼1,𝑘,𝛼′,𝑝′+𝑘′), (18c)

Δ(𝜔, 𝑘) = −
[︁
1− 𝑓𝐿0𝐿0

𝛼0
(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼0 +

+ 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 + 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1

]︁
, (19)

де використанi такi позначення:

𝑎 = 1 + 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 + 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ,

𝑏 = 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ,

𝑐 = 1 + 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 + 𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼0 ,

𝑑 = 𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ,

𝑒 = [1 + 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼1𝛼1 ] + 𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔, 𝑘)𝑉 𝛼0𝛼0 .

Пiдставивши (18a)–(18c) i (19) у (11a), (11b) мо-
жна отримати вирази для фур’є-компонент вiд-
повiдних ФГ. Результат розрахунку показує, що
фур’є-компоненти ФГ, пропорцiйнi 𝛿-функцiї, 𝛿𝑘,𝑘′ ,
тому в такiй кристалiчнiй структурi виконується
закон збереження хвильового вектора. Як вiдзна-
чено у вступi до цiєї роботи i показано на рис. 2,
вiн змiнюється в бiльш вузьких межах (−𝜋/𝑎𝐿𝑗 6
𝑘𝑗 6 𝜋/𝑎𝐿𝑗). Крiм того, зрозумiло, що в точцi пере-
тину дисперсiйних кривих, 𝑘𝑗=0, повинно вiдбути-
ся розщеплення цих кривих, якi описують основнi
коливання, за рахунок вiдповiдних ангармонiйних
членiв.

3. Чисельнi розрахунки
i аналiз експериментальних результатiв

Вирази для ФГ, пiдставленi у (5), дають можли-
вiсть отримати спектральну залежнiсть спектрiв
КРС як функцiю частоти i параметрiв кристала.
Для спрощення виразу (5) i бiльшої зручностi для
чисельного моделювання будемо нехтувати зале-
жнiстю вiд хвильового вектора в тензорi сприйня-
тливостi, вважаючи �̃�

𝑠𝑗
𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆(𝑏𝑔 + 𝑄) = �̃�

𝑠𝑗
𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆

коли 𝑘 − 𝑘′ = 𝑄 → 0.
Тодi iнтенсивнiсть КРС запишеться як сума чо-

тирьох доданкiв:

𝐼𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆(𝜔) ∼ −[1 + 𝑛(𝜔)]Im{𝐼00𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 +

+ 𝐼01𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 + 𝐼10𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 + 𝐼11𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆}, (20)

де

𝐼00𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 = �̃�𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆{𝑓
𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)+

+
𝑉 𝛼0,𝛼0𝑎

Δ(𝜔,𝑄)
𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)}, (21a)

𝐼01𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 = �̃�𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆

𝑉 𝛼1,𝛼0

Δ(𝜔,𝑄)
𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)×

×
{︂
(𝑎𝐿𝑄 − 𝑎𝐿0

𝑄 )𝑑�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
+

𝑎𝐿0

𝑝′+𝑘′ �̃�𝑝′+𝑘′,𝛼1
𝑒

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
−

− 𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔,𝑄)𝑑

}︂
, (21b)

𝐼10𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 = �̃�𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆

𝑉 𝛼0,𝛼1

Δ(𝜔,𝑄)
𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)×

×
{︂
(𝑎𝐿0

𝑄 − 𝑎*𝐿0

𝑄 )�̃�𝛼1,𝑄𝑎

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑓𝐿0,𝐿−𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

}︂
, (21c)
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𝐼11𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 = �̃�𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆

(︂
[1− 𝑎𝐿0

0 − 𝑎*𝐿0
0 ]�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
+

+ 𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼1

(𝜔,𝑄)− 𝑉 𝛼1,𝛼1

Δ(𝜔,𝑄)

{︂
�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
×

×
[︂
𝑎*𝐿0

𝑄

(︂
𝑏(𝑎𝐿𝑄 − 𝑎𝐿0

𝑄 )�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑏𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

)︂
+

+ 𝑎*𝐿0

𝑄

(︂
𝑐𝑎𝐿0

𝑄 �̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑐𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

)︂
+

𝑎*𝐿𝑄

(︂
𝑒𝑎𝐿0

𝑄 �̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑒𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)+

+

(︂
𝑑(𝑎𝐿𝑄 − 𝑎𝐿0

𝑄 )�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑑𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

)︂]︂
−

−
[︂
𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼1

(
𝑏(𝑎𝐿𝑄 − 𝑎𝐿0

𝑄 )�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑏𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄))+

+ 𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼1

(︂
𝑐𝑎𝐿0

𝑄 �̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑐𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

)︂
−

− 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼1

(︂
𝑒𝑎𝐿0

𝑄 �̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑒𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

)︂
+

+ 𝑓𝐿0,𝐿
𝛼1

(
𝑑(𝑎𝐿𝑄 − 𝑎𝐿0

𝑄 )�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
− 𝑑𝑓𝐿−𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄))

]︂}︂)︂
.

(21d)

Приведена формула для iнтенсивностi КРС бiльш
точна, в порiвняннi з формулою, наведеною в на-
шiй роботi [30], та враховує внесок доданкiв 𝑉 𝛼1,𝛼1

та 𝑉 𝛼0,𝛼0 , оскiльки вони включенi не тiльки в ста-
лi величини виразiв (18а)–(19), а i в знаменник
Δ(𝜔,𝑄). У виразi (20) можна вiдзначити деякi гра-
ничнi випадки:

a) якщо константи взаємодiї 𝑉 𝛼0,𝛼0 , 𝑉 𝛼1,𝛼1 мiж
фононами гiлок малi, то (20) зводиться до бiльш
простого вигляду, а iнтенсивнiсть, як i в [30] опи-
сується двома такими виразами:

𝐼00𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 + 𝐼11𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 =

= �̃�𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆𝑓
𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)+�̃�𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼1

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆 ×

×
[︂
(1− 𝑎𝐿0

0 − 𝑎*𝐿0
0 )�̃�𝛼1,𝑄

Δ(𝜔,𝑄, 𝛼1)
+ 𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄)

]︂
, (22a)

б) якщо 𝑉 𝛼0,𝛼0 ≫ 𝑉 𝛼1,𝛼1 , то iнтенсивнiсть роз-
сiювання описується рiвнянням, аналогiчним рiв-
нянню (22a), але перший доданок в (22a) змiнює-
ться i, вiдповiдно до (20) дорiвнює:

𝐼00𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆 = �̃�𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆𝑓
𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)/

/[1− 𝑉 𝛼0,𝛼0𝑓𝐿0,𝐿0
𝛼0

(𝜔,𝑄)] = �̃�𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆 ×

×

∑︀
𝑝
𝑎𝐿0

𝑝+𝑄𝑎
𝐿0

𝑝+𝑄�̃�𝑝+𝑄,𝛼0

𝜔2 − 𝑉 𝛼0,𝛼0
∑︀
𝑝
𝑎𝐿0

𝑝+𝑄𝑎
*𝐿0

𝑝+𝑄�̃�𝑝+𝑄,𝛼0

, (22b)

в) якщо розмiр КТ є близьким до розмiрiв нової
комiрки кристала, 𝐿0 → 𝐿, отримуємо

𝐼00𝑝′,𝜆′,𝑝,𝜆�̃�
𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆�̃�
*𝛼0

𝑘′,𝜆′,𝑘,𝜆

𝜔𝑄,𝛼0

𝜔2 − 𝜔2
𝑄,𝛼0

, (22c)

г) якщо 𝐿0 → 0 то у (21a)–(21d), (22a), (22b)
всi доданки, якi пропорцiйнi 𝑎𝐿0

𝑔+𝑄 → 0, зникають i
тiльки той, що вiдповiдає матрицi (другий доданок
у (22a)), зберiгається.

Важливо вiдзначити, що отриманi спiввiдношен-
ня для iнтенсивностi КРС можуть описувати про-
цеси за участю як акустичних, так i оптичних фо-
нонiв. Закономiрностi розсiяння залежать вiд ха-
рактеру дисперсiї фононних гiлок. Надалi в робо-
тi ми проаналiзуємо результати чисельних розра-
хункiв тiльки для розсiювання свiтла на фононах,
отриманих в результатi згортки гiлки акустичних
фононiв i порiвняємо цi результати з даними екс-
перименту.

Iнтенсивнiсть розсiяння спектрiв КРС, як ви-
дно з (21a)–(21d), (22a), (22b) залежить вiд фун-
кцiй типу 𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼1
(𝜔,𝑄), 𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼0
(𝜔,𝑄) i має резонанс

(12a), (12b) бiля деякого значення частоти, що
входить в Δ(𝜔, 𝑔 + 𝑄,𝛼) = 𝜔2 − 𝜂𝜔𝑔+𝑄,𝛼�̃�𝑔+𝑄,𝛼.
Розмiри Ge квантових точок НГ задовольняють
умовi 𝐿𝑥, 𝐿𝑦 ≫ 𝐿𝑧, тому, як показано в Дода-
тку 1 нашої роботи [30], тiльки z координата у
функцiях 𝑓𝐿0,𝐿0

𝛼𝑗
(𝜔,𝑄) є суттєвою. Для акустичних

фононiв гiлки об’ємного кристала можна добре
описати виразом 𝜔𝑔+𝑄,𝛼 =

⃒⃒⃒
𝜔0,𝛼 sin[

𝑎(𝑏𝑧,𝑔+𝑄𝑧)
2 ]

⃒⃒⃒
, де

𝑎 – стала ґратки, Q – хвильовий вектор свiтла i
g – новий вектор оберненої ґратки 𝑏𝑧,𝑔 = 2𝜋

𝑎𝐿𝑧
𝑔𝑧,𝑖,

−𝐿𝑧

2 6 𝑔𝑧,𝑖 6
𝐿𝑧

2 , 𝑔𝑧,𝑖 = 0,±1,±2. Якщо знехтувати
хвильовим вектором свiтла, 𝑄 → 0, пiк резонансу
(22a) повинен припадати на значення 𝑔𝑧,𝑖. Як ви-
дно з рис. 3, b, для ±𝑔𝑧,𝑖 i 𝑄 → 0 положення та

1232 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 12



Комбiнацiйне розсiювання свiтла в надґратках

Рис. 3. Експериментальний спектр КРС (1 ) багатошаро-
вої структури з Ge КТ i, вiдповiдний теоретичний спектр
(2 ), що був розрахований на основi запропонованої моделi
(а) пiдгоночнi параметри: 𝑉 𝛼1𝛼1 = 𝑉 𝛼0𝛼0 = 4 см−1; схема-
тичне пояснення утворення дублетiв в спектрах КРС (b)

iнтенсивнiсть обох пiкiв повиннi бути однаковими.
Але, якщо 𝑄 ̸= 0, положення та iнтенсивнiсть двох
пiкiв, описаних вище, будуть вiдрiзнятися. Дiйсно,
(±𝑏𝑧,𝑔 +𝑄𝑧) =

2𝜋
𝑎𝐿𝑧

(±𝑔𝑧,𝑖 +
𝑎𝐿𝑧𝑛

𝜆 ) i для великих 𝐿𝑧

або показника заломлення 𝑛 внесок другого додан-
кa в дужках буде значним, тому в цьому випадку
в спектрi, замiсть однiєї смуги повиннi спостерi-
гатися дублети смуг. Це добре видно на рис. 3, b.
Розщеплення в дублетi залежить вiд параметрiв
𝜆, 𝐿𝑧 i 𝑛. Аналiз деяких випадкiв при чисельному
моделюваннi i порiвняння з експериментальними
результатами при змiнi основних параметрiв наве-
дено на рис. 3–5.

На рис. 3, а показано експериментальний (кри-
ва 1 ) i розрахований (крива 2 ) спектри КРС на
10-шаровiй НГ з Ge КТ. Видно, що iнтенсивностi
дублетiв i частотнi положення смуг добре описую-
ться теоретичним спектром. Iншi теоретичнi кривi

Рис. 4. Ряд теоретичних спектрiв багатошарової структу-
ри з КТ, для яких висота КТ вважалася сталою (1,5 нм),
а товщина Si шару варiювалася вiд 10 (крива 1 ) до 16 нм
(крива 4 ). Для порiвняння для перших двох спектрiв наве-
дено експериментальнi спектри КРС

Рис. 5. Ряд теоретичних спектрiв КРС у багатошарових
структурах з КТ, отриманих при сталiй висотi КТ i товщинi
шару Si та при варiюваннi довжини хвилi збуджуючого ви-
промiнювання: 350 нм (1 ), 450 нм (2 ), 650 нм (3 ), 750 нм (4 )

на рис. 4 демонструють вплив товщини шару Si
(при однакових iнших параметрах НГ). При збiль-
шеннi товщини шару вiд 10 до 16 нм, центр ваги
спектра змiщується в бiк менших частот i незначно
збiльшує вiдстань мiж смугами всерединi дублета.
Такi змiни в спектрах пояснюються в рамках за-
пропонованої моделi збiльшенням значення 𝐿𝑧 i,
отже, пов’язанi зi збiльшенням числа точок пере-
гину дисперсiйної кривої (рис. 2). Таким чином,
при однiй i тiй самiй довжинi хвилi збуджуючо-
го лазерного випромiнювання, яка вiдповiдає фо-
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нонам з аналогiчними хвильовими векторами, ча-
стоти вiдповiдних смуг у спектрi змiнюються вiд-
повiдно до змiн дисперсiйної кривої.

Ефект змiни довжини хвилi збуджуючого ви-
промiнювання (𝜆exc.) показаний на рис. 5. Як ви-
дно, при змiнi енергiї збудження з 1,65 eВ (𝜆exc. =
= 750 нм) до 3,55 eВ (𝜆exc. = 350 нм) вiдстань
мiж смугами всерединi дублету зменшується при
сталому положеннi центра дублету. Необхiдно вiд-
значити, що найкраща пiдгонка теоретичних спе-
ктрiв до експериментальних має мiсце при досить
малих значеннях сталих взаємодiї, 𝑉 𝛼0,𝛼0/𝜔𝛼0

,
𝑉 𝛼1,𝛼1/𝜔𝛼1

6 0,05.
Необхiдно також вiдзначити, як було нами по-

казано в роботах [34, 35], що реальнi КТ мають
змiшаний SiGe склад, що зумовлено гiгантською
iнтердифузiєю Si з кремнiєвої пiдкладки за раху-
нок неоднорiдних напружень поблизу КТ. Оцiнити
компонентний склад КТ можна iз спектрiв КРС на
оптичних фононах. Дiйсно, частоти Ge–Ge, Si–Ge
та Si–Si мод в SiGe твердому розчинi суттєво зале-
жать вiд вмiсту кожного з компонентiв. Врахуван-
ня ефекту компонентного перемiшування дозволяє
бiльш точно описувати спектри КРС на згортках
дисперсiйних гiлок акустичних фононiв.

4. Висновки

Виконано теоретичне моделювання експеримен-
тально отриманих спектрiв КРС в багатошарових
структурах з квантовими точками. Показано, що
у теоретичному описi спектрiв КРС (або погли-
нання) таких структур, повинно бути прийнято
до уваги збiльшення кiлькостi фононних мод. За-
пропоновано модель для опису експериментальних
спектрiв КРС вказаних вище структур, яка врахо-
вує реальну кристалiчну структуру як КТ, так i
навколишньої матрицi, а також взаємодiю коли-
вань КТ з фононами матрицi. За допомогою про-
цедури вторинного квантування i методу функцiй
Грiна, розраховано спектральну залежнiсть iнтен-
сивностi спектрiв КРС . Отриманi результати по-
казують, що кристалiчнi структури надґраток з
квантовими точками можуть бути описанi як змi-
шанi кристали з певним розподiлом домiшок, ор-
ганiзованих у великi “Ge молекули” (КТ). Показа-
но, що при певних значеннях параметрiв НГ спо-
стерiгається якiсна кореляцiя в положеннi та iн-
тенсивностi смуг мiж теоретичним та експеримен-

тальним спектрами КРС, та пояснено виникнення
характерних дублетiв смуг.
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Ю.А.Романюк, А.М.Яремко,
В.Н.Джаган, В.О.Юхимчук

КОМБИНАЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ
СВЕТА В СВЕРХРЕШЕТКАХ С Ge
КВАНТОВЫМИ ТОЧКАМИ

Р е з ю м е

Проведено исследование сверхрешеток (СР) со слоями Ge
квантовых точек (КТ) методом комбинационного рассея-
ния света (КРС) и предложена теоретическая модель, опи-
сывающая экспериментальные спектры. Модель учитывает
реальную кристаллическую структуру КТ и окружающей

матрицы, а также фонон-фононное взаимодействие КТ с
матрицей. Интенсивности спектров КРС рассчитывались с
использованием процедуры вторичного квантования и ме-
тода функций Грина. Полученные результаты показали,
что кристаллическая структура сверхрешетки, состоящая
из кремниевых слоев и слоев с Ge квантовыми точками,
может быть описана как смешанный кристалл с опреде-
ленным распределением “примесей” (Ge-“молекул”). Проде-
монстрирована качественная корреляция положения и ин-
тенсивности полос в теоретически рассчитанных и экспери-
ментально полученных спектрах КРС от сверхрешеток со
слоями Ge (SiGe) квантовых точек и объяснен дублетный
характер полос.

Yu.A.Romanyuk, A.M.Yaremko,
V.M.Dzhagan, V.O.Yukhymchuk

RAMAN SCATTERING
IN SUPERLATTICES WITH Ge QUANTUM DOTS

S u m m a r y

The studies of the Raman scattering in superlattices with lay-

ers of Ge quantum dots (QDs) are carried out. A theoretical

model describing the experimental spectra with regard for the

real crystal structures of both the QD and the surrounding ma-

trix, as well as the phonon-phonon interaction in the matrix

and in the QDs, is proposed. The intensities of Raman spec-

tra are calculated with the use of the secondary quantization

procedure and Green’s functions. The results obtained show

that the crystal structure of the superlattice composed of al-

ternating silicon layers and layers with Ge quantum dots can

be described as a mixed crystal consisting of a matrix with a

certain distribution of “impurities” (“Ge-molecules”). A quali-

tative correlation between the theoretically calculated and ex-

perimentally measured positions and intensities of bands in the

Raman spectra of QD superlattices is demonstrated, and the

doublet character of the bands is explained.
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