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ДИФУЗIЯ ЧАСТИНОК У ДВОВИМIРНОМУ
ВИПАДКОВОМУ ПОЛI ШВИДКОСТIУДК 539

На основi детального аналiзу порiвняно два пiдходи до опису дифузiї частинок у дво-
вимiрному випадковому полi швидкостi, а саме метод декорельованих траєкторiй та
наближення моментами. Розглянуто заморожену турбулентнiсть, оскiльки вона є
найбiльш складним тестом для перевiрки статистичних теорiй. Результати аналi-
тичних наближень порiвняно з даними числового моделювання.
К люч о в i с л о в а: дифузiя частинок, випадкове поле, числове моделювання.

1. Вступ

Проблема турбулентного перенесення виникає у
широкому колi задач гiдродинамiки та теорiї пла-
зми i може бути сформульована як задача стати-
стичного опису руху ансамблю частинок у випад-
ковому полi швидкостi. Розрiзняють два описи, ко-
ли рух частинок не впливає на випадкове поле –
задача у зовнiшнiх полях, та навпаки – самоузго-
джена задача. Задача у зовнiшнiх полях є спроще-
ною у порiвняннi з самоузгодженим описом, проте
завдяки повному контролю параметрiв задачi та
прозорому аналiзу її результатiв вона дає можли-
вiсть оцiнити якiсть аналiтичних наближень.

Еволюцiя функцiї розподiлу для задачi у зов-
нiшнiх випадкових полях визначається нелiнiй-
ним iнтегро-диференцiальним рiвнянням [1]. Воно
встановлює нелокальний зв’язок мiж часовою по-
хiдною функцiї розподiлу частинок та її значення-
ми в попереднi моменти часу. Оскiльки не iснує ме-
тодiв побудови точного розв’язку такого рiвняння,
то використовують спрощене локальне у часi пара-
болiчне рiвняння дифузiї з залежним вiд часу кое-
фiцiєнтом дифузiї. Коефiцiєнт дифузiї пов’язаний
iз кореляцiйною функцiєю компонент швидкостi
вздовж траєкторiй руху частинок спiввiдношен-
ням Тейлора [2, 5]. Такий пiдхiд зводить задачу до
встановлення зв’язку мiж лагранжевими та ейле-
ровими статистичними величинами. Кореляцiйнi
функцiї компонент швидкостi вздовж траєкторiй
руху називаються лагранжевими i є невiдомими
для нас. Ейлеровi кореляцiйнi функцiї визнача-
ються у фiксованих точках лабораторної системи
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координат i вважаються вiдомими. Задача полягає
у визначеннi лагранжевих кореляцiйних функцiй
компонент швидкостi за вiдомими ейлеровими.

Важливiсть ефектiв, пов’язаних iз просторовою
залежнiстю траєкторiй частинок вiд випадкового
поля, або iншими словами лагранжевою нелiнiй-
нiстю в задачi, прийнято характеризувати числом
Кубо 𝐾. Воно є вiдношенням середньої довжини
пробiгу частинки за кореляцiйний час до кореля-
цiйної довжини i визначає можливiсть частинки
блукати просторовою структурою поля до момен-
ту його повної змiни.

Малi значення числа Кубо 𝐾 < 1 вiдповiдають
слабкiй лагранжевiй нелiнiйностi в задачi. При
цьому рух частинок можна наближено вважати
випадковим, оскiльки випадкове поле швидко змi-
нюється у часi. Для таких чисел Кубо є вiрною
асимптотична оцiнка коефiцiєнта дифузiї 𝐷 ∼ 𝐾2,
отримана iз вiдомого наближення Корсiна [3, 5].
Проте для сильної лагранжевої нелiнiйностi 𝐾 > 1
наближення Корсiна та методи, що явно чи неявно
на ньому базуються, мають асимптотичну оцiнку
𝐷 ∼ 𝐾 [4]. Це суперечить результатам числового
моделювання [6]. Причина розбiжностi полягає в
тому, що в наближеннi Корсiна враховується ли-
ше часова, але не просторова, складова загасання
кореляцiй.

Попри те, що наближення Корсiна непридатне
для опису дифузiйних процесiв у полях з великими
кореляцiйними часами, ми придiлимо йому увагу.
Це дасть змогу яскравiше проiлюструвати рiзницю
мiж пiдходами, розглянутими в роботi.

Особливо цiкавим для перевiрки аналiтичних
наближень [1] є випадок гранично сильної ла-
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гранжевої нелiнiйностi – замороженої турбулент-
ностi. В такому разi випадкове поле є статич-
ним, число Кубо нескiнченно великим 𝐾 → ∞
i рух частинок повнiстю визначається просторо-
вою структурою поля. Нещодавнi числовi моде-
лювання для випадку сильної лагранжевої нелi-
нiйностi 1 < 𝐾 < ∞ пiдтверджують [6] перколя-
цiйну асимптотичну оцiнку [7] коефiцiєнта дифузiї
𝐷 ∼ 𝐾0,7. Покажчик степеня менший за одини-
цю вiдповiдає ефекту захоплення частинок випад-
ковим полем. Перколяцiйний пiдхiд не визначає
часову еволюцiю дифузiйного процесу. Варто пiд-
креслити, що для границi замороженої турбулент-
ностi асимптотична оцiнка коефiцiєнта дифузiї є
нульовою, а не нескiнченнiстю.

Для опису часової еволюцiї коефiцiєнта дифу-
зiї було запропоновано метод декорельованих тра-
єкторiй [8, 9] з метою врахувати ефекти захоплен-
ня частинок просторовою структурою випадково-
го поля. Автори роботи [8] зауважують, що ме-
тод не може бути отримано iз перших принци-
пiв, але його застосовнiсть демонструється порiв-
нянням iз результатами числового моделювання
[6]. Наближення спроможне вiдтворити перколя-
цiйну асимптотичну оцiнку коефiцiєнта дифузiї та
якiсно правильно вiдтворити форму часової за-
лежностi лагранжевої кореляцiйної функцiї ком-
понент швидкостi для випадку як великих 𝐾 > 1,
так i малих 𝐾 < 1 значень числа Кубо. Про-
те, порiвняння результатiв методу декорельова-
них траєкторiй iз прямим числовим моделюван-
ням для гранично сильної лагранжевої нелiнiйно-
стi 𝐾 → ∞ не було представлено – наведено ли-
ше якiснi мiркування коректностi методу в цьому
випадку.

Для випадку замороженої турбулентностi нещо-
давно було запропоновано наближення моментами
[10], результати якого якiсно узгоджуються iз пря-
мим числовим моделюванням. Пiдкреслимо, що
такий пiдхiд не використовує вiльних параметрiв –
лише припущення про замикання рiвнянь.

Нашою метою є детальний порiвняльний аналiз
цих пiдходiв мiж собою та перевiрка їх передба-
чень результатами прямого числового моделюван-
ня для гранично сильної лагранжевої нелiнiйностi
𝐾 → ∞. При цьому нас цiкавить кращий спосiб на-
ближення лагранжевої кореляцiйної функцiї ком-
понент швидкостi через вiдповiднi ейлеровi коре-
ляцiйнi функцiї.

Робота органiзована наступним чином. Базовi
поняття подано у роздiлi 2, наближенi методи у
роздiлах 3–5, а рiвняння числового моделювання
описанi у роздiлi 6. Результати та їхнє обговорен-
ня наведено у роздiлах 7–10, висновки у роздiлi 11.

2. Спiввiдношення Тейлора

Дослiджуючи рух частинок 𝜒(𝜏) у випадковому
полi швидкостi 𝜐(𝜒(𝜏), 𝜏):

𝑑𝜒(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝜐(𝜒(𝜏), 𝜏), (1)

Тейлор [2, 5] запропонував статистичний опис для
середньоквадратичного вiдхилення в iнтегральнiй
формi

Δ𝑖(𝜏) = ⟨𝜒2
𝑖 (𝜏)⟩ =

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏1

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏2 𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏1, 𝜏2), (2)

де ⟨...⟩ – усереднення за ансамблем реалiзацiй,
а 𝐶𝐿

𝜐𝑖𝜐𝑖
(𝜏1, 𝜏2) – лагранжева кореляцiйна функцiя

компонент швидкостi. Для однорiдного та стацiо-
нарного випадку лагранжева кореляцiйна функцiя
компонент швидкостi залежить лише вiд рiзницi
вiдповiдних моментiв часу 𝜏 = |𝜏1−𝜏2| i має вигляд

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) = ⟨𝜐𝑖(𝜒(𝜏1 + 𝜏), 𝜏1 + 𝜏) 𝜐𝑖(𝜒(𝜏1), 𝜏1)⟩. (3)

При цьому, середньоквадратичне вiдхилення (2)
визначається як

Δ𝑖(𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏 (𝜏 − 𝜏)𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏), (4)

а залежний вiд часу коефiцiєнт дифузiї має вигляд

𝐷𝑖(𝜏) =
1

2

𝑑

𝑑𝜏
Δ𝑖(𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏 𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏). (5)

Рiвняннями (4) та (5) задача статистичного опи-
су руху частинок у випадковому полi швидкостi
(1) зводиться до визначення невiдомої лагранже-
вої кореляцiйної функцiї компонент швидкостi (3).

Одним iз можливих пiдходiв до розв’язання цiєї
задачi є визначення наближеної лагранжевої ко-
реляцiйної функцiї через вiдповiднi ейлеровi коре-
ляцiйнi функцiї, якi можуть бути розрахованi або
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знайденi в експериментi. Вони визначаються у фi-
ксованих точках простору i не залежать вiд траєк-
торiй руху частинок

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒, 𝜏) = ⟨𝜐𝑖(𝜒1 + 𝜒, 𝜏1 + 𝜏)𝜐𝑖(𝜒1, 𝜏1)⟩. (6)

Далi ми розглянемо рiвняння (1) для опису
двовимiрного руху частинок у статичному нести-
сливому iзотропному гаусовому випадковому полi
швидкостi 𝜐(𝜒(𝜏)). В такому випадку справедли-
вими є рiвняння (3)–(5), а ейлерова кореляцiйна
функцiя випадкових функцiй (6) явно не залежить
вiд часу.

Основним предметом дослiдження цiєї роботи
є порiвняльний аналiз рiзних аналiтичних набли-
жень лагранжевої кореляцiйної функцiї компонент
швидкостi через вiдповiднi ейлеровi кореляцiйнi
функцiї у випадку гранично сильної лагранжевої
нелiнiйностi 𝐾 → ∞. Для такої постановки зада-
чi визначальну роль вiдiграють ефекти захоплен-
ня частинок просторовою структурою випадково-
го поля швидкостi.

3. Наближення Корсiна

Одним iз перших наближень, яке широко викорис-
товується у фiзицi плазми, є наближення Корсiна
[3, 5]. В його основу покладено точне рiвняння

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) =

∫︁
[𝒟𝜒(𝜏)]𝐶𝐸𝑐

𝜐𝑖𝜐𝑖
[𝜒(𝜏)] 𝑃 [𝜒(𝜏); 𝜏 ] (7)

з ейлеровою кореляцiйною функцiєю компонент
швидкостi 𝐶𝐸𝑐

𝜐𝑖𝜐𝑖
та ймовiрнiстю реалiзацiї 𝑃 (𝜒, 𝜏)

траєкторiї 𝜒(𝜏) в точцi 𝜒 в момент часу 𝜏 . Наведе-
на ейлерова кореляцiйна функцiя розраховується
у лабораторнiй системi координат, проте залежить
вiд траєкторiй частинок як лагранжева кореляцiй-
на функцiя. Для загального випадку неможливо
математично строго визначити ейлерову кореля-
цiйну функцiю 𝐶𝐸𝑐

𝜐𝑖𝜐𝑖
та ймовiрнiсть реалiзацiї тра-

єкторiї 𝑃 (𝜒, 𝜏), тому використовуються їхнi набли-
ження. Наближення Корсiна припускає статистич-
ну незалежнiсть траєкторiй частинок 𝜒(𝜏) вiд ви-
падкового поля швидкостi 𝜐(𝜒) та гаусовий роз-
подiл за змiщеннями Δ𝑖(𝜏) траєкторiй частинок.
Цi припущення дозволяють у рiвняннi (7) замiни-
ти умовну ейлерову кореляцiйну функцiю 𝐶𝐸𝑐

𝜐𝑖𝜐𝑖
на

звичайну ейлерову кореляцiйну функцiю 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

, а
невiдому ймовiрнiсть реалiзацiї траєкторiї 𝑃 (𝜒, 𝜏)
на гаусову.

Розглянемо означення лагранжевої кореляцiй-
ної функцiї компонент швидкостi (3) в iнтеграль-
нiй формi

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) = ⟨𝜐𝑖(𝜒(𝜏2))𝜐𝑖(𝜒(𝜏1))⟩ =
∫︁

𝑑𝜒2𝑑𝜒1×
×⟨𝜐𝑖(𝜒2)𝜐𝑖(𝜒1)𝛿(𝜒2 − 𝜒(𝜏2))𝛿(𝜒1 − 𝜒(𝜏1))⟩. (8)

Перше припущення наближення Корсiна дозволяє
представити пiдiнтегральне усереднення як добу-
ток двох незалежних усереднень. Оскiльки 𝜒(𝜏)
траєкторiї частинок вважаються статистично не-
залежними вiд випадкового поля швидкостi 𝜐(𝜒),
отримаємо

⟨𝜐𝑖(𝜒2)𝜐𝑖(𝜒1) 𝛿(𝜒2 − 𝜒(𝜏2))𝛿(𝜒1 − 𝜒(𝜏1))⟩ ≈
≈ ⟨𝛿(𝜒2 − 𝜒(𝜏2))𝛿(𝜒1 − 𝜒(𝜏1))⟩×
× ⟨𝜐𝑖(𝜒2)𝜐𝑖(𝜒1)⟩. (9)

Для статичного випадкового поля швидкостi ей-
лерова кореляцiйна функцiя компонент швидкостi
означена як

⟨𝜐𝑖(𝜒2)𝜐𝑖(𝜒1)⟩ = 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒2 − 𝜒1). (10)

Пiсля введення нових змiнних 𝜒 = 𝜒2 − 𝜒1, �̃� =
= 𝜒2 + +𝜒1 та пiдстановки рiвнянь (9), (10) у (8),
лагранжева кореляцiйна функцiя набуває вигляду

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) ≈
∫︁

𝑑𝜒 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒)×

×
∫︁

𝑑�̃�

2
⟨𝛿(𝜒+ �̃�

2
− 𝜒(𝜏2))𝛿(

�̃�− 𝜒

2
− 𝜒(𝜏1))⟩ =

=

∫︁
𝑑𝜒 𝐶𝐸

𝜐𝑖𝜐𝑖
(𝜒) ⟨𝛿(𝜒− 𝜒(𝜏))⟩, (11)

де введено позначення для змiщення вздовж тра-
єкторiї 𝜒(𝜏) = 𝜒(𝜏2) − 𝜒(𝜏1) за час 𝜏 = 𝜏2 − 𝜏1.
Друге припущення має вигляд

⟨𝛿(𝜒− 𝜒(𝜏))⟩ ≈
∏︁

𝑖=𝑥,𝑦

exp(− 𝜒2
𝑖

2Δ𝑖(𝜏)
)√︀

2𝜋Δ𝑖(𝜏)
= 𝑃𝐶𝐴(𝜒, 𝜏).

(12)

Пiдстановка виразу (12) в (11) дає лагранжеву ко-
реляцiйну функцiю компонент швидкостi у набли-
женнi Корсiна:

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) ≈
∫︁

𝑑𝜒 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒)𝑃𝐶𝐴(𝜒, 𝜏). (13)
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У роботi [4] показано, що для випадку сильної ла-
гранжевої нелiнiйностi 𝐾 > 1 наближений коефi-
цiєнт дифузiї має асимптотичну оцiнку 𝐷 ∼ 𝐾.
Проте, для дiапазону значень 1 < 𝐾 < ∞ у число-
вому моделюваннi [6] було отримано асимптотичну
оцiнку коефiцiєнта дифузiї 𝐷 ∼ 𝐾𝛾 з 𝛾 < 1. Крiм
того, для рiвняння (13) у випадку статичного ви-
падкового поля швидкостi 𝐾 → ∞ асимптотична
оцiнка коефiцiєнта дифузiї виявляється нескiнчен-
ною, а не нульовою, як це має бути.

У роботi [8] зауважено, що для певних випадкiв
гаусових змiщень iснує можливiсть точно розра-
хувати 𝐶𝐸𝑐

𝜐𝑖𝜐𝑖
з рiвняння (7). Коефiцiєнт дифузiї,

отриманий з використанням такої ейлерової коре-
ляцiйної функцiї та ймовiрностi реалiзацiї траєкто-
рiй (12), також має асимптотичну оцiнку 𝐷 ∼ 𝐾
для 𝐾 > 1. Така поведiнка розбiгається з резуль-
татами числового моделювання [6] та теорiї перко-
ляцiї [7], що вказує на помилковiсть припущення
(12) для великих чисел Кубо.

Крiм того, з числового моделювання [6] випли-
ває, що розподiл змiщень 𝑃 (𝜒, 𝜏) має максимум в
𝜒 = 0 та довгi степеневi хвости, спричиненi про-
цесами захоплення частинок просторовою струк-
турою випадкового поля – частинки рухаються
вздовж еквiпотенцiальної кривої. Частинки, що
перебувають на еквiпотенцiальних поверхнях iз ве-
ликою абсолютною величиною потенцiалу, руха-
ються замкненими траєкторiями в досить обмеже-
нiй областi координатного простору, в той час, як
частинки на поверхнях iз малим значенням потен-
цiалу можуть змiщуватись на значнi вiдстанi.

Це також свiдчить про помилковiсть гаусового
розподiлу траєкторiй за змiщеннями (12) принайм-
нi для випадку 𝐾 → ∞. Тому виникає потреба
сформулювати пiдхiд, що не ґрунтується на дру-
гому припущеннi наближення Корсiна.

4. Метод декорельваних траєкторiй

Для врахування руху частинок, захоплених випад-
ковим полем, було запропоновано метод декоре-
льованих траєкторiй [8, 9]. Для наближення ла-
гранжевої кореляцiйної функцiї компонент швид-
костi без використання припущення про гаусове
розбiгання траєкторiй (12) використовується набiр
детермiнованих траєкторiй, якi називаються тра-
єкторiями просторової декореляцiї, або декорельо-
ваними траєкторiями. Кожна така траєкторiя ви-

значається умовними ейлеровими кореляцiйними
функцiями випадкових полiв з умовою рiвностi ви-
падкових полiв заданим величинам у початковiй
точцi траєкторiй частинок. При цьому спосiб по-
дiлу ансамблю реалiзацiй на пiдансамблi в мето-
дi декорельованих траєкторiй не є однозначним:
залишається свобода вибору, за якими саме вели-
чинами розбивати ансамбль реалiзацiй на пiдан-
самблi. У роботi [8] вибрано спосiб розбиття на пiд-
ансамблi за найкращим вiдтворенням результатiв
числового моделювання з роботи [6]. В цьому ме-
тодi лагранжева кореляцiйна функцiя компонент
швидкостi наближається як добуток швидкостi в
початковий момент на середню швидкiсть в пiдан-
самблi вздовж вiдповiдної декорельованої траєкто-
рiї, усереднений за всiма пiдансамблями.

Таким чином, метод декорельованих траєкторiй
спирається на два припущення: iснує набiр пiд-
ансамблiв за початковими значеннями випадко-
вих полiв в ансамблi реалiзацiй та iснує харак-
терна динамiка частинок для кожного пiдансамб-
лю, яка описується вiдповiдною декорельованою
траєкторiєю.

Наближення лагранжевої кореляцiйної функцiї,
запропоноване у роботi [8], формулюється, як пов-
на зважена ейлерова кореляцiйна функцiя для
ансамблю реалiзацiй випадкових полiв, визначе-
на на декорельованих траєкторiях для всiх пiдан-
самблiв. Таке формулювання наближення не вiд-
ображає усiх припущень, використаних у мето-
дi декорельованих траєкторiй. Тому в цiй робо-
тi ми наведемо побудову наближення виходячи з
iнтегрального представлення лагранжевої кореля-
цiйної функцiї компонент швидкостi. Для цього
розглянемо ансамбль реалiзацiй випадкових полiв,
розбитий на пiдансамблi за їх початковими значе-
ннями, як запропоновано у роботi [8]:

𝜎0 = 𝜎(0), 𝜐0 = 𝜐(0). (14)

Аналогiчно рiвнянню (8) представимо лагранжеву
кореляцiйну функцiю компонент швидкостi у виг-
лядi iнтегралa:

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) =

∫︁
𝑑𝜎0𝑑𝜐0𝑑𝜐 𝜐0𝑖𝜐𝑖 ×

×⟨𝛿(𝜎0 − 𝜎(0))𝛿(𝜐0 − 𝜐(0))𝛿(𝜐 − 𝜐(𝜒(𝜏)))⟩. (15)

Це спiввiдношення враховує умови на початко-
вi значення випадкових швидкостi та потенцiалу.
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Оскiльки значення 𝜎0 , 𝜐0 та 𝜐 є числами, неза-
лежними вiд усереднення, середнє вiд добутку 𝛿-
функцiй має вигляд

⟨𝛿(𝜎0 − 𝜎(0))𝛿(𝜐0 − 𝜐(0))𝛿(𝜐 − 𝜐(𝜒(𝜏)))⟩ =

=

∫︁
𝑑𝜅𝜎0

𝑑𝜅𝜐0𝑑𝜅𝜐

(2𝜋)5
exp(−𝑖𝜅𝜎0

𝜎0 − 𝑖𝜅𝜐0
𝜐0 − 𝜅𝜐𝜐)×

×⟨exp(𝑖𝜅𝜎0𝜎(0) + 𝑖𝜅𝜐0𝜐(0) + 𝑖𝜅𝜐𝜐(𝜒(𝜏)))⟩. (16)

При розрахунку середнього вiд експоненти враху-
ємо спiввiдношення мiж кореляцiйними функцiя-
ми в однаковi та рiзнi моменти часу. Усереднен-
ня одномоментних компонент випадкової швидко-
стi в силу однорiдностi, стацiонарностi та статис-
тичної незалежностi повнiстю описується другим
незвiдним моментом:

⟨𝜐𝑖(𝜒(𝜏)) 𝜐𝑗(𝜒(𝜏))⟩ = ⟨𝜐𝑖(0) 𝜐𝑗(0)⟩ =

= 𝛿𝑖𝑗 𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑗

(0) = 𝛿𝑖𝑗 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑗

(0). (17)

Таким чином, лагранжевi кореляцiйнi функцiї в
початковий момент часу вiдповiдають ейлеровим
кореляцiйним функцiям в початковiй точцi тра-
єкторiй руху частинок i є вiдомими. Усереднен-
ня випадкових функцiй 𝜎(0), 𝜐(0) та 𝜐(𝜒(𝜏)) у
рiзнi моменти часу в загальному випадку вима-
гає врахування вищих моментiв, але для простоти
ми обмежимося розглядом лише других незвiдних
моментiв

⟨𝜐𝑖(𝜒(𝜏)) 𝜐𝑗(0)⟩ = 𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝜏) (18)

та

⟨𝜐𝑖(𝜒(𝜏)) 𝜎(0)⟩ = 𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜎(𝜏). (19)

Вони є лагранжевими кореляцiйними функцiями
в довiльний ненульовий момент часу та залиша-
ються невiдомими. Отже, враховуючи лише другi
незвiднi моменти, маємо

⟨exp(𝑖𝜅𝜎0
𝜎(0) + 𝑖𝜅𝜐0

𝜐(0) + 𝑖𝜅𝜐𝜐(𝜒(𝜏)))⟩ ≈

≈ exp

⎛⎝−1

2

⎛⎝𝜅2
𝜎0
𝐶𝐿

𝜎𝜎(0) +
∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝜅2
𝜐0𝑖

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(0)

⎞⎠⎞⎠×

× exp

⎛⎝−1

2

∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝜅2
𝜐𝑖
𝐶𝐿

𝜐𝑖𝜐𝑖
(0)

⎞⎠×

× exp

⎛⎝− ∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝜅𝜐𝑖𝜅𝜎0𝐶
𝐿
𝜐𝑖𝜎(𝜒(𝜏))

⎞⎠×

× exp

⎛⎝− ∑︁
𝑖 ̸=𝑗=𝑥,𝑦

𝜅𝜐𝑖
𝜅𝜐𝑗

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝜒(𝜏))

⎞⎠. (20)

Праву частину спiввiдношення (16) можна пред-
ставити у виглядi добутку
⟨𝛿(𝜎0 − 𝜎(0))𝛿(𝜐0 − 𝜐(0))𝛿(𝜐 − 𝜐(𝜒(𝜏)))⟩ ≈

≈ 𝑃0(𝜎0,𝜐0) 𝑃 (𝜐(𝜏),𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0), (21)

де ймовiрнiсть реалiзацiї пiдансамблю за початко-
вими значеннями випадкових полiв має вигляд

𝑃0(𝜎0,𝜐0) =
1√︁

(2𝜋)3𝐶𝐸
𝜐𝑥𝜐𝑥

(0)𝐶𝐸
𝜐𝑦𝜐𝑦

(0)𝐶𝐸
𝜎𝜎(0)

×

× exp

(︃
− 𝜐2

0𝑥

2𝐶𝐸
𝜐𝑥𝜐𝑥

(0)
−

𝜐2
0𝑦

2𝐶𝐸
𝜐𝑦𝜐𝑦

(0)
− 𝜎2

0

2𝐶𝐸
𝜎𝜎(0)

)︃
. (22)

Ймовiрнiсть реалiзацiї швидкостi 𝜐 в точцi 𝜒(𝜏)
для вiдповiдного пiдансамблю записується як

𝑃 (𝜐(𝜏),𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0) ≈
∏︁

𝑖=𝑥,𝑦

1√︀
2𝜋Σ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0)

×

× exp

(︃
− (𝜐𝑖 −ϒ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0))

2

2Σ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0)

)︃
. (23)

Величина

ϒ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0) = 𝜎0

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜎(𝜒(𝜏))

𝐶𝐸
𝜎𝜎(0)

+

+
∑︁
𝑗=𝑥,𝑦

𝜐0𝑗
𝐶𝐿

𝜐𝑖𝜐𝑗
(𝜒(𝜏))

𝐶𝐸
𝜐𝑗𝜐𝑗

(0)
, (24)

яка визначається через невiдомi лагранжевi коре-
ляцiйнi функцiї (18) та (19), формально вiдповiдає
найбiльш ймовiрнiй швидкостi в пiдансамблi з дис-
персiєю:

Σ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0) = 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(0)−
∑︁

𝜌=𝜎,𝜐𝑥,𝑦

(𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜌(𝜒(𝜏)))

2

𝐶𝐸
𝜌𝜌(0)

.

(25)

Пiдстановка рiвнянь (20)–(25) у зважену лагран-
жеву кореляцiйну функцiю (15) приводить до спiв-
вiдношення

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) ≈
∫︁

𝑑𝜎0𝑑𝜐0𝑃0(𝜎0,𝜐0)×

×𝐶𝐿𝑐
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0), (26)
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де введено парцiальну лагранжеву кореляцiйну
функцiю компонент швидкостi для пiдансамблю:

𝐶𝐿𝑐
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏 ;𝜎0,𝜐0) = 𝜐0𝑖

∫︁
𝑑𝜐 𝜐𝑖 𝑃 (𝜐(𝜏),𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0) =

= 𝜐0𝑖ϒ𝑖(𝜒(𝜏);𝜎0,𝜐0). (27)

Рiвняння (26) є наслiдком першого припущен-
ня методу декорельованих траєкторiй: iснування
пiдансамблiв за початковими значеннями випад-
кових полiв. Воно описує залежнiсть зваженої ла-
гранжевої кореляцiйної функцiї компонент швид-
костi вiд параметрiв пiдансамблю.

Важливо пiдкреслити, що рiвняння (26) узгод-
жується iз рiвнянням (3) за умови незалежнос-
тi лагранжевих кореляцiйних функцiй з рiвняння
(24) вiд параметрiв пiдансамблю. Таке припущен-
ня є наслiдком нехтування вищими моментами в
усередненнi (20).

Нарештi, треба зауважити, що отримана най-
бiльш ймовiрна швидкiсть (24) у пiдансамблi за-
лежить вiд невiдомих траєкторiй частинок. Для їх
наближення ми не можемо використовувати при-
пущення про гаусове розбiгання траєкторiй (12),
оскiльки воно призводить до асимптотично нескiн-
ченного коефiцiєнта дифузiї для випадку статич-
ного поля. Разом з тим, за оцiнками авторiв [8],
припущення статистичної незалежностi траєкто-
рiй частинок вiд випадкового поля (9) не є при-
чиною помилкової асимптотичної оцiнки коефiцi-
єнта дифузiї. Тому використаємо це припущення
та виконаємо iнтегрування у рiвняннi (11) до то-
го, як буде здiйснено усереднення за траєкторiями
частинок:
𝐶𝐿

𝜐𝑖𝜐𝑗
(𝜏) =

⟨∫︁
𝑑𝜒𝐶𝐸

𝜐𝑖𝜐𝑖
(𝜒) 𝛿(𝜒− 𝜒(𝜏))

⟩
≈

≈ ⟨𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝜒(𝜏))⟩. (28)

Оскiльки невiдомi кореляцiйнi функцiї (18) та (19)
входять у визначення парцiальної лагранжевої ко-
реляцiйної функцiї (21), ми вважаємо, що для всiх
траєкторiй в пiдансамблi виконується умова (14).
Згiдно з другим припущенням методу декорельо-
ваних траєкторiй кожний пiдансамбль можна оха-
рактеризувати вiдповiдною детермiнованою тра-
єкторiєю. Тодi ми наблизимо усереднену за траєк-
торiями частинок ейлерову кореляцiйну функцiю
випадкових полiв, як ейлерову кореляцiйну функ-
цiю вздовж характерної траєкторiї частинок:

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝜏) ≈ 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑗

(⟨𝜒(𝜏)⟩). (29)

Для визначення такої траєкторiї розглянемо умо-
ву для пiдансамблiв (14). Вона сформульована ли-
ше для однiєї точки випадкового поля та озна-
чає iснування нескiнченної кiлькостi полiв, якi її
задовольняють. Опис статистичної поведiнки не-
скiнченної кiлькостi скорельованих частинок вiд-
повiдно до рiвнянь (26) та (27) визначається через
найбiльш ймовiрну швидкiсть в пiдансамблi (24),
яка, в свою чергу, залежить вiд невiдомої харак-
терної траєкторiї частинок ⟨𝜒(𝜏)⟩. Математично
строго знайти таку траєкторiю неможливо. Вiдпо-
вiдно до другого припущення методу декорельова-
них траєкторiй її природно наблизити як траєкто-
рiю вздовж найбiльш ймовiрної швидкостi:

⟨𝜒(𝜏 ;𝜎(0) = 𝜎0,𝜐(0) = 𝜐0)⟩ ≈ 𝑋𝑖(𝜏 ;𝜎0,𝜐0). (30)

Така траєкторiя називається траєкторiю просторо-
вої декореляцiї, або декорельованою траєкторiєю,
та визначається рiвнянням

𝑑

𝑑𝜏
𝑋𝑖(𝜏 ;𝜎0,𝜐0) = ϒ𝑖(𝑋(𝜏 ;𝜎0,𝜐0);𝜎0,𝜐0), (31)

яке замикає систему рiвнянь в методi декорельо-
ваних траєкторiй. Iнтерпретацiя декорельованих
траєкторiй (31) випливає з означень коефiцiєнта
дифузiї (5) та парцiальної лагранжевої кореляцiй-
ної функцiї (27):

𝐷𝑖(𝜏 ;𝜎0,𝜐0) =

𝜏∫︁
0

𝑑𝜏𝐶𝐿𝑐
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏 ;𝜎0,𝜐0) =

= 𝜐0𝑖𝑋𝑖(𝜏 ;𝜎0,𝜐0), (32)

i являє собою парцiальний коефiцiєнт дифузiї.
У роботi [8] розглянуто рiзнi способи розбиття на

пiдансамблi, наприклад, лише за початковими зна-
ченнями випадкового потенцiалу, та рiзнi способи
замикання, наприклад, з врахуванням загасання
лагранжевої кореляцiйної функцiї в часi – так зва-
нi траєкторiї часо-просторової декореляцiї. Всi во-
ни дають близькi передбачення, але найкраще вiд-
творює результати числового моделювання з робо-
ти [6] розглянутий метод декорельованих траєкто-
рiй з пiдансамблями за початковими величинами
випадкових потенцiалу та швидкостi (14) з траєк-
торiями просторової декореляцiї (31). Автори ро-
боти [8] наголошують, що декорельованi траєкторiї
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не є буквально усередненими траєкторiями части-
нок. Згiдно з нашою iнтерпретацiєю, вони пред-
ставляють парцiальнi коефiцiєнти дифузiї (32) для
вiдповiдних пiдансамблiв.

Для змiнного в часi випадкового потенцiалу у
роботi [8] методом декорельованих траєкторiй бу-
ло отримано часову залежнiсть лагранжевої ко-
реляцiйної функцiї компонент швидкостi для чи-
сел Кубо 𝐾 = 4 та 𝐾 = 160. Вона якiсно, але
не кiлькiсно, вiдтворює результати числового мо-
делювання [6]. Отримана оцiнка асимптотичного
коефiцiєнта дифузiї виявилася коректною у ши-
рокому дiапазонi чисел Кубо: метод узгоджується
iз квазiлiнiйною оцiнкою для випадку малих зна-
чень чисел Кубо 𝐾 < 1, а для великих чисел Кубо
𝐾 > 1 вiдтворює перколяцiйну оцiнку iз достат-
ньою точнiстю.

У роботi [8] дифузiя в статичному випадково-
му полi не порiвнювалася iз числовим моделюван-
ням. Проте, оскiльки траєкторiї просторової деко-
реляцiї є обмеженими замкненими кривими для
𝜎0 ̸= 0, а коефiцiєнт дифузiї визначається як iнте-
грал за всiма траєкторiями ансамблю, автори цiєї
роботи припускають можливiсть вiдтворення суб-
дифузного часозалежного та нульового асимпто-
тичного коефiцiєнтiв дифузiї в рамках запропоно-
ваного методу.

Як наголошено у роботi [8], головним припущен-
ням методу є можливiсть опису характерної ево-
люцiї частинок у пiдансамблi в термiнах траєкто-
рiї просторової декореляцiї (31). Згiдно з наведе-
ною iнтерпретацiєю, такi детермiнованi траєкторiї
є парцiальними коефiцiєнтами дифузiї (32). Таким
чином, метод декорельованих траєкторiй замикає
рiвняння на коефiцiєнт дифузiї, а не на середньо-
квадратичне вiдхилення, як запропоновано у на-
ближеннi Корсiна.

Декорельованi траєкторiї 𝑋𝑖(𝜏 ;𝜎0,𝜐0) (31) зале-
жать вiд трьох параметрiв пiдансамблю 𝜎0,𝜐0, за
якими в подальшому виконується усереднення (26)
як за неперервними величинами. В числовому роз-
рахунку така кореляцiйна функцiя з неперервним
усередненням наближається дискретною сумою зi
скiнченною кiлькiстю пiдансамблiв. Оцiнка асимп-
тотичного коефiцiєнта дифузiї для випадкового
потенцiалу може залежати вiд кiлькостi декоре-
льованих траєкторiй. Тому важливо дослiдити за-
лежнiсть декорельованих траєкторiй вiд парамет-
рiв пiдансамблю, а також перевiрити коректнiсть

замикання на коефiцiєнт дифузiї через порiвняння
з даними прямого числового моделювання.

5. Наближення моментами

Нещодавно, у роботi [10] було запропоновано iн-
ше наближення лагранжевої кореляцiйної функцiї
компонент швидкостi для випадку iзотропної за-
мороженої турбулентностi. У наближеннi момен-
тами ми використовували перше припущення Кор-
сiна (9), але замикали рiвняння в iнший спосiб.
Для iзотропної турбулентностi середнє змiщення
лагранжевих частинок прямує до нуля i важли-
вою характеристикою, що описує розбiгання тра-
єкторiй, є другий незвiдний момент.

Розглянемо iнтегральне представлення лагран-
жевої кореляцiйної функцiї компонент швидкостi
(8) iз першим припущенням наближення Корсiна
(9) у виглядi рiвняння (28):

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) = ⟨𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒(𝜏))⟩. (33)

Для iзотропного випадку, означимо ейлерову ко-
реляцiйну функцiю вздовж напрямкiв швидкостi:

𝐶𝐸
𝜐𝜐(𝜒) =

∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜒) = 𝐶𝐸
𝜐𝜐(|𝜒|). (34)

Така кореляцiйна функцiя залежить лише вiд аб-
солютної величини рiзницi значень просторової
змiнної траєкторiї частинки для двох послiдовних
моментiв часу. В наближеннi моментами припу-
скається, що для iзотропної замороженої турбу-
лентностi лагранжева кореляцiйна функцiя компо-
нент швидкостi у нульовому наближеннi визначає-
ться як вiдповiдна ейлерова кореляцiйна функцiя,
що залежить вiд середньоквадратичного вiдхилен-
ня. Разом iз припущенням (29) маємо

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) ≈ ⟨𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(|𝜒(𝜏)|)⟩ ≈ 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(⟨|𝜒(𝜏)|⟩) ≈

≈ 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(
√︀
Δ(𝜏)). (35)

У роботi [10] отримано часову залежнiсть ла-
гранжевої кореляцiйної функцiї компонент швид-
костi, коефiцiєнта дифузiї та середньоквадратич-
ного вiдхилення, якi певною мiрою кiлькiсно уз-
годжуються iз результатами прямого числового
моделювання. Зауважимо, що це наближення, на
вiдмiну вiд методу декорельованих траєкторiй, не
мiстить вiльних параметрiв.
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6. Числове моделювання

Ми дослiджуємо рух тестових замагнiчених части-
нок у замороженому випадковому електростатич-
ному полi у площинi, перпендикулярнiй до постiй-
ного магнiтного поля. Траєкторiї частинок задо-
вольняють рiвняння дрейфового руху:

𝑑x

𝑑𝑡
= v =

𝑒

𝑚

[E(x)× eB]

ΩB
, (36)

де ΩB = 𝑒𝐵
𝑚𝑐 , а поле визначається як суперпозицiя

𝑁 гармонiйних хвиль iз гаусовою вагою та амплi-
тудою потенцiала 𝜑0

E(x) = − 𝜕

𝜕x
𝜑(x) = −𝐴𝜑0 ×

×
𝑁∑︁
𝑠=1

k𝑠 exp

(︃
−1

2

(︂
k𝑠

Δ𝑘

)︂2)︃
sin(−k𝑠x+ 𝛼𝑠). (37)

Набiр хвильових векторiв задається рiзними 𝑁𝜅

абсолютними значеннями з iнтервалу (0, 𝑘max) у
рiзних 𝑁𝜃 напрямках з дисперсiєю Δ𝑘:

k𝑠 = 𝑘𝑙e𝑚, e𝑚 = (cos(𝜃𝑚), sin(𝜃𝑚));

𝑘𝑙 = 𝑙 𝛿𝑘 = 𝑙
𝑘max

𝑁𝜅
, 𝑙 = 1, 𝑁𝜅;

𝜃𝑚 = 𝑚
2𝜋

𝑁𝜃
, 𝑚 = 1, 𝑁𝜃;

𝑁 = 𝑁𝜅 ×𝑁𝜃.

(38)

Параметр нормування

𝐴 =

√︃
4𝑘max

Δ𝑘
√
𝜋𝑁𝜅𝑁𝜃

(39)

визначається з умови ⟨E(x)E(x)⟩ = 1. Кожна
реалiзацiя випадкового поля E(x) визначена набо-
ром випадкових фаз {𝛼𝑖}.

Для зручностi числового моделювання викорис-
товуємо безрозмiрнi просторову 𝜒 = xΔ𝑘/(2𝜋) та
часову 𝜏 = 𝑡𝜎ΩB/(2𝜋) змiннi, де для амплiту-
ди безрозмiрного поля введено позначення 𝜎 =
= 𝑒𝜑0Δ𝑘2/(𝑚Ω2

B). Пiдстановка у рiвняння (36) дає
безрозмiрне рiвняння дрейфового руху:

𝜐𝑖 =
𝑑𝜒𝑖

𝑑𝜏
= 𝜖𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝜒𝑘
𝜎(𝜒), (40)

де 𝜖𝑖𝑘 описує антисиметричний тензор другого ран-
гу з 𝜖𝑥𝑦 = −𝜖𝑦𝑥 = 1. Iзотропний безрозмiрний по-
тенцiал 𝜎(𝜒) має вигляд

𝜎(𝜒) =

√︃
4𝜅max√
𝜋𝑁𝜅𝑁𝜃

1

2𝜋
×

×
𝑁∑︁
𝑠=1

exp(−𝜅2
𝑠/2) cos (𝛼𝑠 − 2𝜋𝜅𝑠𝜒), (41)

де 𝜅𝑠 = k𝑠/Δ𝑘 представляють набiр безрозмiрних
хвильових векторiв.

Для неперервної границi 𝑁 → ∞ Ейлерова ко-
реляцiйна функцiя для потенцiалу має вигляд

𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜒) = ⟨𝜎(𝜒− 𝜒2)𝜎(𝜒2)⟩ =

=
1

4𝜋2
exp

(︂
−𝜋2𝜒2

2

)︂
𝐼0

(︂
𝜋2𝜒2

2

)︂
, (42)

i залежить лише вiд 𝜒2, тобто є iзотропною. Ейле-
ровi кореляцiйнi функцiї компоненти швидкостi i
потенцiалу та компонент швидкостi визначаються
як похiднi вiд кореляцiйної функцiї для потенцiа-
лу (42)

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜎(𝜒) = −𝜖𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝜒𝑘
𝐶𝐸

𝜎𝜎(𝜒), (43)

𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑗

(𝜒) = −𝜖𝑖𝑘𝜖𝑗𝑚
𝜕2

𝜕𝜒𝑘𝜕𝜒𝑚
𝐶𝐸

𝜎𝜎(𝜒). (44)

Iнтегрування рiвнянь (40) дає нам лагранжевi тра-
єкторiї частинок. Подальше їх усереднення за 𝑁𝑟

реалiзацiями випадкових полiв дає середнє змi-
щення

⟨𝜒⟩(𝜏) = 1

𝑁

𝑁𝑟∑︁
𝑖=0

𝜒{𝛼}𝑖
(𝜏)

та середньоквадратичне вiдхилення

⟨𝜒2⟩(𝜏) = 1

𝑁

𝑁𝑟∑︁
𝑖=0

(︀
𝜒{𝛼}𝑖

(𝜏)− ⟨𝜒⟩(𝜏)
)︀2
.

Аналогiчно можна визначити i вищi незвiднi мо-
менти, якi будуть вiдображати мiру вiдхилення
функцiї розподiлу вiд гаусової.

Ми вибрали 𝑁 = 1440 парцiльних хвиль (𝑁𝜅 =
= 20, 𝑁𝜃 = 72) у числовому моделюваннi з мiр-
кувань, щоб автокореляцiйна функцiя потенцiалу
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𝐶𝐸
𝜎𝜎(𝜒) мала достатньо гладку поведiнку. Макси-

мальне абсолютне значення безрозмiрного хвильо-
вого вектора у числовому моделюваннi обмежене
значенням 𝜅max = 2. Для кожної реалiзацiї елект-
ростатичного поля генерується 𝑁 = 1440 випад-
кових значень фаз хвилi. Число реалiзацiй 𝑁𝑟 в
числовому моделюваннi зазначено в пiдписах до
рисункiв.

7. Аналiтичнi моделi

Ключовою величиною в обранiй постановцi статис-
тичного опису руху частинок у двовимiрному не-
стисливому випадковому статичному полi швидко-
стi є лагранжева кореляцiйна функцiя компонент
швидкостi – вона визначає часову та асимптотич-
ну поведiнку коефiцiєнтiв перенесення. Iз загаль-
них мiркувань випливає, що для випадку гранично
сильної лагранжевої нелiнiйностi 𝐾 → ∞ асимпто-
тичне значення коефiцiєнта дифузiї є нульовим.
Оскiльки лагранжева кореляцiйна функцiя компо-
нент швидкостi на малих часах є додатною, то на
великих часах вона з необхiднiстю має довгi обла-
стi вiд’ємних значень, щоб iнтеграл вiд неї за часом
був нульовим. Така поведiнка лагранжевої коре-
ляцiйної функцiї компонент швидкостi вiдображає
захоплення частинок полем. Частинки рухаються
замкненими траєкторiями, якi визначаються ви-
ключно просторовою структурою випадкового по-
ля. Аналiтичнi наближення мають коректно вiд-
творювати таку поведiнку кореляцiйної функцiї.

Рiвняння еволюцiї середньоквадратичного вiд-
хилення для наближень Корсiна та моментами
отримаємо зi спiввiдношення Тейлора (4), пiдста-
вивши в його праву частину наближенi лагранжевi
кореляцiйнi функцiї (13). Для наближення Корсi-
на маємо
𝜕2

𝜕𝑡2
Δ =

√
2𝜋

[1 + 2𝜋2Δ]3/2
. (45)

Для наближення моментами з урахуванням (35),
отримаємо

𝜕2

𝜕𝑡2
Δ =

𝜎2

2
exp

(︂
−𝜋2Δ

2

)︂(︂
𝐼0

(︂
𝜋2Δ

2

)︂
(1− 𝜋2Δ)+

+ 𝐼1

(︂
𝜋2Δ

2

)︂
𝜋2Δ

)︂
. (46)

Цi рiвняння замкнено на середньоквадратичне вiд-
хилення Δ, але в рiзний спосiб. На вiдмiну вiд

них, рiвняння в методi декорельованих траєкто-
рiй замикаються на парцiальний коефiцiєнт дифу-
зiї 𝑋𝑖,𝑗 :

𝑑

𝑑𝜏
𝑋𝑖 = exp

(︂
− (𝜋𝑋)2

2

)︂
𝐼1

(︂
(𝜋𝑋)2

2

)︂[︂
𝜋2𝜎0𝜖𝑖𝑗𝑋𝑗 +

+ 𝜐0𝑗

(︂
2𝜋2𝑋𝑗𝑋𝑖 +

2𝑋𝑗𝑋𝑖

𝑋2
− 1

)︂
+

+ 𝜐0𝑖

(︂
2𝜋2𝑋2

𝑗 +
2𝑋2

𝑗

𝑋2
− 1

)︂]︂
+

+ exp

(︂
− (𝜋𝑋)2

2

)︂
𝐼0

(︂
(𝜋𝑋)2

2

)︂[︂
𝜐0𝑖(1− 2𝜋2𝑋2

𝑗 )−

−𝜋2𝜎0𝜖𝑖𝑗𝑋𝑗 + 𝜐0𝑗2𝜋
2𝑋𝑖𝑋𝑗

]︂
, 𝑋2 =

∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝑋2
𝑖 . (47)

Повний коефiцiєнт дифузiї отримаємо усереднен-
ням за пiдансамблями всiх парцiальних коефiцi-
єнтiв дифузiї з вiдповiдною ймовiрнiстю реалiзацiї
пiдансамблiв:

𝐷𝑖 =

∫︁
𝑑𝜎0𝑑𝜐0

𝜐0𝑖𝑋𝑖√︁
(2𝜋)3𝐶𝐸

𝜎𝜎(0)𝐶
𝐸
𝜐𝑥𝜐𝑥

(0)𝐶𝐸
𝜐𝑦𝜐𝑦

(0)
×

× exp

⎛⎝− 𝜎2
0

2𝐶𝐸
𝜎𝜎(0)

−
∑︁
𝑗=𝑥,𝑦

𝜐2
0𝑗

2𝐶𝐸
𝜐𝑗𝜐𝑗

(0)

⎞⎠. (48)

Метод декорельованих траєкторiй та наближен-
ня моментами не використовують другого припу-
щення наближення Корсiна (12) про гаусове роз-
бiгання траєкторiй частинок. Натомiсть, вони на-
ближено описують поведiнку частинок через усе-
редненi величини, а саме: парцiальнi коефiцiєн-
ти дифузiї або середньоквадратичне вiдхилення.
Метод декорельованих траєкторiй у своїй побудо-
вi спирається на iдею врахувати вiдомi початко-
вi величини для опису руху частинок. При цьо-
му, функцiональна залежнiсть лагранжевих коре-
ляцiних функцiй випадкових полiв не залежить вiд
пiдансамблiв, а рiвняння на парцiальний коефiцi-
єнт дифузiї для рiзних пiдансамблiв вiдрiзняється
лише величинами 𝜎0,𝜐0.

У числових розрахунках декорельованих траєк-
торiй ми маємо перейти в рiвняннi (48) вiд iнтег-
ралу до дискретної суми за пiдансамблями. При-
родно очiкувати, що наближення буде точнiшим
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Рис. 1. Лагранжева кореляцiйна функцiя компонент
швидкостi, отримана з числового моделювання (NS), наб-
лиження Корсiна (CA), методу декорельованих траєкторiй
(MDT) (число пiдансамблiв 𝑁𝑠 = 1728 · 103) та набли-
ження моментами (MA) (число реалiзацiй 𝑁𝑟 = 2 · 106).
Область вiд’ємних значень кореляцiйної функцiї описує
ефект захоплення частинок

iз зростанням кiлькостi пiдансамблiв. Розглянемо
уважнiше правi частини рiвнянь (45)–(47). Пра-
ва частина рiвняння (45) для всiх значень є до-
датною, в той час, як для рiвнянь (46) та (47) мо-
же бути також i вiд’ємною. Звiдси одразу можна
зробити висновок, що наближення Корсiна (45) не
спроможне вiдтворити нульове асимптотичне зна-
чення коефiцiєнта дифузiї та субдифузну поведiн-
ку. Причиною цього є припущення про гаусове роз-
бiгання траєкторiй, яке не використовується у ме-
тодi декорельованих траєкторiй та наближеннi мо-
ментами.

Покажемо, що в наближеннi моментами лагран-
жева кореляцiйна функцiя компонент швидкостi
(35) прямує до нуля з областi вiд’ємних значень
при прямуваннi середньоквадратичного вiдхилен-
ня до нескiнченностi 𝜏 → ∞, Δ(𝜏) → ∞:

lim
𝜏→∞

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) = lim
Δ→∞

1

2
exp

(︂
−𝜋2Δ

2

)︂
×

×
(︂
𝐼0

(︂
𝜋2Δ

2

)︂
(1− 𝜋2Δ) + 𝐼1

(︂
𝜋2Δ

2

)︂
𝜋2Δ

)︂
=

= lim
Δ→∞

−1

4𝜋3Δ
√
𝜋Δ

= 0, (49)

де використано асимптотику модифiкованої функ-
цiї Бесселя для | arg 𝑧| < 𝜋/2, |𝑧| → ∞, 𝜇 = 4𝜈2:

𝐼𝜈 (𝑧) ∼
exp(𝑧)√

2𝜋𝑧

(︂
1− 𝜇− 1

8𝑧
+

(𝜇− 1)(𝜇− 9)

2! (8𝑧)2
− ...

)︂
.

Крiм того, отриманий з такої кореляцiйної функцiї
коефiцiєнт дифузiї також асимптотично прямує до
нуля при 𝜏 → ∞, Δ(𝜏) → ∞. З першого iнтеграла
маємо

lim
𝜏→∞

𝐷(𝜏) = lim
Δ→∞

[︂
Δexp

(︂
−𝜋2Δ

2

)︂]︂1/2
×

×
[︂
𝐼0

(︂
𝜋2Δ

2

)︂
− 𝐼1

(︂
𝜋2Δ

2

)︂]︂1/2
=

= lim
Δ→∞

1

(4𝜋7Δ)1/4
= 0, (50)

де використано записану вище асимптотику моди-
фiкованої функцiї Бесселя. З наведеної асимпто-
тичної оцiнки коефiцiєнта дифузiї маємо, що
на великих часах середньоквадратичне вiдхи-
лення у наближеннi моментами матиме оцiнку
Δ(𝜏) ∼ 𝜏4/5.

Властивостi рiвняння на декорельованi траєкто-
рiї детально розглянуто у роздiлi 9.

8. Результати моделювання

Наведемо результати числового моделювання
для лагранжевої кореляцiйної функцiї компонент
швидкостi та середньоквадратичного вiдхилення.
На рис. 1 подано лагранжеву кореляцiйну функ-
цiю компонент швидкостi, отриману з прямого
числового моделювання в порiвняннi з трьома наб-
лиженими методами на малих часах. Наближення
Корсiна не вiдтворює область вiд’ємних значень
лагранжевої кореляцiйної функцiї. Тодi як набли-
ження моментами та метод декорельованих траєк-
торiй на початковому часовому iнтервалi якiсно
описують таку поведiнку, але наближення момен-
тами дає кращий результат.

Поведiнка кореляцiйної функцiї, знайденої з
числового моделювання, характеризується флук-
туацiями, що зумовленi скiнченним числом реалi-
зацiй випадкового поля та набору хвиль i зменшу-
ються iз зростанням числа реалiзацiй в числовому
моделюваннi, що наведено на рис. 2. Важливими
характеристиками дифузiйного процесу є також
коефiцiєнт дифузiї та середньоквадратичне вiдхи-
лення. Вони виражаються через iнтеграли вiд ко-
реляцiйної функцiї, а значить вплив флуктуацiй
на їхню поведiнку є меншим.

На рис. 3 наведено часовi залежностi серед-
ньоквадратичного вiдхилення, якi дають можли-
вiсть оцiнити кiлькiснi розбiжностi аналiтичних
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Рис. 2. Збiльшений фрагмент графiка лагранжевої коре-
ляцiйної функцiї компонент швидкостi. Показано, що необ-
хiдно суттєво збiльшити число реалiзацiй в числовому мо-
делюваннi (вiд 104 до 106) для того, щоб поведiнка хвоста
кореляцiйної функцiї в областi вiд’ємних значень виглядала
виразнiше

наближень з числовим моделюванням на бiль-
ших часах. Наближення Корсiна дає помилкову
поведiнку – середньоквадратичне вiдхилення на
великих часах зростає швидше, нiж лiнiйно iз
часом. Наближення моментами якiсно вiдтворює
результати числового моделювання – спостерiга-
ється субдифузна поведiнка середньоквадратично-
го вiдхилення.

Метод декорельованих траєкторiй дає осци-
ляцiї средньоквадратичного вiдхилення, причи-
ною яких є скiнченна кiлькiсть пiдансамблiв. На
рис. 4 наведена поведiнка середньоквадратично-
го вiдхилення з методу декорельованих траєкто-
рiй для трьох рiзних значень кiлькостi пiдансамб-
лiв 𝑁𝑠. Така залежнiсть вiд кiлькостi пiдансамб-
лiв може слабше проявлятися у випадку неза-
мороженої турбулентностi [8] через пов’язане з
нею додаткове експоненцiйно швидке загасання
кореляцiй.

Наведена залежнiсть результатiв методу деко-
рельованих траєкторiй вiд нефiзичного парамет-
ра кiлькостi пiдансамблiв вимагає детальнiшого
аналiзу причин такої поведiнки. Доречно сфор-
мулювати умову на пiдансамблi для числового
моделювання, перевiрити розподiли ймовiрностей
реалiзацiй пiдансамблiв та припущення про унi-
кальнiсть динамiки у рiзних пiдансамблях шля-
хом числового моделювання. Далi ми проаналiзує-
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Рис. 3. Середньоквадратичне вiдхилення для числового
моделювання (NS), наближення Корсiна (CA), методу де-
корельованих траєкторiй (MDT) (число пiдансамблiв 𝑁𝑠 =

= 1728 · 103) та наближення моментами (MA) (число реалi-
зацiй 𝑁𝑟 = 2 · 104)
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Рис. 4. Середньоквадратичне вiдхилення, отримане з ме-
тоду декорельованих траєкторiй для рiзної кiлькостi пiдан-
самблiв 𝑁𝑠 = 64 · 103, 512 · 103, 1728 · 103

мо властивостi декорельованих траєкторiй, їхню
залежнiсть вiд параметрiв пiдансамбля та спосо-
бу усереднення.

9. Пiдансамблi

Метод декорельованих траєкторiй базується на
припущеннi про можливiсть подiлу ансамблю реа-
лiзацiй на пiдансамблi за набором початкових зна-
чень випадкових полiв (14). При цьому ймовiр-
нiсть їх реалiзацiї є гаусовою (22). За припущенням
методу декорельованих траєкторiй кожний пiдан-
самбль описує процес загасання кореляцiй у вiдпо-
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Рис. 5. Розподiл за початковими значеннями потенцiалу
𝜎0 та швидкостi 𝜐0𝑥 з рiвнянь (41) та (40) для 𝑁𝑟 = 2 · 104
реалiзацiй: вiн є близьким до гаусового

Рис. 6. Середньоквадратичне вiдхилення в пiдансамблях
{𝜎0, 𝜐0𝑥, 𝜐0𝑦}: (𝐴){0,0032, 0,01, 0,01} та (𝐵){0,032, 0,1, 0,1} з
числового моделювання (NS) (число реалiзацiй 𝑁𝑟 = 103)
та методу декорельованих траєкторiй (MDT) на великих
часах

вiднiй групi частинок (14) в термiнах парцiального
коефiцiєнта дифузiї.

Розглянемо розподiл початкових значень потен-
цiалу та компоненти швидкостi у числовому моде-
люваннi, результати якого наведенi у попередньо-
му роздiлi та поданi на рис. 5. Такий розподiл не
є тотожним неперервному гаусовому розподiлу в
методi декорельованих траєкторiй. Проте можна
вважати, що в граничному випадку нескiнченної
кiлькостi частинок наведений на рисунку розподiл
прямуватиме до гаусового.

Важливо перевiрити чи спостерiгається у число-
вому моделюваннi вiдмiннiсть у динамiцi груп ча-

стинок з рiзних пiдансамблiв, як це припускають
у методi декорельованих траєкторiй. Розрахуємо
парцiальнi коефiцiєнти дифузiї та середньоквадра-
тичнi вiдхилення для рiзних пiдансамблiв та порiв-
няємо їх мiж собою. Вiдмiннiсть у динамiцi части-
нок, яка описується i визначається початковими
значеннями випадкових полiв, для методу декоре-
льованих траєкторiй може бути суттєвою. Вiдпо-
вiдно до означення парцiального коефiцiєнта ди-
фузiї (31) маємо

Δ𝑥(𝜏 ;𝜎0,𝜐0)

Δ𝑥(𝜏 ;𝛼𝜎0, 𝛼𝜐0)
=

Δ𝑥(𝜏 ;𝜎0,𝜐0)

Δ𝑥(𝛼𝜏 ;𝜎0,𝜐0)
. (51)

На рис. 6 наведено результати числового мо-
делювання для середньоквадратичного вiдхилен-
ня для двох рiзних пiдансамблiв {𝜎0, 𝜐0𝑥, 𝜐0𝑦}:
(𝐴){0,0032, 0,01, 0,01} та (𝐵){0,032, 0,1, 0,1}. Рiв-
няння (31) та (32) дають зростаючу осцилюючу
часову залежнiсть середньоквадратичного вiдхи-
лення для пiдансамблiв. З рисунка видно, що се-
редньоквадратичне вiдхилення з методу декоре-
льованих траєкторiй необмежено зростає та для
рiзних пiдансамблiв має однаковий нахил. Ча-
совi залежностi вiдрiзняються лише перiодом та
амплiтудою осциляцiй. Натомiсть середньоква-
дратичне вiдхилення для рiзних пiдансамблiв з
числового моделювання зростає помiтно повiль-
нiше, осциляцiї вiдсутнi. Крiм того, часова за-
лежнiсть середньоквадратичного вiдхилення для
рiзних пiдасамблiв вiдрiзняється суттєво: пiдан-
самбль (𝐵){0,032, 0,1, 0,1} виходить на стале зна-
чення з певними флуктуацiями при 𝜏 = 1000,
а пiдансамбль (𝐴){0,0032, 0,01, 0,01} продовжує
зростати протягом всього часу моделювання.

З наведених результатiв числового моделюван-
ня випливає, що середньоквадратичне вiдхилення
у рiзних пiдансамблях є дiйсно рiзним. Проте часо-
ва залежнiсть середньоквадратичного вiдхилення
у методi декорельованих траєкторiй не узгоджує-
ться з розрахунками числового моделювання.

Отже, пiдансамблi з рiзною динамiкою частинок
дiйсно iснують, але опис такої динамiки в термi-
нах декорельованих траєкторiй виявляється недос-
татнiм. Причини можуть полягати як у врахуван-
нi лише других незвiдних моментiв в усередненнi
(21), так i в замиканнi рiвнянь на парцiальний кое-
фiцiєнт дифузiї (31). Далi переходимо до перевiрки
процедури замикання декорельованих траєкторiй.
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10. Декорельованi траєкторiї

Для того щоб розглянути метод замикання, спо-
чатку детальнiше проаналiзуємо залежнiсть пар-
цiальних коефiцiєнтiв дифузiї вiд параметрiв пiд-
ансамблю. Зокрема, з аналiзу рiвняння (47) випли-
ває, що ми маємо три рiзнi класи траєкторiй в за-
лежностi вiд параметрiв пiдансамблю: 1) перiодич-
нi: {𝜎0 ̸= 0, 𝜐0𝑥,𝑦 ̸= 0}, з густиною у пiдансамблi
∼1; 2) вiдрiзок: {𝜎0 = 0, 𝜐0𝑥,𝑦 ̸= 0}, з густиною
∼𝑁

−1/3
𝑠 ; 3) нульовi: {𝜎0 ̸= 0, 𝜐0𝑥,𝑦 = 0}, з густиною

∼𝑁
−2/3
𝑠 . Перший клас дає основний внесок у кое-

фiцiєнт дифузiї – перiодичнi траєкторiї з рiзною
швидкiстю обертання, i надалi ми будемо розумi-
ти саме цей клас траєкторiй як декорельованi.

На рис. 7 наведено чотири декорельованi трає-
кторiї для рiзних параметрiв 𝜎0,𝜐0 пiдансамблю.
При змiнi знаку початкової швидкостi 𝜐0𝑥,𝑦 деко-
рельована траєкторiя вiдбивається вiдносно вiд-
повiдної осi, при цьому форма траєкторiї не змi-
нюється. Таким чином, можна вважати, що деко-
рельована траєкторiя є непарною функцiєю вiд-
носно початкових значень швидкостi. Аналогiчно,
змiна знаку початкового потенцiалу призводить
до iнверсiї траєкторiї. При масштабуваннi пара-
метрiв пiдансамблю 𝜎0,𝜐0, траєкторiя не змiнює
своєї форми, але змiнюється швидкiсть її обхо-
ду, яка визначається початковим потенцiалом 𝜎0.
Саме таким чином пов’язанi парцiальнi дисперсiї
поданi на рис. 5. Зауважимо, що розмiр замкне-
ної областi визначається вiдношенням початкової
швидкостi до значення початкового потенцiалу.

Оскiльки декорельованi траєкторiї є замкну-
тими, а їхнiй розмiр визначається вiдношенням
𝜐0/𝜎0, ми можемо наблизити праву частину рiвня-
ння для декорельованих траєкторiй (31), розклав-
ши її до першого порядку за 𝑋𝑥,𝑦. Наближене рiв-
няння легко iнтегрується i отримуємо декорельо-
вану траєкторiю у першому порядку за 𝑋𝑥,𝑦:

𝑋𝑖 =
𝜐0𝑖
𝜋2𝜎0

sin(𝜋2𝜎0𝑡)+𝜖𝑖𝑗
𝜐0𝑗
𝜋2𝜎0

(1−cos(𝜋2𝜎0𝑡)). (52)

Аналогiчно можна отримати наближену декоре-
льовану траєкторiю у другому порядку за 𝑋𝑥,𝑦.
На рис. 8 та рис. 9 показано точнi та наближенi
декорельованi траєкторiї для двох пiдансамблiв.
Для |X| ∼ 0,01 ми маємо узгодження наближе-
них та точного розв’язкiв iз вiдносною похибкою
𝜖0,01 ≈ 0,06%, для |X| ∼ 0,1 маємо вiдносну по-
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та методу декорельованих траєкторiй (MDT 𝑁𝑠) iз рiзною
кiлькiстю пiдансамблiв

хибку 𝜖0,1 ≈ 7,6%. Розбiжнiсть мiж наближени-
ми та точними траєкторiями зростає швидше, нiж
лiнiйна функцiя вiд |𝑋|. Важливо вiдзначити, що
при цьому наближення першого порядку дає тра-
єкторiю, яка охоплює точну декорельовану тра-
єкторiю, а наближення другого порядку охоплю-
ється точною декорельованою траєкторiєю. Отри-
манi наближення вiдбивають основнi властивостi
точного рiвняння для декорельованої траєкторiї, а
саме: залежнiсть розмiру траєкторiї вiд вiдношен-
ня початкової швидкостi до початкового потенцiа-
лу 𝜐0/𝜎0 та залежнiсть швидкостi обходу траєк-
торiї лише вiд початкового потенцiалу 𝜎0 i, що є
важливим, непарну залежнiсть вiд параметрiв пiд-
ансамблю 𝜎0,𝜐0.

Сказане наводить на думку, що не всi доданки
у рiвняннi (31) є суттєвими – частина з них буде
компенсуватися при усередненнi за пiдансамблями
(48). Виконати неперервне усереднення за пiдан-
самблями у рiвняннi (48) та отримати часову за-
лежнiсть коефiцiєнта дифузiї для границi нескiн-
ченної кiлькостi пiдансамблiв 𝑁𝑠 → ∞ ми не мо-
жемо, оскiльки не маємо аналiтичного розв’язку
рiвняння для декорельованої траєкторiї (31). Тому
для усунення залежностi середньоквадратичного
вiдхилення вiд кiлькостi пiдансамблiв в методi де-
корельованих траєкторiй виконаємо усереднення
за пiдансамблями рiвняння (48) до того, як буде
здiйснено процедуру замикання на коефiцiєнт ди-
фузiї. При цьому будемо вважати, що симетрiя де-

корельованих орбiт, яку ми спостерiгали на рис. 7,
буде зберiгатися для всiх траєкторiй. Враховую-
чи припущення про незалежнiсть усереднених у
пiдансамблi траєкторiй вiд початкових значень по-
тенцiалу 𝜎0 та швидкостi 𝜐0 будемо мати

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) = ⟨𝜐𝑖(0)𝜐𝑖(𝜏)⟩. (53)

Аналогiчно до рiвнянь (28)–(31) отримаємо набли-
жену лагранжеву кореляцiйну функцiю у виглядi

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(𝜏) ≈ 𝐶𝐸
𝜐𝑖𝜐𝑖

(�̃�(𝜏)), (54)

i виконаємо замикання рiвнянь вже на повний кое-
фiцiєнт дифузiї

�̃�𝑖 =
𝐷𝑖√︁

𝐶𝐿
𝜐𝑖𝜐𝑖

(0)
. (55)

Характерною величиною для нормування коефiцi-
єнта дифузiї в цьому випадку виберемо лагранже-
ву кореляцiйну функцiю у початковий момент. В
такому наближеннi кiнцеве рiвняння для коефiцi-
єнта дифузiї має вигляд

𝑑

𝑑𝜏
𝐷𝑖 = exp

(︂
− (𝜋𝐷)2

2

)︂
𝐼0

(︂
(𝜋𝐷)2

2

)︂
(1− 2𝜋2𝐷2

𝑗 )+

+ exp

(︂
− (𝜋𝐷)2

2

)︂
𝐼1

(︂
(𝜋𝐷)2

2

)︂(︃
2𝜋2𝐷2

𝑗 +
2𝐷2

𝑗

𝐷2
− 1

)︃
,

𝐷2 =
∑︁
𝑖=𝑥,𝑦

𝐷2
𝑖 . (56)

На рис. 10 наведено повний коефiцiєнт дифу-
зiї, отриманий методом декорельованих траєкто-
рiй для рiзної кiлькостi пiдансамблiв, а також кое-
фiцiєнт дифузiї, розрахований на основi рiвнян-
ня (56). В рамках зроблених припущень коефiцi-
єнт дифузiї з рiвняння (56) є граничним значен-
ням для методу декорельованих траєкторiй при
𝑁𝑠 → ∞. Розв’язок рiвняння (56) показує, що кое-
фiцiєнт дифузiї асимптотично не прямує до нуля.
Це свiдчить про недосконалiсть способу замикання
рiвнянь на парцiальний (31) чи повний (55) коефi-
цiєнти дифузiї для опису його асимптотики у ви-
падку замороженої турбулентностi. Не зовсiм очi-
куваним є той результат, що використання скiн-
ченної кiлькостi пiдансамблiв дає дещо кращий ре-
зультат, коли коефiцiєнт дифузiї на великих часах
осцилює навколо нульового значення.
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На скiнченних часах метод декорельованих тра-
єкторiй дає можливiсть задовiльно вiдтворювати
поведiнку середньоквадратичного вiдхилення за
достатньої кiлькостi пiдансамблiв. Тому для ви-
падку незамороженої турбулентностi, коли асимп-
тотика не є важливою, вiн може давати задовiльну
оцiнку.

11. Обговорення та висновки

В роботi порiвняно три методи: Корсiна, декоре-
льованих траєкторiй та моментiв для опису ди-
фузiї замагнiчених частинок в полi замороженої
електростатичної турбулентностi, якi перевiряли-
ся за допомогою прямого числового моделювання.
На вiдмiну вiд наближення Корсiна, метод декоре-
льованих траєкторiй дає задовiльну оцiнку на по-
чатковому етапi, але в асимптотицi вiн не працює.
Наближення моментами краще вiдтворює поведiн-
ку лагранжевої кореляцiйної функцiї компонент
швидкостi та середньоквадратичного вiдхилення,
знайдену в числовому моделюваннi, на значно дов-
шому часовому iнтервалi.

З числового моделювання випливає, що iдея
пiдансамблiв за початковими значеннями випад-
кових полiв має пiдґрунтя. Але опис поведiнки
частинок в методi декорельованих траєкторiй не
вiдповiдає результатам числового моделювання, а
повний коефiцiєнт дифузiї залежить вiд кiлькостi
пiдансамблiв.

З метою проаналiзувати обґрунтованiсть спосо-
бу замикання в методi декорельованих траєкторiй
окремо вiд припущення про пiдансамблi було при-
дiлено увагу типам i вигляду декорельованих тра-
єкторiй. Показано, що частина доданкiв в рiвнян-
нi (47) є неважливою i через симетрiю траєкторiй
зникає при усередненнi. Врахувавши це, метод де-
корельованих траєкторiй було переформульовано
для нескiнченної кiлькостi пiдансамблiв. Вiн вра-
ховує лише ключовi величини i дозволяє виокре-
мити вплив способу замикання. В результатi було
встановлено, що замикання на коефiцiєнт дифу-
зiї у методi декорельованих траєкторiй не дає тiєї
часової залежностi для лагранжевої кореляцiйної
функцiї компонент швидкостi, що спостерiгалась
в числовому експериментi. Крiм того, отриманий
в такий спосiб асимптотичний коефiцiєнт дифузiї
виявляється не нульовим.

Таким чином, порiвняння двох пiдходiв з резуль-
татами числового моделювання показало, що за-

микання в методi моментiв на середньоквадратич-
не вiдхилення є бiльш вдалим, нiж замикання на
коефiцiєнт дифузiї в методi декорельованих траєк-
торiй. Крiм того, наближення моментiв не мiстить
вiльних параметрiв на вiдмiну вiд методу декоре-
льованих траєкторiй.

Автор дякує В.I. Засенку за обговорення робо-
ти та кориснi поради. Робота виконана в рамках
проекту УНТЦ №6060.
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ДИФФУЗИЯ ЧАСТИЦ
В ДВУХМЕРНОМ СЛУЧАЙНОМ ПОЛЕ СКОРОСТЕЙ

Р е з ю м е

На основе детального анализа сравниваются два подхода к
описанию диффузии частиц в двухмерном случайном по-
ле скоростей, а именно метод декоррелированных траекто-
рий и приближение моментами. Рассмотрена замороженная
турбулентность, которая является наиболее сложным те-
стом для проверки статистических теорий. Результаты ана-
литических приближений сопоставляются с данными чи-
сленного моделирования.

O.M.Cherniak

PARTICLE’S DIFFUSION
IN A TWO-DIMENSIONAL RANDOM VELOCITY FIELD

S u m m a r y

The two approaches to describe the diffusion process of test

particles in a two-dimensional random velocity field are com-

pared to each other: the method of decorrelation trajectories

and the moment approximation. The frozen turbulence case is

considered, because it is the most complicated test for statis-

tical theories. The results of considered analytical approaches

are verified by direct numerical simulation.
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