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У наближеннi ефективних мас та прямокутних потенцiальних ям i бар’єрiв для еле-
ктрона, з використанням знайдених розв’язкiв повного рiвняння Шредiнгера, розвинена
теорiя активної динамiчної провiдностi трибар’єрної резонансно-тунельної структури
з прикладеним постiйним поздовжнiм електричним полем у слабкому електромагнi-
тному полi з урахуванням внеску лазерних одно- та двофотонних електронних перехо-
дiв з рiзними частотами. Показано, що для лазерних електронних переходiв величина
внеску двофотонних переходiв у формування загальної величини активної динамiчної
провiдностi в лазерних переходах не бiльша за 38%. Встановлено геометричнi конфiгу-
рацiї резонансно-тунельної структури, для яких за рахунок двофотонних лазерних еле-
ктронних переходiв отримується зростання iнтенсивностi лазерного випромiнювання.
К люч о в i с л о в а: резонансно-тунельна структура, квантовий каскадний лазер, кван-
товий каскадний детектор, активна динамiчна провiднiсть, двофотонний електронний
перехiд.

1. Вступ

Розвиток сучасних нанотехнологiй, в яких засто-
совуються квантовi каскаднi лазери (ККЛ) [1, 2]
та квантовi каскаднi детектори (ККД) [3, 4], неро-
зривно пов’язаний iз дослiдженням транспортних
властивостей плоских багатошарових напiвпровiд-
никових резонансно-тунельних структур (РТС) та
фiзичних процесiв, що у них протiкають. Вибiр
геометричного дизайну РТС, що є активними еле-
ментами каскадiв ККЛ i ККД, та використання
постiйного поздовжнього електричного поля (у ви-
падку ККЛ) визначає не тiльки робочу частоту
(енергiю) цих наноприладiв, а i забезпечує ефе-
ктивну узгоджену роботу каскадiв наноприладiв.
Як було показано в роботах [5–7], розгляд РТС
як вiдкритих наносистем й дослiдження таких фi-
зичних процесiв, якi приводять до пiдсилення ве-
личини активного струму, пов’язаного з активною
динамiчною провiднiстю, що виникає у РТС в еле-
ктромагнiтному полi внаслiдок квантових перехо-
дiв мiж електронними станами з випромiнюванням
чи поглинанням електромагнiтного поля, дає ефе-
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ктивний метод оптимiзацiї робочих характеристик
ККЛ i ККД. Також одним iз способiв пiдсилення
вихiдного з РТС струму є фотон-супровiдне туне-
лювання у потужному електромагнiтному полi [8,
9], коли виникають новi нерезонанснi канали про-
зоростi наноструктури [10, 11]. Випадок двофотон-
них квантових переходiв мiж електронними квазi-
стацiонарними станами з випромiнюванням фото-
нiв однакової частоти або рiзних частот було до-
слiджено в роботах [12, 13] у рамках грубої моде-
лi 𝛿-подiбних потенцiальних бар’єрiв РТС та єди-
ної ефективної маси електрона. У зв’язку з цим,
основнi результати, отриманi у цитованих роботах,
носять лише якiсний характер i, як вiдомо [14], не
можуть бути застосованими для оптимiзацiї геоме-
тричного дизайну активної зони чи каскаду ККЛ
i ККД. Необхiдна теорiя повинна ґрунтуватися на
бiльш реалiстичнiй моделi прямокутних потенцiа-
лiв та рiзних ефективних мас електрона у рiзних
середовищах вiдкритої наноРТС, що дозволяє вра-
хувати суттєвий фактор скiнченностi часiв життя
електрона у квазiстацiонарних станах, який час-
тково визначає величину динамiчної провiдностi
та є одним з чинникiв можливостi реалiзацiї опти-
мальної роботи наноприладу.
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У данiй роботi, в моделi ефективних мас еле-
ктрона та прямокутних потенцiальних ям i бар’є-
рiв, на основi наближення слабкого сигналу iз за-
стосуванням теорiї збурень, розвинена квантово-
механiчна теорiя активної динамiчної провiдностi
трибар’єрної активної зони ККЛ iз одно- i дво-
фотонними електронними переходами з рiзними
частотами. На прикладi експериментально дослi-
джуваної трибар’єрної РТС як активної зони ККЛ
з GaAs – ямами та Al𝑥Ga1−𝑥As – бар’єрами зале-
жно вiд її геометричного дизайну дослiджено ево-
люцiю спектральних характеристик електронних
квазiстацiонарних станiв та динамiчної провiдно-
стi, що формується одно- i двофотонними кван-
товими переходами електронiв iз випромiнюван-
ням електромагнiтних хвиль. Виявлено геометри-
чнi конфiгурацiї трибар’єрної РТС, в яких реалi-
зуються умови двофотонної лазерної генерацiї iз
пiдсиленням iнтенсивностi випромiнювання ККЛ
до 38%.

2. Теорiя активної динамiчної
провiдностi трибар’єрної активної зони
квантового каскадного лазера у випадку
двофотонного електронного переходу

У декартовiй системi координат розглядається
трибар’єрна РТС, яка розташована так, що вiсь
𝑂𝑍 є перпендикулярною до меж подiлу середовищ
наносистеми (рис. 1). Перпендикулярно до шарiв
РТС прикладене постiйна електричне поле з на-
пруженiстю F. З урахуванням незначної рiзницi
мiж сталими ґраток шарiв-ям та шарiв-бар’єрiв
для електрона застосовується модель ефективних
мас та прямокутних потенцiалiв:

𝑚(𝑧) = 𝑚0

3∑︁
𝑝=0

[𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝−1)− 𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝)] +

+𝑚1

2∑︁
𝑝=0

[𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝)− 𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝+1)], (1)

𝑈(𝑧) = 𝑈0

2∑︁
𝑝=0

[(𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝)− 𝜃(𝑧 − 𝑧2𝑝+1)]−

− 𝑒𝐹 {𝑧 [𝜃(𝑧)− 𝜃(𝑧 − 𝑧5)] + 𝑧5𝜃(𝑧 − 𝑧5)}, (2)

де 𝜃(𝑧) – одинична функцiя Хевiсайда, 𝑧−1 → −∞,
𝑧6 → ∞, а 𝑚0 i 𝑚1 – ефективнi маси електрона в
потенцiальних ямах та бар’єрах РТС вiдповiдно.
Вираз (2) для 𝑈(𝑧) описує потенцiальну енергiю

Рис. 1. Геометрична та енергетична схеми трибар’єрної
РТС

електрона в РТС з урахуванням впливу постiйного
електричного поля, де 𝑈0 – потенцiальна енергiя
електрона за його вiдсутностi.

Вважається, що моноенергетичний потiк еле-
ктронiв з енергiєю 𝐸, близькою до енергiї третьо-
го енергетичного рiвня 𝐸 ≈ 𝐸3, та концентрацiєю
𝑛0 падає злiва вздовж осi 𝑂𝑍 перпендикулярно до
площин трибар’єрної РТС. За таких умов хвильо-
ва функцiя Ψ(𝑧, 𝑡) електрона повинна задовольня-
ти повне рiвняння Шредiнгера:

𝑖~
𝜕Ψ(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= [𝐻0(𝑧) +𝐻(𝑧, 𝑡)] Ψ(𝑧, 𝑡), (3)

де

𝐻0(𝑧) =
~2

2

𝜕

𝜕𝑧

1

𝑚(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑈(𝑧) (4)

– гамiльтонiан стацiонарної задачi для електрона,

𝐻(𝑧, 𝑡) = −𝑒
[︁
ℰ1(𝑒𝑖𝜔1𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔1𝑡)+

+ ℰ2(𝑒𝑖𝜔2𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔2𝑡) [𝑧𝜃(𝑧) + (𝑧5 − 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)]
]︁

(5)

– гамiльтонiан, який у дипольному наближеннi
описує взаємодiю електронiв iз слабким змiнним
двочастотним електромагнiтним полем, яке хара-
ктеризується частотами 𝜔1 i 𝜔2 та амплiтудами на-
пруженостi його електричних складових ℰ1 i ℰ2.

У наближеннi слабкого сигналу, за умови реа-
лiзацiї двофотонних переходiв мiж електронними
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станами з випромiнюванням та поглинанням еле-
ктромагнiтних хвиль, розв’язок рiвняння Шредiн-
гера (3) шукається у другому порядку теорiї збу-
рень у виглядi:

Ψ(𝑧, 𝑡) = Ψ0(𝑧)𝑒
−𝑖𝜔0𝑡 +

+Ψ−1(𝑧)𝑒
−𝑖(𝜔0−𝜔1)𝑡 +Ψ+1(𝑧)𝑒

−𝑖(𝜔0+𝜔1)𝑡 +

+Ψ−2(𝑧)𝑒
−𝑖(𝜔0−𝜔1−𝜔2)𝑡 +Ψ+2(𝑧)𝑒

−𝑖(𝜔0+𝜔1+𝜔2)𝑡, (6)

де 𝜔0 = 𝐸/~.
У результатi пiдстановки (6) в (3) отримуємо си-

стему рiвнянь для визначення хвильової функцiї
Ψ0(𝑧) i поправок до неї першого Ψ±1(𝑧) та другого
Ψ±2(𝑧) порядкiв вiдповiдно:

[𝐻0(𝑧)− 𝐸] Ψ0(𝑧) = 0, (7)

[𝐻0(𝑧)− (𝐸 ± Ω1)] Ψ±1(𝑧)−

− 𝑒ℰ1 [𝑧𝜃(𝑧) + (𝑧5 − 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)] Ψ0(𝑧) = 0, (8)

[𝐻0(𝑧)− (𝐸 ± (Ω1 +Ω2)] Ψ±2(𝑧)−

− 𝑒ℰ2 [𝑧𝜃(𝑧) + (𝑧5 − 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)] Ψ±1(𝑧) = 0, (9)

де Ω1 = ~𝜔1, Ω2 = ~𝜔2.
Розв’язок стацiонарного рiвняння Шредiнгера

(7), визначений у кожнiй з областей РТС, є вiдо-
мим [5, 6], а тому функцiя Ψ0(𝐸, 𝑧) може бути за-
писана у виглядi:

Ψ0(𝐸, 𝑧) = Ψ
(0)
0 (𝐸, 𝑧)𝜃(−𝑧) + Ψ

(6)
0 (𝐸, 𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

+

5∑︁
𝑝=1

Ψ
(𝑝)
𝐸,0(𝑧) [𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝−1)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝)] =

= (𝐴
(0)
0 𝑒𝑖𝑘

(0)
0 𝑧 +𝐵

(0)
0 𝑒−𝑖𝑘

(0)
0 𝑧)𝜃(−𝑧)+

+𝐴
(6)
0 𝑒𝑖𝑘

(6)
0 (𝑧−𝑧5)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

+

5∑︁
𝑝=1

[︁
𝐴

(𝑝)
0 𝐴𝑖(𝜉(𝑝)(𝑧)) +𝐵

(𝑝)
0 𝐵𝑖(𝜉(𝑝)(𝑧))

]︁
×

× [𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝−1)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝)], (10)

де 𝐴
(0)
0 , 𝐵(0)

0 та 𝐵
(6)
0 – коефiцiєнти у розв’язках

рiвняння (7) лiворуч та праворуч зовнi РТС вiд-
повiдно, 𝐴(𝑝)

0 , 𝐵
(𝑝)
0 – усерединi неї, 𝐴𝑖(𝜉), 𝐵𝑖(𝜉) –

функцiї Ейрi,

𝑘
(0)
0 = ~−1

√︀
2𝑚0𝐸, 𝑘

(6)
0 = ~−1

√︀
2𝑚0(𝐸 + 𝑒𝐹𝑧5),

𝜉(1)(𝑧) = 𝜉(3)(𝑧) = 𝜉(5)(𝑧) =

=
(︀
2𝑚1𝑒𝐹/~2

)︀1/3[(𝑈0−𝐸)/𝑒𝐹−𝑧]
, (11)

𝜉(2)(𝑧) = 𝜉(4)(𝑧) = −
(︀
2𝑚0𝑒𝐹/~2

)︀1/3
[𝐸/𝑒𝐹 + 𝑧].

Хвильова функцiя Ψ0(𝐸, 𝑧), що визначена згiдно
зi спiввiдношенням (10), задовольняє умову нор-
мування

∞∫︁
−∞

Ψ*
0(𝑘

′, 𝑧)Ψ0(𝑘, 𝑧)𝑑𝑧 = 𝛿(𝑘 − 𝑘′) (12)

i дозволяє виконати аналiтичний розрахунок фун-
кцiї розподiлу густини ймовiрностi знаходження
електрона у межах РТС:

𝑊 (𝐸, 𝑧) =
1

𝑧5

𝑧5∫︁
0

|Ψ0(𝐸, 𝑧)|2 𝑑𝑧, (13)

яка визначає спектральнi характеристики еле-
ктронних квазiстацiонарних станiв, – резонанснi
енергiї (𝐸𝑛 ) та часи життя (𝜏𝑛) [14].

З урахуванням аналiтичної складностi рiвнянь
(8) i (9) їх доцiльно розв’язувати виконую-
чи лiнiйну апроксимацiю ефективного потенцiалу
𝑈eff(𝑧) = 𝑈(𝑧) на всiх шарах РТС (наприклад,
[15]). Тодi апроксимований ефективний потенцiал
для електрона набуває вигляду

�̃�eff(𝑧)=

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

𝑈(𝑧𝑝𝑙
)[𝜃(𝑧−𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧−𝑧𝑝𝑙+1
)], (14)

де

𝑧𝑝𝑙
=

𝑙

2𝑁
(𝑧𝑝 − 𝑧𝑝−1), 𝑝 = 1–5; 𝑧0 = 0, (15)

𝑁 – кiлькiсть розбиттiв 𝑝-го шару РТС.
Тепер, знайдений з необхiдною точнiстю, розв’я-

зок стацiонарного рiвняння Шредiнгера (7) отри-
мується у виглядi:

Ψ0(𝐸, 𝑧) = Ψ
(0)
0 (𝑧)𝜃(−𝑧) + Ψ

(6)
0 (𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

+

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

Ψ
(𝑝)
0𝑙 (𝑧)

[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
=

= (𝐴
(0)
0 𝑒𝑖𝑘

(0)
0 𝑧 +𝐵

(0)
0 𝑒−𝑖𝑘

(0)
0 𝑧)𝜃(−𝑧)+

+𝐴
(6)
0 𝑒𝑖𝑘

(6)
0 (𝑧−𝑧5)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

70 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 1



Внесок двофотонних електронних переходiв

+

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

[𝐴
(𝑝)
0𝑙 𝑒

𝑖𝑘
(𝑝𝑙)

0 (𝑧−𝑧𝑝𝑙 ) +𝐵
(𝑝)
0𝑙 𝑒

−𝑖𝑘
(𝑝𝑙)

0 (𝑧−𝑧𝑝𝑙 )]×

×
[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
, (16)

𝑘
(𝑝𝑙)
0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
~−1

√︀
2𝑚0(𝐸 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙

),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧1, 𝑧2)

⋃︀
(𝑧3, 𝑧4);

~−1
√︀
2𝑚1(𝐸 − 𝑈0 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙

),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧0, 𝑧1)

⋃︀
(𝑧2, 𝑧3)

⋃︀
(𝑧4, 𝑧5),

(17)

де 𝐴(𝑝)
0𝑙 , 𝐵

(𝑝)
0𝑙 – коефiцiєнти в розв’язках рiвняння

(7) для 𝑙-го розбиття 𝑝-го шару РТС. Цi коефi-
цiєнти, як i коефiцiєнти 𝐴

(𝑝)
0 , 𝐵

(𝑝)
0 , визначаються

з умов неперервностi хвильової функцiї Ψ0(𝐸, 𝑧)
та потокiв її густин ймовiрностi на гетеромежах
усiх шарiв наноструктури й меж їх розбиттiв, що
отримуються при апроксимацiї ефективного по-
тенцiалу.

Згадана вище необхiдна точнiсть, з якою визна-
чаються розв’язки (16), визначається очевидною
умовою:

𝜀 =

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
Ψ0(𝐸, 𝑧)

⃒⃒⃒2
−
⃒⃒⃒
Ψ̃0(𝐸, 𝑧)

⃒⃒⃒2 ⃒⃒⃒⃒
|Ψ0(𝐸, 𝑧)|2

≪ 1 (18)

де Ψ0(𝐸, 𝑧) – розв’язки, отриманi згiдно з (10), а
Ψ̃0(𝐸, 𝑧) – розв’язки, отриманi згiдно з (16).

Розв’язки рiвнянь (8), (9) мають вигляд супер-
позицiї функцiй:

Ψ±𝛼(𝑧) = 𝜓±𝛼(𝑧) + Φ±𝛼(𝑧) (𝛼 = 1, 2), (19)

де

𝜓±𝛼(𝑧) = 𝜓
(0)
±𝛼(𝑧)𝜃(−𝑧) + 𝜓

(6)
±𝛼(𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

+

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

𝜓
(𝑝)
±𝛼𝑙(𝑧)

[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
=

= 𝐵
(0)
±𝛼𝑒

−𝑖𝑘
(0)
±𝛼𝑧𝜃(−𝑧) +𝐴

(6)
±𝛼𝑒

𝑖𝑘
(6)
±𝛼(𝑧−𝑧5)𝜃(𝑧 − 𝑧5)+

+

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

[︁
𝐴

(𝑝)
±𝛼𝑙𝑒

𝑖𝑘
(𝑝𝑙)

±𝛼 (𝑧−𝑧𝑙−1)+𝐵
(𝑝)
±𝛼𝑙𝑒

−𝑖𝑘
(𝑝𝑙)

±𝛼 (𝑧−𝑧𝑙−1)
]︁
×

×
[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀

(20)

— розв’язки однорiдних рiвнянь (8), (9), а знаки
“+” та “−” вiдповiдають процесам, пов’язаним iз

випромiнюванням та поглинанням електромагнi-
тного поля;

Φ±1(𝑧) =

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

Φ
(𝑝)
±1𝑙(𝑧)

[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
+

+Φ
(6)
±1(𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5) =

=

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

[︃
∓𝑈1

Ω1

𝑧

𝑧5
Ψ

(𝑝)
0𝑙 (𝑧) +

~2𝑈1

𝑚𝑙𝑧5Ω2
1

𝑑Ψ
(𝑝)
0𝑙 (𝑧)

𝑑𝑧

]︃
×

×
[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
∓ 𝑈1

Ω1
Ψ

(6)
0 (𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5),

(21)

Φ±2(𝑧) =

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

Φ
(𝑝)
±2𝑙(𝑧)

[︀
𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
+

+Φ
(6)
±2(𝑧)𝜃(𝑧 − 𝑧5) =

=

5∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=0

[︂
𝑈1 𝑈2

Ω1(Ω1 +Ω2)

(︂
~2

𝑚𝑝𝑙
𝑧25

Ω1 +Ω2 ∓ 4𝐸0

(Ω1 +Ω2)2
+

+

(︂
𝑧

𝑧5

)︂2)︂
Ψ

(𝑝)
0𝑙 (𝑧)+

(︂
~2
√
𝑈1 𝑈2

𝑚𝑝𝑙
𝑧5Ω1(Ω1 +Ω2)

)︂2
𝑑2Ψ

(𝑝)
0𝑙 (𝑧)

𝑑𝑧2
∓

∓ ~2

𝑚𝑝𝑙
𝑧25

𝑈1 𝑈2(3Ω1 +Ω2)

Ω2
1(Ω1 +Ω2)2

𝑧
𝑑Ψ

(𝑝)
0𝑙 (𝑧)

𝑑𝑧
∓

∓ 𝑈2

Ω2

𝑧

𝑧5
𝜓
(𝑝)
±1𝑙(𝑧) +

~2𝑈2

𝑚𝑝𝑙
𝑧5Ω2

2

𝑑𝜓
(𝑝)
±1𝑙(𝑧)

𝑑𝑧

]︂
×

×
[︀
(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙

)− 𝜃(𝑧 − 𝑧𝑝𝑙+1
)
]︀
+

+

(︂
𝑈1 𝑈2

Ω1(Ω1 +Ω2)
Ψ

(6)
0 (𝑧)∓ 𝑈2

Ω2
𝜓
(6)
±1(𝑧)

)︂
𝜃(𝑧 − 𝑧5) (22)

– розв’язки неоднорiдних рiвнянь (8), (9), де 𝑈1 =
= 𝑒ℰ1𝑧5, 𝑈2 = 𝑒ℰ2𝑧5,

𝑚𝑝𝑙
=

{︂
𝑚0, 𝑧𝑝𝑙

∈ (𝑧1, 𝑧2)
⋃︀
(𝑧3, 𝑧4);

𝑚1, 𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧0, 𝑧1)

⋃︀
(𝑧2, 𝑧3)

⋃︀
(𝑧4, 𝑧5),

(23)

𝑘
(𝑝𝑙)
±1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
~−1

√︀
2𝑚0(𝐸 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙

± Ω1),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧1, 𝑧2)

⋃︀
(𝑧3, 𝑧4);

~−1
√︀

2𝑚1(𝐸 − 𝑈0 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙
± Ω1),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧0, 𝑧1)

⋃︀
(𝑧2, 𝑧3)

⋃︀
(𝑧4, 𝑧5),

(24)

𝑘
(𝑝𝑙)
±2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
~−1

√︀
2𝑚0(𝐸 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙

± (Ω1 +Ω2)),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧1, 𝑧2)

⋃︀
(𝑧3, 𝑧4);

~−1
√︀

2𝑚1(𝐸 − 𝑈0 + 𝑒𝐹𝑧𝑝𝑙
± (Ω1 +Ω2)),

𝑧𝑝𝑙
∈ (𝑧0, 𝑧1)

⋃︀
(𝑧2, 𝑧3)

⋃︀
(𝑧4, 𝑧5).

(25)
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Усi невiдомi коефiцiєнти 𝐴
(0)
0 , 𝐵(0)

0 , 𝐴(6)
0 , 𝐴(𝑝)

0𝑙 ,
𝐵

(𝑝)
0𝑙 , 𝐵(0)

±1 , 𝐴
(6)
±1, 𝐴

(𝑝)
±1𝑙, 𝐵

(𝑝)
±1𝑙, 𝐵

(0)
±2 , 𝐴

(6)
±2, 𝐴

(𝑝)
±2𝑙, 𝐵

(𝑝)
±2𝑙

(𝑝 = 0–5, 𝑙 = 0–𝑁) однозначно визначаються з
умов неперервностi хвильової функцiї Ψ(𝑧, 𝑡) та по-
токiв її густин ймовiрностi на всiх гетеромежах
РТС у довiльний момент часу 𝑡:

Ψ(𝑝𝑙)(𝑧𝑝𝑙
, 𝑡) = Ψ(𝑝𝑙+1)(𝑧𝑝𝑙

, 𝑡);

1

𝑚𝑝𝑙

𝑑Ψ(𝑝𝑙)(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑝𝑙

=
1

𝑚𝑝𝑙+1

𝑑Ψ(𝑝𝑙+1)(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑝𝑙

,
(26)

що разом з умовою нормування (12) однозначно
визначає хвильову функцiю Ψ0(𝑧) та поправки до
неї Ψ±1(𝑧), Ψ±2(𝑧), а, отже, i повну хвильову фун-
кцiю Ψ(𝑧, 𝑡).

Виконавши аналiтичний розрахунок енергiї вза-
ємодiї електрона з електромагнiтним полем, як су-
му енергiй електронних хвиль, що виходять з обох
сторiн наноРТС, у квазiкласичному наближеннi
знаходиться дiйсна частина активної провiдностi 𝜎
через густини потокiв електронних хвиль, що ви-
ходять з обох сторiн наноРТС [5–7]:

𝜎(II)(Ω1,Ω2, 𝐸) =
Ω1

2𝑧5𝑒ℰ2
1

{[𝑗+1(𝐸 +Ω1, 𝑧 = 𝑧5)−

− 𝑗−1(𝐸 − Ω1, 𝑧 = 𝑧5)]− [𝑗+1(𝐸 +Ω1, 𝑧 = 𝑧0)−

− 𝑗−1(𝐸 − Ω1, 𝑧 = 𝑧0)]}+

+
(Ω1 +Ω2)

2𝑧5𝑒ℰ2
2

{[𝑗+2(𝐸 +Ω1 +Ω2, 𝑧 = 𝑧5)−

− 𝑗−2(𝐸 − (Ω1 +Ω2), 𝑧 = 𝑧5)]−

− [𝑗+2(𝐸 +Ω1 +Ω2, 𝑧 = 𝑧0)−

− 𝑗−2(𝐸 − (Ω1 +Ω2), 𝑧 = 𝑧0)]}, (27)

де першi чотири доданки описують густини еле-
ктронних потокiв, якi виникають в однофотонних
електронних переходах, а наступнi чотири – у дво-
фотонних.

Згiдно iз квантовою механiкою густини еле-
ктронних струмiв, якi виникають у РТС, у резуль-
татi квантових переходiв мiж електронними стана-
ми з випромiнюванням чи поглинанням енергiї у
однофотонних (Ψ±1(𝑧)) та двофотонних (Ψ±2(𝑧))
переходах визначаються виразом:

𝑗±𝛼(𝐸, 𝑧) =
𝑖𝑒~𝑛0
2𝑚0

(︂
Ψ±𝛼(𝐸, 𝑧)

𝑑Ψ*
±𝛼(𝐸, 𝑧)

𝑑𝑧
−

− Ψ*
±𝛼(𝐸, 𝑧)

𝑑Ψ±𝛼(𝐸, 𝑧)

𝑑𝑧

)︂
, 𝛼 = 1, 2. (28)

Дiйсна частина динамiчної провiдностi РТС 𝜎,
з урахуванням (29) подається у виглядi суми двох
парцiальних складових:

𝜎(II)(Ω1, Ω2) = 𝜎(1)(Ω1) + 𝜎(2)(Ω1, Ω2), (29)

де

𝜎(1)(Ω1) = 𝜎(1)+(Ω1) + 𝜎(1)−(Ω1) (30)

– провiднiсть, знайдена у першому порядку теорiї
збурень (сформована однофотонними електронни-
ми переходами),

𝜎(2)(Ω1, Ω2) = 𝜎(2)+(Ω1, Ω2) + 𝜎(2)−(Ω1, Ω2) (31)

– провiднiсть у другому порядку теорiї збурень
(сформована двофотонними електронними пере-
ходами).

Тут

𝜎(1)+(Ω1) =
𝑒2~Ω1𝑧5𝑛0
2𝑚0𝑈2

1

(︂
𝑘
(6)
+1

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
+1

⃒⃒⃒2
−

− 𝑘
(6)
−1

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
−1

⃒⃒⃒2
+

𝑈1

2Ω1

(︀
𝑃+
01 − 𝑃−

01

)︀)︂
, (32)

𝜎(1)−(Ω1) =
𝑒2~Ω1𝑧5𝑛0
2𝑚0𝑈2

1

(︂
𝑘
(0)
+1

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
+1

⃒⃒⃒2
− 𝑘

(0)
−1

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
−1

⃒⃒⃒2)︂
,

(33)

𝜎(2)+(Ω1, Ω2) =
𝑒2~(Ω1 +Ω2) 𝑧5𝑛0

𝑚0𝑈2
2

×

×
(︂
𝑈2

2Ω2

(︀
𝑃+
12 − 𝑃−

12

)︀
+ 𝑘

(6)
+2

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
+2

⃒⃒⃒2
− 𝑘

(6)
−2

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
−2

⃒⃒⃒2
+

+
𝑈1𝑈2

2Ω1 (Ω1 +Ω2)

(︀
𝑃+
02 − 𝑃−

02

)︀
+

+

(︂
𝑈2

Ω2

)︂2 (︂
𝑘
(6)
+1

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
+1

⃒⃒⃒2
− 𝑘

(6)
−1

⃒⃒⃒
𝐴

(6)
−1

⃒⃒⃒2)︂
+

+
𝑈1 𝑈

2
2

2Ω1 Ω2(Ω1 +Ω2)

(︀
𝑃+
01 − 𝑃−

01

)︀)︂
, (34)

𝜎(2)−(Ω1, Ω2) =
𝑒2~(Ω1 +Ω2) 𝑧5𝑛0

𝑚0𝑈2
2

×

×
(︂
𝑘
(0)
+2

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
+2

⃒⃒⃒2
− 𝑘

(0)
−2

⃒⃒⃒
𝐵

(0)
−2

⃒⃒⃒2)︂
, (35)

𝑃±
01 = ∓(𝑘

(6)
0 + 𝑘

(6)
±1)

(︁
𝐴

(6)
0 𝐴

(6)*
±1 +𝐴

(6)*
0 𝐴

(6)
±1

)︁
, (36)

𝑃±
02 = (𝑘

(6)
0 + 𝑘

(6)
±2)

(︁
𝐴

(6)
0 𝐴

(6)*
±2 +𝐴

(6)*
0 𝐴

(6)
±2

)︁
, (37)
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𝑃±
12 = ∓(𝑘

(6)
±1 + 𝑘

(6)
±2)

(︁
𝐴

(6)
±1𝐴

(6)*
±2 +𝐴

(6)*
±1 𝐴

(6)
±2

)︁
. (38)

Введенi парцiальнi складовi 𝜎+ та 𝜎− визнача-
ють провiдностi електронних потокiв, якi спрямо-
ванi на вихiд (𝜎+(Ω)) та вхiд (𝜎−(Ω)) РТС по вiд-
ношенню до напрямку початкового електронного
потоку.

Зазначимо, що, як видно зi спiввiдношень (21),
(32), (33), (36) (𝐴(6)

±1, 𝐴
(6)*
±1 , 𝐵

(6)
±1 , 𝑃

∓
01 ∼ 𝑈1), ди-

намiчна провiднiсть, знайдена у першому порядку
теорiї збурень, не залежить вiд напруженостi еле-
ктричних складових електромагнiтного поля [5–7].
При цьому, як видно з (22), (34), (35), (37), (38)
(𝐴(6)

±2, 𝐴
(6)*
±2 , 𝐵

(6)
±2 , 𝑃

∓
02 ∼ 𝑈1𝑈2, 𝑃

∓
12 ∼ 𝑈2

1𝑈2), ди-
намiчна провiднiсть, яка знайдена у другому по-
рядку теорiї збурень, виявляється залежною вiд
напруженостей електричних складових електро-
магнiтного поля, на вiдмiну вiд провiдностi у пер-
шому порядку.

3. Обговорення результатiв

З фiзичних мiркувань зрозумiло, що оптимальна
робота ККЛ з довiльним геометричним дизайном
активної зони визначається iснуванням у потрiбно-
му частотному дiапазонi максимальної величини
динамiчної провiдностi 𝜎+(Ω), що формується пря-
мим електронним потоком. Пiдхiд до оптимiзацiї
роботи каскадних наноприладiв, що працюють у
одномодовому режимi, який був розвинений у ро-
ботах [5–7], може бути узагальнений на випадок
оптимiзацiї геометричного дизайну активної зони
ККЛ при умовi реалiзацiї процесiв двофотонної
генерацiї.

Конкретнi розрахунки виконувались на при-
кладi експериментально дослiджуваної трибар’єр-
ної РТС [16] з GaAs-потенцiальними ямами та
Al0,15Ga0,85As-потенцiальними бар’єрами з вiдо-
мими фiзичними параметрами: 𝑛0 = 3,2·1015 см−3;
𝑚0 = 0,063𝑚𝑒; 𝑚1 = 0,075𝑚𝑒, 𝑈 = 516 меВ; 𝐹 =
= 17 кВ/см; 𝑚𝑒 – маса вiльного електрона. Гео-
метричнi параметри трибар’єрної РТС, яка дослi-
джувалась, такi: ширини потенцiальних ям 𝑏1 =
= 7,1 нм, 𝑏2 = 16,7 нм, товщини вхiдного, вну-
трiшнього, вихiдного потенцiальних бар’єрiв Δ1 =
= 5,6 нм, Δ2 = 3,1 нм, Δ3 = 5,6 нм вiдповiд-
но. Результати розрахункiв резонансних енергiй
(𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) та часiв життя (𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) для пер-
ших трьох квазiстацiонарних станiв електрона за-

0 5 10 15 20

-20

0

20

40

60

80

b
1
,

b
exp

1

E
n
, E

3

E
2

E
1

(a)

0 5 10 15 20
-2

0

2

4

6

8

10

12

14
( )

b
exp

1

b
1
,

3

2

1

ln
n

Рис. 2. Залежностi резонансних енергiй (𝐸𝑛) (а) та часiв
життя електрона (𝜏𝑛) в одиницях 𝜏0 = 1 пс (б ) вiд поло-
ження внутрiшнього бар’єра 𝑏1 у загальнiй потенцiальнiй
ямi

лежно вiд положення внутрiшнього бар’єра 𝑏1 у
загальнiй потенцiальнiй ямi 𝑏 при фiксованих ре-
штi геометричних параметрiв РТС, наведено на
рис. 2, а, б. Для експериментально реалiзованої
геометричної конфiгурацiї РТС (𝑏exp1 ) теоретично
розрахованi в данiй роботi енергiї квантових пе-
реходiв Ωtheor

32 = 𝐸3 − 𝐸2 = 20,8 меВ; Ωtheor
21 =

= 𝐸2 − 𝐸1 = 41,1 меВ вiдрiзняються вiд експери-
ментально отриманих у роботi [16] Ωexp

32 = 19 меВ;
Ωexp

21 = 37 меВ не бiльше нiж на 10%. Часи жит-
тя електрона у перших трьох робочих квазiстацiо-
нарних станах такi: 𝜏1 = 19,22 пс; 𝜏2 = 2,20 пс;
𝜏3 = 1,89 пс.

Для дослiдження внеску двофотонних проце-
сiв у формуваннi електронної активної динамiчної
провiдностi РТС, згiдно iз розвиненою у попере-
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Рис. 4. Залежнiсть величини вiдносного пiдсилення 𝜂 вiд
положення внутрiшнього бар’єра 𝑏1 у загальнiй потенцiаль-
нiй ямi

дньому роздiлi теорiєю, виконувався розрахунок
провiдностi у однофотонному та двофотонному на-
ближеннях для лазерних квантових переходiв з
третього збудженого електронного стану. Для то-
го, щоб задовольнити виконання умов наближе-
ння слабкого сигналу (𝑈1 = 𝑒ℰ1𝑧5 ≪ Ω1; 𝑈2 =
= 𝑒ℰ2𝑧5 ≪ Ω2) величини 𝑈1 i 𝑈2 вибирались ма-
лими (𝑈1 = 10−3Ω1; 𝑈2 = 10−3Ω2).

Результати розрахункiв у одно- та двофотонно-
му наближеннях активної динамiчної провiдностi
та її парцiальних складових залежно вiд положе-

ння внутрiшнього бар’єра 𝑏1 у загальнiй потенцi-
альнiй ямi 𝑏 наведено на рис. 3. Розрахунки вико-
нувались для лазерних квантових переходiв з тре-
тього квазiстацiонарного стану, якi пов’язанi з ви-
промiнюванням одного фотона енергiї Ω1 = Ω32

(при переходi 3 → 2 – в однофотонному набли-
женнi) 𝜎(1)

32 (трикутники) та двох фотонiв енергiї
Ω1 = Ω32 = 𝐸3 − 𝐸2 i Ω2 = Ω21 = 𝐸2 − 𝐸1

(при послiдовних переходах 3 → 2, 2 → 1 – у дво-
фотонному наближеннi) 𝜎(II)

32,21 (кружечки), 𝜎(II)+
32,21

(суцiльна лiнiя), 𝜎(II)−
32,21 (штрихова лiнiя). Також

на рис. 3 наведено залежностi вiд 𝑏1 розрахова-
ної у однофотонному наближеннi провiдностi 𝜎(1)

31

(пунктирна лiнiя), що виникає у переходi 3 → 1,
конкуруючому до переходу 3 → 2.

Внесок двофотонних переходiв у сумарну вели-
чину динамiчної провiдностi, порiвняно з одно-
фотонним наближенням, будемо характеризува-
ти, розраховуючи величну вiдносного пiдсилення
𝜂 = (𝜎(II) − 𝜎(1))/𝜎(II). Залежнiсть величини 𝜂 вiд
𝑏1 наведено на рис. 4. З рис. 4 видно, що на розгля-
дуванiй залежностi можна видiлити два iнтервали
змiни 𝑏1: 0 нм ≤ 𝑏1 ≤ 8 нм та 8 нм ≤ 𝑏1 ≤ 23,8 нм.

Основною вимогою оптимiзацiї роботи активної
зони чи каскаду ККЛ чи ККД є реалiзацiя в певнiй
їх геометричнiй конфiгурацiї максимальної вели-
чини динамiчної провiдностi в необхiдному кван-
товому переходi. Як було встановлено у роботах
[5–7], ця провiднiсть визначається електронним по-
током на вихiд з наносистеми та повинна бути зна-
чно бiльшою порiвняно зi складовою провiдностi
у протилежному напрямку та провiдностями, що
формуються в iнших квантових переходах.

В першому iнтервалi змiни 𝑏1, що мiстить експе-
риментальну геометричну конфiгурацiю 𝑏exp1 , зга-
дана умова виконується, оскiльки 𝜎

(1)
32 ≈ 𝜎

(1)+
32 ≫

≫ 𝜎
(1)−
32 , 𝜎

(1)
31 . З рис. 4 видно, що для першого iн-

тервалу змiни 𝑏1 внесок двофотонних процесiв є
малим (𝜂 < 2%), а тому двофотонна лазерна гене-
рацiя не вiдбувається. Отже, для згаданого iнтер-
валу змiни 𝑏1 дослiджувана РТС може ефективно
працювати як активна зона ККЛ, в якiй реалiзу-
ються однофотоннi лазернi переходи з частотою
Ω = Ω32.

Для другого iнтервалу змiни 𝑏1 умова опти-
мiзацiї роботи активної зони ККЛ не виконує-
ться, оскiльки при 8 нм ≤ 𝑏1 ≤ 12 нм: 𝜎(1)

31 ≫
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≫ 𝜎
(1)
32 , 𝜎

(II)
32,21 (переважає провiднiсть, що форму-

ється у переходi 3 → 1); при 12 нм ≤ 𝑏1 ≤ 14,7 нм:
𝜎
(II)
32,21 ≈ 𝜎

(II)−
32,21 ≫ 𝜎

(II)+
32,21 , 𝜎

(1)
31 (переважає про-

вiднiсть, яка визначається потоком у зворотному
напрямi до виходу з РТС); при 14,7 нм ≤ 𝑏1 ≤
≤ 19,7 нм: 𝜎(1)

31 ≫ 𝜎
(1)
32 , 𝜎

(II)
32,21 (переважає про-

вiднiсть, що формується у переходi 3 → 1); при
19,7 нм ≤ 𝑏1 ≤ 23,8 нм: 𝜎(II)

32,21 ≈ 𝜎
(II)−
32,21 ≫ 𝜎

(II)+
32,21 ,

𝜎
(1)
31 (переважає провiднiсть, яка визначається по-

током у зворотному напрямi до виходу з РТС).
З рис. 4 видно, що в iнтервалi 8 нм ≤ 𝑏1 ≤

≤ 23,8 нм залежнiсть 𝜂 вiд 𝑏1 при 8 нм ≤ 𝑏1 ≤
≤ 16 нм плавно зростає, формуючи при 𝑏1 ≈ 16 нм
максимум 𝜂 ≈ 0,38, а далi при 16 нм ≤ 𝑏1 ≤ 23,8 нм
плавно зменшується до нуля.

Отже, змiною 𝑏1 можна отримати такi геометри-
чнi конфiгурацiї дослiджуваної РТС, як активної
зони ККЛ, в яких, за рахунок двофотонних еле-
ктронних переходiв, отримується пiдсилення ла-
зерної генерацiї до 38% (𝑏1 ≈ 16 нм, 𝜎(II)

32, 21 ≫ 𝜎
(1)
32 ,

𝜎
(1)
31 ). Для цих конфiгурацiй РТС сумарна величи-

на провiдностi, що формується у одно- та двофо-
тонних переходах визначається в значнiй мiрi пар-
цiальною складовою електронного потоку, спрямо-
ваного у напрямку протилежному до виходу з на-
ноструктури. Як видно з рис. 2, б, у отриманих гео-
метричних конфiгурацiях часи життя електрона у
робочих квазiстацiонарних станах стають велики-
ми, що є суттєвим негативним фактором, який пе-
решкоджає узгодженому когерентному електрон-
ному транспорту електронiв через активну зону
та каскад ККЛ. Тому для цих конфiгурацiй РТС
не виконуються умови оптимiзацiї роботи ККЛ
[5–7].

4. Висновки

На основi знайдених точних розв’язкiв повного
рiвняння Шредiнгера в дипольному наближеннi
розвинена квантово-механiчна теорiя активної ди-
намiчної провiдностi трибар’єрної активної зони
ККЛ у слабкому електромагнiтному полi, в якiй
реалiзуються процеси одно- та двофотонної лазер-
ної генерацiї.

Встановлено, що змiною положення внутрiшньо-
го бар’єра в загальнiй потенцiальнiй ямi наностру-
ктури отримуються такi її геометричнi конфiгура-
цiї, в яких внесок двофотонних випромiнювальних

процесiв у формуваннi сумарної величини динамi-
чної провiдностi стає суттєвим i становить не мен-
ше 38%.

Розрахунок активної динамiчної провiдностi до-
зволив встановити, що для дослiджуваної РТС
процеси двофотонної генерацiї проявляються у тих
її геометричних конфiгурацiях, в яких сумарна
величина динамiчної провiдностi визначається в
основному електронним потоком у зворотному на-
прямку до виходу з наносистеми. Встановлено, що
у експериментально дослiджуванiй конфiгурацiї
РТС виконуються умови ефективної однофотон-
ної лазерної генерацiї у квантовому переходi мiж
третiм та другим електронними квазiстацiонарни-
ми станами.

Автор щиро вдячний завiдувачу кафедри тео-
ретичної фiзики Чернiвецького нацiонального унi-
верситету iменi Ю.Федьковича, доктору фiзико-
математичних наук, професору М.В. Ткачу за ко-
риснi поради пiд час написання роботи та обгово-
рення отриманих результатiв.
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ВКЛАД ДВУХФОТОННЫХ
ЭЛЕКТРОННЫХ ПЕРЕХОДОВ В ФОРМИРОВАНИЕ
АКТИВНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ
ТРЕХБАРЬЕРНЫХ РЕЗОНАНСНО-ТУННЕЛЬНЫХ
СТРУКТУР С ПОСТОЯННЫМ
ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ПОЛЕМ

Р е з ю м е

В приближении эффективных масс и прямоугольных по-
тенциальных ям и барьеров для электрона, с использова-
нием найденных решений полного уравнения Шрединге-
ра, развита теория активной динамической проводимости
трехбарьерной резонансно-туннельной структуры с прило-
женным постоянным продольным электрическим полем в
слабом электромагнитном поле с учетом вклада лазерных
одно- и двухфотонных электронных переходов с разными
частотами. Показано, что для лазерных электронных пе-
реходов величина вклада двухфотонных переходов в фор-
мирование общей величины активной динамической прово-
димости в лазерных переходах не больше 38%. Установле-
ны геометрические конфигурации резонансно-туннельной

структуры, для которых за счет двухфотонных лазерных
электронных переходов получается увеличение интенсив-
ности лазерного излучения.

I.V. Boyko

ROLE OF TWO-PHOTON ELECTRONIC
TRANSITIONS IN THE FORMATION OF ACTIVE
DYNAMIC CONDUCTIVITY
IN A THREE-BARRIER
RESONANCE TUNNELING STRUCTURE
WITH AN APPLIED DC ELECTRIC FIELD

S u m m a r y

The theory of active dynamic conductivity in a three-barrier

resonance tunneling structure subjected to the combined action

of a weak electromagnetic field and a longitudinal dc electric

field is developed with regard for the contribution of laser-

induced one- and two-photon electronic transitions with differ-

ent frequencies. For this purpose, the full Schrödinger equation

is solved in the effective mass approximation and with the use

of the model of rectangular potential wells and barriers for

an electron. The maximum contribution of two-photon transi-

tions to the formation of the total active dynamic conductivity

in laser-induced transitions is shown not to exceed 38%. Geo-

metric configurations of the resonance tunneling structure,

for which the laser radiation intensity increases due to laser-

induced two-photon electronic transitions, are determined.
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